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11 Dielektrische Eigenschaften

Wir haben bereits in Kapitel 9 das Verhalten von Kristallelektronen unter dem Einfluss du-
Berer Krifte diskutiert. Dort haben wir uns im Wesentlichen auf die Beschreibung der Bewe-
gung von einzelnen Kristallelektronen in Metallen unter der Wirkung einer dufleren Kraft
beschrinkt. In diesem Kapitel wollen wir unsere Diskussion auf die Beschreibung der Reak-
tion eines Festkorpers als Ganzem auf ein von aufSen wirkendes elektrisches Feld ausdehnen.
Dadurch erhalten wir zum Beispiel eine Beschreibung der optischen Eigenschaften von Fest-
korpern, das heif3t, wir werden verstehen, wieso ein Festkorper Licht absorbiert, reflektiert
oder durchlisst.

Je nach Bedarf wird die Wechselwirkung eines Festkorpers mit einem elektromagnetischen
Feld entweder mikroskopisch oder makroskopisch beschrieben. In einem mikroskopischen
Bild sprechen wir zum Beispiel von der Absorption eines Photons und der damit verbun-
denen Anregung des Kristallgitters (z. B. Erzeugung von Phononen) oder des Elektronen-
systems (z. B. Erzeugung von Elektron-Loch-Paaren). Im Rahmen einer makroskopischen
Beschreibung auf der Basis der Maxwell-Gleichungen charakterisieren wir dagegen einen
Festkorper mit einer Materialkonstante, ohne dass wir uns fiir die mikroskopischen Prozes-
se interessieren. Selbstverstdndlich besteht ein Zusammenhang zwischen mikroskopischer
und makroskopischer Beschreibung. Eine Zielsetzung dieses Kapitels wird gerade sein, die-
sen Zusammenhang zwischen mikroskopischer und makroskopischer Beschreibung herzu-
stellen.

Wir werden uns in diesem Kapitel nur mit der linearen Antwort von Festkérpern auf von
auflen wirkende elektromagnetische Felder beschranken. Es soll hier aber darauf hingewie-
sen werden, dass der Bereich der nicht-linearen Optik'-? durch die Entwicklung leistungs-
fihiger Laser in den letzten Jahrzehnten stark an Bedeutung gewonnen hat. Die Diskussion
nicht-linearer Effekte wiirde aber den Rahmen dieser Einfithrung in die Festkorperpyhsik
sprengen.

Die Art und Weise, wie ein Festkorper auf den Einfluss eines elektrischen Feldes reagiert,
hingt davon ab, wie frei sich Ladungen im Festkorper bewegen konnen. So liegen bei Me-
tallen quasi freie Ladungen vor, die elektrische Felder auf einer sehr kurzen Langenskala ab-
schirmen konnen. In Isolatoren sind die Ladungstriger dagegen gebunden und konnen nur
iiber kleine Langenskalen gegeniiber den Atomriimpfen verschoben werden. Dadurch baut
sich eine elektrische Polarisation auf und elektrische Felder kénnen selbst iiber grof3e Lan-
genskalen nicht abgeschirmt werden. Das Abschirmverhalten dndert sich natiirlich mit der
Frequenz des elektrischen Feldes. Aufgrund der Trigheit der Ladungstriger konnen diese

Robert W. Boyd, Nonlinear Optics, 3. Auflage, Academic Press, New York (2008).

2 Shen, Yuen-Ron, The Principles of Nonlinear Optics, Wiley-Interscience (2002).
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schnellen Felddnderungen nicht mehr folgen. Deshalb konnen selbst in Metallen hochfre-
quente Felder nicht mehr abgeschirmt werden. Wir sehen also, dass die Reaktion eines Fest-
korpers auf den Einfluss eines elektrischen Feldes sehr komplex sein kann und stark von den
mit den spezifischen Materialeigenschaften verbundenen charakteristischen Langen- und
Zeitskalen abhéngen wird.
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11.1  Makroskopische Elektrodynamik

11.1.1 Die dielektrische Funktion

11.1.1.1 Isolatoren

Wir betrachten zunichst einen Isolator. Hier erfahren Ladungen aufgrund der Wirkung ei-
nes elektrischen Feldes nur eine Verschiebung, die in einer endlichen Polarisation des Fest-
korpers resultiert, nicht aber in einer kontinuierlichen Bewegung, die sich in einer endlichen
Leitfahigkeit ausdriicken wiirde. In einem isolierenden Medium induziert also eine elektro-
magnetische Welle mit elektrischem Feldvektor

E(r,t) = E(q, w) e'(9™¢" (11.1.1)

eine Polarisation P, die mit dem anregenden Feld durch einen symmetrischen Tensor 2. Stufe
verkntipft ist:

P;(r',t") = ¢ Z/Xij(r,r', t,t')Ej(x,t)d’rdt. (11.1.2)
J

Hierbei ist y;; der Tensor der elektrischen Suszeptibilitit, P;(x',t") die i-te Komponente
des Polarisationsvektors, der aus dem im Festkorper induzierten Dipolmoment resultiert,
und €, = 8.854 187 817 x 10~ '2 As/Vm die elektrische Feldkonstante. Die Polarisation P ist
definiert als das elektrische Dipolmoment p.; pro Volumen, d. h.

P

el
Pel 11.13
wobei das elektrische Dipolmoment p,; allgemein gegeben ist durch

Pa =, 4iTi, (11.1.4)

also durch das Produkt aus Ladung g; und Ortsvektor r; dieser Ladung.

Falls Raum und Zeit homogen sind,? hiingt die Suszeptibilitit nur von |r — r’| und |t — /| ab
und (11.1.2) vereinfacht sich zu

Pt 1) = & ZfX,-j(|r—r'|,t—t')Ej(r,t) Prdt. (11.1.5)
j

Um den Raum als homogen anzunehmen, miissen alle mikroskopischen Groflen tiber die Ein-
heitszelle gemittelt werden, um Komplikationen mit lokalen Feldern zu vermeiden. Auf einer ato-
maren Skala oszillieren die Ladungsdichte pmikro und das elektrostatische Potenzial ¢mikro bzw.
Enikro = —V@mikro schnell. Auf einer makroskopischen Skala ist dagegen pmakro = 0 und Epakro = 0.
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Wir kénnen nun den Faltungssatz verwenden und (11.1.5) durch die Fourier-Transformier-
ten von P, y und E auszudriicken. Wir erhalten*

Pi(qw) =€ . xij(q ©) Ej(q®) . (11.1.6)
j

Im Prinzip sind alle linearen dielektrischen Eigenschaften eines Festkorpers durch den kom-
plexen elektrischen Suszeptibilititstensor bestimmt.” Falls y;;(|r — 1’|, t — ') reell ist, impli-
ziert dies y;j(q, w) = x;;(~q, ~). Gehen wir iiber den Bereich der linearen Antwort hinaus,
so miissen wir in (11.1.6) Terme hoherer Ordnung beriicksichtigen und erhalten

Pi=ey Y x\VE; +e %:nglejEk + € ijxgjk)eEjEkEe T (11.1.7)
j j jke

Hierbei sind (") Tensoren (m + 1)-ter Stufe. Wiihrend y(!) die lineare Suszeptibilitit be-
schreibt, ist x(?) fiir den Pockels-Effekt und x® fiir den Kerr-Effekt verantwortlich. Auf
diese Effekte werden wir hier aber nicht eingehen.

Fiir den Vergleich mit Experimenten fithrt man einen weiteren, komplexen Tensor 2. Stufe
ein, ndmlich den Dielektrizititstensor. Dieser Tensor ist definiert durch

Di(q,w) =Z€0€ij(q’w)Ej(q,w), (11.1.8)
j

wobei D;(q, w) die Fourier-Transformierte der dielektrischen Verschiebung oder elektri-
schen Flussdichte ist, die definiert ist durch:

D(r,t) = ¢ E(r,t) + P(r, 1) . (11.1.9)

Aufgrund der Definitionen (11.1.6) und (11.1.8) sind yx;;j(q,w) und €;;(q, w) verkniipft
durch

€ij(qw) =1+ xij(q ). (11.1.10)

Wir werden im Folgenden den Real- und Imaginérteil des Dielektrizitdtstensors mit e, (q, w)
und €;(q, w) bezeichnen. In Fillen, wo die Tensoreigenschaften nicht relevant sind, werden
wir €;;(q, w) durch die skalare Funktion €(q, ) ersetzen. Diese Funktion wird als dielektri-
sche Funktion bezeichnet.

Ohne Angabe eines Beweises wollen wir folgende Zusammenhinge festhalten:*
e(-¢,-w) =€"(q,w) (11.1.11)

€ij(qw) = €ji(-q w) . (11.1.12)

Das Integral in (11.1.5) stellt ein Faltungsintegral dar und der Faltungssatz besagt, dass die Fourier-
Transformierte der Faltung zweier Funktionen gleich dem Produkt der Fourier-Transformierten
der beiden Originalfunktionen ist.

Hinweis: Selbst wenn P;(x', t'), yi;(Jr — t'|, £ — t) und E;(r, t) alle reell sind, kénnen ihre Fourier-
Transformierten komplex sein.

6 1.D. Landau, I. M.. Lifshitz, Statistical Physics, Addison-Wesley, Reading, MA (1980).
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Gleichung (11.1.11) folgt aus der Tatsache, dass e(r, ) eine reelle Funktion von Ort und Zeit
sein muss, und (11.1.12) folgt aus den Onsager-Beziehungen,’ die aus der Zeitumkehrsym-
metrie der zugrunde liegenden mikroskopischen Prozesse folgen.

In den meisten Problemen, die wir behandeln werden, wird die Wellenldnge der elektro-
magnetischen Welle wesentlich grofler als der Gitterabstand oder andere relevante Langen-
skalen sein. In diesem Fall konnen wir den Wellenvektor g ~ 0 setzen und wir werden die
dielektrische Funktion mit e(w) abkiirzen. Dies gilt fiir Licht bis weit in den UV-Bereich,
nicht aber fiir den Rontgenbereich. Wenn wir annehmen, dass €(q, w) unabhingig von q ist,
ist die q-Abhiangigkeit durch eine konstante Funktion gegeben, deren Fourier-Transformier-
te eine §-Funktion ist. Das heiflt, e(r, w) ist proportional zu einer §-Funktion und damit die
Reaktion des Festkorpers auf die duflere Storung lokal. Die dielektrische Verschiebung D(r)
héngt dann nur von dem lokal am Ort r wirkenden elektrischen Feld ab. Falls allerdings e
eine gewisse q-Abhingigkeit besitzt, bedeutet dies, dass seine Fourier-Transformierte von
r — r’ abhingt und die Antwort deshalb nichtlokal ist. Die €(q)-Abhéngigkeit wird raumli-
che Dispersion genannt.

11.1.1.2 Elektrische Leiter

Wir erweitern unsere Diskussion jetzt auf elektrisch leitende Materialien. In solchen Fest-
korpern ist ein wesentlicher Aspekt der Wechselwirkung mit einem elektrischen Feld die
Erzeugung einer elektrischen Stromdichte. Diese Situation wurde bereits in Kapitel 9 und 10
fiir Metalle und Halbleiter behandelt und hat uns zu einer materialspezifischen elektrischen
Leitfahigkeit o gefithrt. Genauso wie wir die Phinomene, die mit o verbunden sind, als elek-
trische Transporteigenschaften bezeichnet haben, bezeichnen wir Phdnomene, die mit e ver-
bunden sind, als dielektrische Eigenschaften. Wahrend in einem Isolator also die Wirkung
des elektrischen Feldes in einer rdumlichen Verschiebung von lokalen Ladungen und da-
mit in der Erzeugung einer endlichen Polarisation besteht, miissen wir in elektrisch leiten-
den Materialien zusétzlich die Erzeugung von elektrischen Strdmen beriicksichtigen. Bei-
den Prozessen wird in den makroskopischen Maxwell-Gleichungen durch die beiden Terme
Rechnung getragen, die zu einem endlichen Wert von V x H fiithren:

VxE:—%% (11.1.13)
VXH:]+%§. (11.1.14)

Innerhalb des Giiltigkeitsbereichs des Ohmschen Gesetzes konnen wir
J=0E (11.1.15)

schreiben. Gehen wir nun wiederum zu den Fourier-Komponenten iiber und benutzen die
Beziehung D(w) = €pe(w) E(w), so konnen wir damit die Maxwell-Gleichung (11.1.14)
schreiben als

VxH=0E-1wee(w)E(w). (11.1.16)

7 Lars Onsager, Reciprocal relations in irreversible processes I, Phys. Rev. 37, 405 (1931); Reciprocal

relations in irreversible processes II, Phys. Rev. 38, 2265 (1931).
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Wir kénnen nun formal eine frequenzabhingige verallgemeinerte Leitfahigkeit
0 =0 -1wee€(w) (11.1.17)

definieren, die zusitzlich die dielektrischen Effekte beriicksichtigt. Gleichung (11.1.14) kann
somit als

VxH=0(w)E(w) (11.1.18)

geschrieben werden. Andererseits konnen wir auch eine verallgemeinerte Dielektrizitts-
konstante €(w) benutzen und (11.1.14) schreiben als

D
VxH-=-1wee(w)E(w) = aa—t, (11.1.19)

worin die verallgemeinerte Dielektrizititskonstante gegeben ist durch
~ 10
e(w)=€e(w)+—. (11.1.20)
€W

In diesem Ausdruck werden Leitfahigkeits- und dielektrischen Phinomenen jeweils durch o
und e Rechnung getragen. Wir werden spiter konkrete Fille, wie z. B. ein System freier Elek-
tronen diskutieren.?

11.1.2  Kramers-Kronig-Relationen

Setzen wir voraus, dass die Feldstdrke des elektrischen Feldes klein genug ist, so dass die
resultierende Polarisation eines Festkorpers linear von der elektrischen Feldstirke abhidngt
(linear response), so beschreiben die Funktionen y(w) und e(w) lineare Antwortfunktionen
eines Festkorpers auf ein externes elektrisches Feld. Es kann gezeigt werden, dass lineare

Antwortfunktionen wie y(w) oder ¢(w) die Kramers-Kronig-Relationen®'® erfiillen:
w el(w ,
e(w)—1= 73[ 0 dw (11.1.21)
w’
er(w
(@) = ——7> f e (11.1.22)

Es ist wichtig, sich klar zu machen, dass eine klare Unterscheidung zwischen freien und gebunde-
nen Ladungstragern in zeitlich oszillierenden Feldern verwaschen wird. In beiden Féllen haben wir
es mit periodischen Verschiebungen von Ladungen zu tun. Nur fiirr w = 0 kdnnen wir das Verhalten
von freien und gebundenen Ladungen klar unterscheiden und eine Trennung von Phanomenen,
die 0 bzw. € zugeordnet werden konnen, ist evident. Fiir zeitlich und rdumlich variierende Felder
ist dies dagegen nicht mehr moglich.

®  R.de L. Kronig, On the theory of the dispersion of X-rays, J. Opt. Soc. Am. 12, 547556 (1926).

H. A. Kramers, La diffusion de la lumiére par les atomes, Atti Cong. Intern. Fisica, Como, Bd. 2,
S. 545-557 (1927).
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Hierbei ist P der so genannte Hauptwert des Integrals. Die Kramers-Kronig-Relationen stel-
len eine Beziehung zwischen dem Real- und Imaginirteil der dielektrischen Funktion her.
Sie kénnen dazu benutzt werden, den einen Teil der dielektrischen Funktion zu berechnen,
wenn der andere Teil iiber einen weiten Spektralbereich gemessen wurde. Der Beweis der
Kramers-Kronig-Relationen basiert auf dem grundlegenden Prinzip der Kausalitit, das be-
sagt, dass die Antwort eines Systems auf eine Stérung zeitlich immer erst nach der Stérung
erfolgen kann.

11.1.3  Absorption, Transmission und Reflexion
von elektromagnetischer Strahlung

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz die Absorption, Transmission und Reflexion von elek-
tromagnetischen Wellen durch ein isolierendes Medium diskutieren und dabei eine Verbin-
dung zwischen den dielektrischen Eigenschaften eines Festkorpers und optischen Parame-
tern wie der Absorptionskonstanten oder dem Reflexions- und Transmissionskoeffizienten
herstellen.

In einem ungeladenen Festkorper ist V- D = p = 0. Wir erhalten damit aus den Maxwell-
Gleichungen die Wellengleichung
V2E = pge ’e“azE _1 PE (11.1.23)
TR T w
p
wobei p die magnetische Feldkonstante ist und wir y = 1 (nicht-magnetisches Material)
angenommen haben. Fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle gilt

1 c c
vph:m:%:%. (11.1.24)
Hierbei ist 7 der komplexe Brechungsindex
(w) = n(w) + 1x(w) = VE (11.1.25)
und wir bezeichnen n als Brechungsindex und « als Extinktionskoeffizienten. Es gilt weiter"'
n’ -« =e (11.1.26)
2nk =€ . (11.1.27)

Mit 7 = n + 1x und der Dispersionsrelation w = (¢/7)k erhalten wir den komplexen Wellen-
vektor

@il ok 4k (11.1.28)

" Das Vorzeichen von 1x in (11.1.25) héngt davon ab, ob wir beim Ansatz der ebenen Welle eine in

+r- oder —r-Richtung abnehmende Wellenamplitude ansetzen. Beide Ansitze, n + 1x und n — 1«
sind gebréuchlich.
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I

Abb. 11.1: Reflexion, Transmissi- rE,
on und Absorption einer elektro- 4
magnetischen Welle beim Auftref-
fen auf eine Festkorperoberfliche.

m

und damit als Losung von (11.1.23) eine gedampfte Welle (die Ausbreitungsgeschwindigkeit
wird in x-Richtung angenommen, siehe Abb. 11.1)

E =E, exp [z(ngx—wt)] exp (—Kgx) . (11.1.29)
c c

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ist also im Medium auf ¢/n reduziert und ihre
Amplitude lings der Ausbreitungsrichtung um einen Faktor exp (-2mx/n) pro Wellenlinge
A =2n/k = 2nc/nw gedimpft.

Um die Absorption elektromagnetischer Energie im betrachteten Medium zu berechnen,
benutzen wir die Maxwell-Gleichungen. Mit V x H = 6(w)E(w) = J(w) erhalten wir mit
der verallgemeinerten Leitfdhigkeit (11.1.17)

J(w) = (0 - 1wepe) E(w) = —1we (% + e) E(w) = —1wege E(w)
0
= —1we "E(w) . (11.1.30)

Die dissipierte Leistung ist durch den Realteil von J - E,
R(J-E) = R(-1wey7T*E?) = 2knwey Eg exp (—Zxﬂx) (11.1.31)
¢

gegeben. Wir konnen nun den Absorptionskoeffizienten K als den Bruchteil der Energie de-
finieren, der beim Durchlaufen einer Materialschicht der Dicke 1 absorbiert wird. Er ist ge-
geben durch

_ 2k(w) @

Ak _ 2k = s(w)w .

K(w) c A c

(11.1.32)
Diese Gleichung stellt einen besonders einfachen Zusammenhang zwischen einer experi-
mentell gemessenen Grof3e (der absorbierten Intensitéit) und den dielektrischen Eigenschaf-
ten eines Materials dar.

Ublicherweise wird die absorbierte Energie dadurch gemessen, dass man die durch ein Ma-
terial einer bestimmten Dicke transmittierte Intensitit bestimmt. Abb. 11.2 zeigt als Bei-
spiel die Transmissionsspektren von OH-Radikalen, dem Spurengas SO,, von Formalde-
hyd (HCHO) und von Naphthalin (C;oHg) im UV-Bereich um 308 nm. Solche Spektren
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= Abb. 11.2: Transmissionsspektren von OH-
‘/\W /"~ Radikalen, dem Spurengas SO, Formalde-

CaoMs hyd (HCHO) und Naphthalin (C;oHs) im
308.00 308.05 308.10 308.15 UV-Bereich um 308 nm (Quelle: Forschungs-
Wellenlidnge (nm) zentrum Jiilich).

werden z. B. zum Nachweis von Verunreinigungen in der Atmosphire verwendet. Die Ab-
sorptionsmaxima (Minima in der Transmission) entsprechen Maxima in ¢;(w). Messen wir
€i(w) iiber einen weiten Frequenzbereich, so kénnen wir mit Hilfe der Kramers-Kronig-
Relationen 7(w) berechnen.

Im Prinzip kénnen wir auch durch die Messung der Reflektivitdt eines Festkorpers die dielek-
trische Funktion bestimmen. Allerdings besteht hierbei das Problem, dass in die Reflek-
tivitdt sowohl ¢, als auch ¢; eingehen. Eine Berechnung von ¢, und ¢; aus der gemessenen
Reflektivitit alleine ist deshalb nur dann moglich, wenn wir diese iiber einen sehr weiten
Frequenzbereich messen und dadurch die Kramers-Kronig-Beziehungen benutzen konnen.
Im Allgemeinen ist die Reflexion und Transmission einer elektromagnetischen Welle an der
Oberfliche eines Festkorpers ein kompliziertes Problem der Optik."? Die Reflexions- und
Transmissionsamplituden werden durch die Fresnelschen Gleichungen gegeben. Fiir den
einfachen Fall senkrechter Inzidenz gilt fiir die Transmissions- und Reflexionsamplituden
(siehe Abb. 11.1):

-1 2
S . (11.1.33)
n+1 n+1
Der Anteil der reflektierten Intensitét ist durch den Reflexionskoeffizienten
~_ 12 2, .2
=1 -1)°+
R=|2 _(n-1)"+x (11.1.34)
n+1 (n+1)2+x2
gegeben.

11.1.4 Das lokale elektrische Feld

Nur fiir den Fall eines einzelnen Atoms entspricht das von auflen angelegte externe Feld auch
dem am Ort des Atoms wirkenden lokalen Feld. Gehen wir zu einem Festkorper mit einer
groflen Zahl von Atomen {iber, so ist dies nicht mehr der Fall. Wir wollen hier kurz den

2 Hecht, Optik, Oldenbourg Wissenschaftsverlag, Miinchen (2009).
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Zusammenhang zwischen lokalem Feld und externem Feld diskutieren. Ahnliche Uberle-
gungen werden wir in Abschnitt 12.1.2 bei der Diskussion der magnetischen Eigenschaften
von Festkorpern machen.

In einem Festkorper ergibt sich das lokale elektrische Feld aus dem von auflen angelegten
Feld und der Summe aller Dipolfelder” der einzelnen Atome im Festkorper. Falls alle Dipole
in z-Richtung zeigen und den Betrag p; .; pro Einheitszelle des betrachteten Festkorpers
haben, so ergibt sich die z-Komponente des Feldes aufgrund der Wirkung aller Dipole zu

Z - 1‘
Ezlok = Ezext + — Zp, o — . (11.1.35)

Hierbei lduft die Summe {iber alle Nachbarzellen. Die Summe lisst sich einfach fiir einen
kugelférmigen Festkorper mit homogener Polarisation (p;.; = p.;) auswerten. Legen wir
den Ursprung in den Mittelpunkt der Kugel, so erhalten wir fiir die z-Komponente des Feldes

3z — 12 227 — x? — y?
Zdlp Pel Z 1751 = Pel E % . (11136)
i i

Benutzen wir

x? y? 1 r?
pelz ; PelZT;:Pelezgpelzr*; (11.1.37)
und setzen dies in (11.1.36) ein, so sehen wir, dass in diesem Fall die Summe verschwindet
und das lokale Feld im Zentrum der Kugel gleich dem makroskopischen Feld ist.

Leider liegt dieser einfache Fall im Experiment nicht vor. Die Annahme einer homogenen
Polarisation ist namlich nur fiir Kugeln erfiillt, deren Durchmesser kleiner als die Wellen-
lange des elektromagnetischen Feldes ist. Wir konnen dieses einfache Beispiel aber trotzdem
verwenden. Wir konnen uns eine Kugel vorstellen, die aus dem betrachteten Festkorper her-
ausgeschnitten ist und in der die Polarisation homogen ist. Diese Kugel enthélt immer noch
viele Einheitszellen des Festkorpers, ist aber kleiner als die Wellenlinge. Diese Anforderung
ist fur sichtbares Licht leicht zu erfiillen. Der Beitrag der gedachten Kugel zum lokalen Feld
im Zentrum der Kugel ist gemif3 der obigen Uberlegung null." Wir miissen dann nur noch
den Beitrag des verbleibenden Festkorpers diskutieren. Fiir den Bereich auflerhalb der ge-
dachten Kugel ist aber der Abstand zum Zentrum der Kugel gentigend grof3, so dass wir eine
kontinuierliche Verteilung der Dipole annehmen kénnen und deshalb mit der makroskopi-
schen Polarisation P arbeiten kénnen. Das Feld aufgrund dieser Polarisation konnen wir mit
induzierten Ladungen auf der Oberfliche der Kugel beschreiben (siehe Abb. 11.3a), deren
Ladungsdichte durch

pp=-P =m-P=-Pcost (11.1.38)

Der Ausdruck fiir das elektrische Dipolfeld lautet:

g 3(Pa-0)r—rpa
dip = — -
4meor
Hinweis: Dies gilt streng nur fiir Festkorper mit kubischer Umgebung. Allerdings kompensieren
sich auch fiir andere Kristallsymmetrien die Beitrdge der benachbarten Atome weitgehend, so dass
der resultierende Feldbeitrag fast immer vernachldssigbar klein ist.
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Abb. 11.3: Zur Ursache
des Lorentz-Feldes E;, (a)
und des Depolarisations-
feldes Ex (b).

gegeben ist, das heif3t, durch die Normalkomponente der Polarisation. Dies entspricht dem
allgemeinen Theorem der Elektrodynamik, dass das elektrische Feld eines homogen pola-
risierten Festkorpers dem Vakuumfeld einer effektiven Flachenladungsdichte pp =1 - P auf
der Oberfliche entspricht."”

Die Ladung dg, die in einem ringférmigen Oberflichenelement beim Winkel 6 enthalten ist
(sieche Abb. 11.3a), ist gegeben durch

dq=-Pcosf-2nasinf-adf. (11.1.39)

Ihr Beitrag zum elektrischen Feld im Zentrum der fiktiven Kugel ist
d
dE; =—— — cos 0. (11.1.40)

Um das gesamte so genannte Lorentz-Feld zu erhalten, miissen wir noch aufintegrieren:

P 1
EL=— fcoszesinGdG:—P (11.1.41)
2€0 J €o

Das Lorentz-Feld resultiert also aus dem Feld der Polarisationsladungen auf der Innenseite
eines fiktiven kugelférmigen Hohlraums, in dessen Mittelpunkt sich das Bezugsatom befin-
det. Wir erhalten damit fiir das lokale elektrische Feld die Lorentz-Beziehung

P

Ejok = Eext + — . (11.1.42)
360

11.1.4.1 Depolarisationsfeld

Die Lorentz-Beziehung gilt nur fiir Probengeometrien, fiir die kein Entelektrisierungsfeld
oder Depolarisationsfeld Ey auftritt. Um zu geometrieunabhiangigen Beziehungen zu kom-

"> Haben wir z. B. einen quaderférmigen Korper mit homogener Polarisation vorliegen, so kénnen

wir uns das resultierende elektrische Feld durch eine positive und negative Flichenladung auf ge-
geniiberliegenden Quaderseiten zustande gekommen denken.
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men, missen wir zusétzlich zum Lorentz-Feld E; noch das Depolarisationsfeld Ey bertick-
sichtigen (siehe Abb. 11.3b), das durch die Ladungsdichte nn - P auf der Oberfliche des be-
trachteten Festkorpers zustande kommt. Bei der in Abb. 11.3b dargestellten Situation ist die
Probe homogen polarisiert und fiir das Entelektrisierungsfeld gilt

ENz—lNP. (11.1.43)
€0
Hierbei ist N der aus der Elektrizitéitslehre bekannte Depolarisations- oder Entelektrisie-
rungsfaktor. Fiir eine kugelformige Probe ist N = %, so dass sich E;, und Ey gerade kom-
pensieren. Fiir eine diinne Scheibe senkrecht bzw. parallel zum elektrischen Feld ist N =1
bzw. N = 0. Ublicherweise wird die Summe aus angelegtem elektrischem Feld Ey, und dem
Depolarisationsfeld Ey als makroskopisches Feld bezeichnet:

1
Emak = Eext + Ex = Eexe — — NP. (11144)
€0
Damit erhalten wir das lokale elektrische Feld zu

1 1
Eiok = Eext + EN +EL = Epak + EL = E¢y — — NP+ —P. (11145)
€o 360

11.2  Mikroskopische Theorie
der dielektrischen Funktion

Bei der Entwicklung einer mikroskopischen Beschreibung miissen wir die Wechselwirkung
eines externen elektromagnetischen Feldes mit dem Festkorper auf einer mikroskopischen
Ebene betrachten. Qualitativ kdnnen wir dabei folgende Unterscheidung vornehmen (siche
hierzu Abb. 11.4):"

dielektrische Festkorper:

Die Polarisation beruht hier einerseits darauf, dass die Elektronwolken der Gitteratome
in einem angelegten elektrischen Feld gegeniiber den positiven Atomkernen eine Aus-
lenkung aus ihrer Gleichgewichtslage erfahren und dadurch elektrische Dipole entstehen
(siehe Abb. 11.4a). Die daraus resultierende Polarisation nennen wir auch elektronische
Polarisation. Andererseits werden in Ionenkristallen in einem angelegten elektrischen
Feld die positiven und negativen Ionen relativ zueinander verschoben (siehe Abb. 11.4b).
Die daraus resultierende Polarisation nennen wir ionische Polarisation. In beiden Fillen
ist mit der Auslenkung eine Riickstellkraft verbunden, die zu einer charakteristischen

Eine analoge Klassifizierung werden wir in Kapitel 12 fiir magnetischen Substanzen vornehmen,
wo wir zwischen diamagnetischen, paramagnetischen und ferro- bzw. antiferromagnetischen Sub-
stanzen unterscheiden werden.
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Abb. 11.4: Zur Veranschaulichung der elektronischen, ionischen und Orientierungspolarisation.

Eigenfrequenz fiihrt. Im einfachsten Fall kann die Situation mit dem Lorentzschen Os-
zillatormodell beschrieben werden, in dem man einen geddmpften Oszillator mit har-
monischem Antrieb (dufleres Feld) betrachtet. Aufgrund der kleinen Masse und hohen
Riickstellkrifte durch die atomaren elektrischen Felder spielt die elektronische Polarisati-
on bis zu Frequenzen oberhalb des Bereichs des sichtbaren Lichts eine Rolle. Die ionische
Polarisation verschwindet dagegen wegen der viel grofieren Masse der Ionen im Bereich
des Infraroten.

Einen Spezialfall stellen Metalle dar, da wir hier zusitzlich zu den an die Atome gebun-
denen lokalisierten Elektronen die frei beweglichen, delokalisierten Ladungstréger be-
riicksichtigen miissen. Letztere erfahren nach einer Auslenkung durch ein elektrisches
Feld keine Riickstellkraft und die damit verbundene charakteristische Frequenz ist so-
mit null. Die dielektrischen Eigenschaften von Metallen werden wir deshalb getrennt in
Abschnitt 11.6 diskutieren.

paraelektrische Festkorper:

Paraelektrische Substanzen enthalten bereits ohne anliegendes elektrisches Feld perma-
nente elektrische Dipole, die durch das duflere Feld nur noch ausgerichtet werden (sie-
he Abb. 11.4c). Wir sprechen hier von einer Orientierungspolarisation, die mit abneh-
mender Temperatur und zunehmender elektrischer Feldstirke zunimmt. Eine Orien-
tierungspolarisation lisst sich nur fiir Festkorper beobachten, die aus asymmetrischen
Molekiilen aufgebaut sind. Beispiele hierfiir sind Eismolekiile und Cyanidionen. Da die
Orientierungsvorgéinge generell langsam sind, verschwindet die Orientierungspolarisa-
tion tiblicherweise bereits im Mikrowellenbereich.

ferro- und antiferroelektrischen Festkorper:

In diesen Materialien tritt unterhalb einer materialspezifischen Temperatur eine spon-
tane Polarisation auch ohne dufleres Feld auf. Ferroelektrizitdt werden wir spéter in Ab-
schnitt 11.8 diskutieren.

Die Gesamtpolarisation eines Festkorpers wird aus der Summe der verschiedenen Polari-
sationsbeitrige gebildet, deren physikalische Grundlagen wir in den folgenden Abschnitten
einzeln diskutieren werden. Wir werden in den Abschnitten 11.3 und 11.4 zunichst die elek-
tronische und ionische Polarisation von Isolatoren diskutieren. Anschlieflend werden wir in
Abschnitt 11.5 kurz auf die Orientierungspolarisation eingehen und damit eine allgemei-
ne Frequenzabhingigkeit der dielektrischen Funktion von Isolatoren angeben kénnen. Wir
werden dann unsere Diskussion in Abschnitt 11.6 und 11.7 auf Metalle erweitern, wo wir
es zusitzlich mit frei beweglichen Ladungstrigern zu tun haben. Im abschlielenden Ab-

schnitt 11.8 gehen wir auf ferroelektrische Festkorper ein.
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11.3 Elektronische Polarisation

Durch die Wechselwirkung eines Festkorpers mit einem elektromagnetischen Feld kon-
nen Kristallelektronen angeregt werden. Dabei sind bei geniigend hohen Frequenzen
nicht nur Intraband- sondern auch Interband-Ubergiinge moglich (siehe hierzu auch Ab-
schnitt 11.6.4). Bei Isolatoren liegen immer vollstindig gefiillte Bander vor, weshalb hier
nur Uberginge zwischen verschiedenen Bindern, also Interband-Uberginge méglich sind.
Bei Metallen oder Halbleitern sind dagegen auch Ubergiinge zwischen besetzten und unbe-
setzten Niveaus eines einzelnen Bandes, also Intraband-Uberginge méglich. Entsprechend
der diskreten Natur von erlaubten und verbotenen Energiebindern erwarten wir eine mehr
oder weniger diskrete Energieabhingigkeit der erlaubten Uberginge und damit der dielek-
trischen Funktion. Innerhalb der Tight-Binding-Naherung entsprechen dabei Interband-
Ubergiinge gerade Ubergéngen zwischen diskreten Energieniveaus einzelner Atome, die
durch den Uberlapp der Wellenfunktionen im Festkérper zu Bandern verbreitert sind. Die
Aufgabe ist es nun, einen Zusammenhang zwischen der makroskopischen dielektrischen
Funktion e¢(w) und dem Anregungsspektrum der Kristallelektronen herzustellen. Wir
werden dies hier zunichst fiir Isolatoren, bei denen nur Interband-Uberginge auftreten,
tun. Metalle und Halbleiter, bei denen auch Intraband-Ubergénge méoglich sind, werden wir
spéter in Abschnitt 11.6 diskutieren.

Wir werden unsere Betrachtung in Abschnitt 11.3.1 zunéchst mit einem einfachen klas-
sischen Oszillatormodell beginnen, mit dem es Hendrik Antoon Lorentz'” bereits 1907
gelang, die elektronische Polarisation von Isolatoren qualitativ zu beschreiben. In Ab-
schnitt 11.3.2 werden wir dann mit Hilfe von zeitabhingiger Storungstheorie eine quan-
tenmechanische Beschreibung vornehmen, wobei wir die Ubergangswahrscheinlichkeiten
zwischen verschiedenen Zustinden unter der Wirkung eines elektrischen Wechselfeldes
betrachten. Wir werden sowohl bei der klassischen als auch der quantenmechanischen
Betrachtung nur die Frequenzabhingigkeit der dielektrischen Funktion diskutieren und
die q-Abhéngigkeit aufler Acht lassen. Wie oben bereits diskutiert wurde, kann die q-Ab-
hingigkeit in der Tat bis in den UV-Bereich vernachléssigt werden, da die Wellenldnge
grof} gegeniiber den typischen Atomabstdnden ist. Wir werden spiter bei der Diskussion
der statischen Abschirmung in einem Elektronengas nochmals auf die q-Abhingigkeit
zuriickkommen.

11.3.1 Lorentzsches Oszillator-Modell

Im Lorentzschen Oszillatormodell werden die Elektronen als negative Ladungswolke be-
schrieben, die durch Wechselwirkung mit einem zeitabhéngigen elektrischen Feld

E(t) =Ege ' (11.3.1)

7" Hendrik Antoon Lorentz, geboren am 18. Juli 1853 in Arnheim, gestorben am 4. Februar 1928 in

Haarlem, Niederlande. Lorentz erhielt im Jahr 1902 zusammen mit Pieter Zeeman den Nobelpreis
fiir Physik fiir die Entdeckung und theoretische Erklirung des Zeeman-Effekts.
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zu harmonischen Schwingungen angeregt wird. Nehmen wir an, dass ein aus seiner Ruhe-
lage in x-Richtung ausgelenktes Elektron mit Masse m und Ladung —e eine zu seiner Aus-
lenkung proportionale Riickstellkraft erfahrt (vergleiche hierzu Abb. 11.4a), so kénnen wir
die Dynamik der Elektronen mit der Bewegungsgleichung eines getriebenen harmonischen
Ostzillators beschreiben:

dx
m— + ml"—t +mwgx = —eEge ", (11.3.2)

Hierbei ist wy die Resonanzfrequenz des ungedidmpften harmonischen Oszillators. Wir ha-
ben ferner einen Dampfungsterm mit Dampfungskonstante I' eingeftihrt, da die Schwin-
gung des Elektrons durch Energieabstrahlung geddmpft wird. Die stationdre Losung dieser
Differentialgleichung lautet

1

—e
x(t) = — —5——5——Eoe '“". 11.33
() m wi—w?—1Tw 0 ( )
Da mit der Auslenkung x das elektrische Dipolmoment p.; = —ex verbunden ist und ferner
fiir das Dipolmoment allgemein
Pel = €0aE (11.3.4)

gilt, kdnnen wir eine frequenzabhingige Polarisierbarkeit a(w) wie folgt definieren:

, 11.3.5
t-w?—1lw ( )

Wenn wir nun ny = N/V unabhingige Atome pro Volumeneinheit haben, resultiert die
elektrische Polarisation

P=¢ynyaE. (11.3.6)
Da zwischen P und E gleichzeitig die Beziehung P = ¢, yE besteht, folgt

1(w) = nya(w) (11.3.7)
und

e(w)=1+x(w) =1+nya(w). (11.3.8)

Setzen wir den Ausdruck (11.3.5) ein, so ergibt sich fiir die dielektrische Funktion der Zu-
sammenhang

V€2 1

e(w)=1+ "
- eom (w3 -w?)-1Tw’

(11.3.9)

Wir konnen diesen Ausdruck in Real- und Imaginirteil zerlegen und erhalten damit fiir
€=¢€ + 16

2 2_ 2
nye wy—w
e&(w)=1+ 11.3.10
(@) eom (wj— w?)?+ (Tw)? ( )
nye? lw
e(w) = (11.3.11)

eom (w?-w?)2+ (Tw)?’
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Dieses Ergebnis ist in Abb. 11.6 dargestellt. Es entspricht dem Ausdruck (11.3.45), den wir
unten quantenmechanisch herleiten werden. Charakteristisch ist der Vorzeichenwechsel des
Realteils und das Maximum mit Halbwertsbreite 2I' des Imaginarteils der dielektrischen
Funktion bei der Resonanzfrequenz wy.

In realen Festkorpern treten natiirlich immer mehrere Resonanzfrequenzen w;y auf, die cha-
rakteristischen Ubergingen zwischen elektronischen Zustidnden |i) und |k) entsprechen. Die
detailliertere Diskussion in Abschnitt 11.3.2 zeigt, dass wir die dielektrische Funktion eines
Festkorpers erhalten konnen, indem wir iiber alle auftretenden Oszillatoren mit charakteris-
tischen Frequenzen w;; aufsummieren, wobei wir noch die so genannte Oszillatorstarke f;y
beriicksichtigen miissen [vergleiche (11.3.45)]. Diese gibt an, wie wahrscheinlich Uberginge
zwischen den Zustinden |i) und |k) sind.

Abschlielend wollen wir noch darauf hinweisen, dass in der gerade durchgefithrten Analy-
se angenommen wurde, dass auf jedes Atom das von auflen angelegte elektrische Feld wirkt.
Wir werden in Abschnitt 11.1.4 sehen, dass dies nicht ganz richtig ist, da sich in einem Fest-
korper das auf ein Atom wirkende elektrische Feld aus der Summe des dufleren Feldes und
den Dipolfeldern der Nachbaratome ergibt. Diese Tatsache fiihrt zu einer Verschiebung der
Resonanzfrequenz.

11.3.1.1 Klassische Abschatzung der elektronischen Polarisierbarkeit

Um die Gréflenordnung der elektronischen Polarisierbarkeit und der charakteristischen Fre-
quenzen abzuschitzen, konnen wir das Lorentzsche Oszillator-Modell verwenden. Hierzu
betrachten wir die in Abb. 11.4 gezeigte Situation einer homogen geladenen Kugelschale
mit Ladung —Ze und Masse Zm (m = Elektronenmasse, Z = Ladungszahl). Die Bewegungs-
gleichung fiir die gegenseitige Verschiebung der beiden Ladungsschwerpunkte lautet in die-
sem Fall bei Vernachldssigung der Dampfung [vergleiche hierzu (11.3.2)]

Zmi + kr = —ZeEge '“". (11.3.12)

Hierbei ist E( die lokal am Ort des Atomes wirkende elektrische Feldstirke. In harmonischer
Niherung kénnen wir die Federkonstante durch k = Zmw? ausdriicken. Die obige Differen-
tialgleichung hat dann die Losung

eEy 1wt

S 11.3.13
m(w? - @) 0 ( )

Mit p = —Zer folgt

Ze2E0

= (e ) e =poet, (11.3.14)
0

pel

Wir sehen, dass py proportional zur lokal wirkenden Amplitude des elektrischen Feldes ist.
Da fiir das elektrische Dipolmoment allgemein p.; = g E gilt, erhalten wir

a(w)=———. (11.3.15)
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Dieser Ausdruck entspricht Gleichung (11.3.5), die wir mit dem Lorentzschen Oszillator-
modell abgeleitet haben. Wir sehen also, dass unsere einfache Uberlegung auch die richtige
Frequenzabhingigkeit der Polarisierbarkeit ergibt.

Um E, abzuschitzen, konnen wir das Modell von Mosotti benutzen, der ein Atom als ge-
ladene Kugel mit 0 = oo und Radius a angenommen hat. Da in diesem Fall Ej,x = 0 gelten
muss, erhalten wir

p 1
Fo=-F =—— = _Pamv.__pd (11.3.16)

3¢ 3€p 3¢ Sma’

und damit pe) ~ €9Ey - a>. Mit pej = egaE folgt schliefllich & o< a’. In der Tat werden Werte
fiir « gemessen, die in der Gréflenordnung von 107** cm? liegen, wie sie fiir a ~ 1078 cm
erwartet werden (siehe Tabelle 11.1). Losen wir (11.3.15) nach w auf, so erhalten wir

Z
hwg =/ ———= x10.5€V . 11.3.17
“wo a[10724 cm3] - ¢ ( )

Damit liegt fiw, bei einigen eV, was Frequenzen im UV-Bereich entspricht.

Al B PG THe A FXe PNat K Tabelle 11.1: Polarisierbarkeit von

24 3 Atomen und Ionen.
a (10°*cm?) 1.2 3 02 16 4.0 0.2 0.9

11.3.1.2 Clausius-Mossotti Gleichung

Wie bereits diskutiert wurde, entspricht nur fiir den Fall eines einzelnen Atoms das von au-
Ben angelegte externe Feld auch dem am Ort des Atoms wirkenden lokalen Feld. Wir miissen
deshalb in der vorangegangenen Betrachtung anstelle des makroskopischen Feldes das lokale
Feld verwenden. Setzen wir Ejgx = Eqax + Ep in (11.3.6) ein, so erhalten wir

1
P =¢ynyaEx = eonya(Ena + EL) = eonyva (Emak + 3—P) . (11.3.18)
€0
Auflésen nach P ergibt
P=ep—— Epa . (113.19)
1- gnV(x

Vergleichen wir dies mit der Beziehung P = €y YEnaxk, so erhalten wir die elektrische Suszep-
tibilitat

X=— (11.3.20)
1- shva
und die dielektrische Funktion
€:1+X:1+”1i. (11.3.21)
1- shva

Vergleichen wir dies mit dem oben abgeleiteten Ausdruck (11.3.8), € = 1 + nya, so sehen

wir, dass (11.3.21) dem Ergebnis (11.3.8) entspricht, wenn %nvoc <« 1. Dies trifft zwar fur
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ein verdiinntes Gas zu, fiir das ny sehr klein ist, nicht aber fiir einen Festkorper. Losen wir

(11.3.21) nach « auf, so erhalten wir die Clausius-Mossotti Beziehung'®"®
L el (11.3.22)
—nyoa=——. 3.
377 T ex2

Diese Beziehung kann dazu verwendet werden, aus der gemessenen dielektrischen Funktion
eine Aussage iiber die Polarisierbarkeit der Gitteratome zu gewinnen. Ferner kann dann bei
bekanntem dufleren Feld das lokale elektrische Feld berechnet werden.

11.3.2  Vertiefungsthema: Quantenmechanische Beschreibung
der elektronischen Polarisation

Wir werden zur Beschreibung der elektronischen Polarisation und der damit verbundenen
dielektrischen Funktion nun eine allgemeine quantenmechanische Betrachtung machen, bei
der wir die Wechselwirkung der Kristallelektronen mit dem angelegten elektrischen Feld
mit Hilfe von zeitabhingiger Storungstheorie betrachten. Leider ist es dabei nicht méglich,
die Absorption mit einzubeziehen, da hier die Stérung, d. h. das elektrische Feld, Energie
verliert. Wie in Kapitel 9 werden wir eine semiklassische Beschreibung verwenden, in der
das duflere Feld klassisch und die Kristallelektronen quantenmechanisch behandelt werden.

Wir gehen vom ungestoérten Hamilton-Operator

=2

p

H =
0 2m*

+V(r) (11.3.23)

fiir ein einzelnes Elektron im Festkorper aus. Hierbeiist p = ?V der Impulsoperator. Gehen
wir zur Beschreibung der Bewegung der Ladung g = —e in einem elektromagnetischen Feld
iber, so missen wir den Impuls-Operator durch den Operator des kanonischen Impulses
ersetzen und erhalten (siehe hierzu Anhang D)

M- L [P+eAl” + V(r). (11.3.24)
2m*

Hierbei haben wir die Coulomb-Eichung ¢ = 0 und V - A = 0 verwendet. In dieser Eichung
istE = -0A/0t und B = V x A. Mit?

1 2
Pt APt PAr A (11.3.25)

p+eAl’ = +
[P+ eA] 2m*p 2m* 2m* 2m*

2m*

erhalten wir unter Benutzung von V - A = 0 und Vernachlédssigung des Terms in A* (es wird
nur die lineare Antwort diskutiert)

H=Ho+ —AP. (11.3.26)
m*

Rudolf Clausius, geboren am 2. Januar 1822 in Késlin, gestorben am 24. August 1888 in Bonn.

Ottaviano Fabrizio Mossotti, geboren am 18. April 1791 in Novara, gestorben am 20. Mérz 1863
in Pisa, italienischer Physiker.

2 Esgilt (p-A)f(r)=A-"Vf+(4V-A)f=A-"Vf=(A-p)f(r).daV-A=0.
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Der zusitzliche Term
Hy= AP (11.3.27)
m*

beschreibt die Wechselwirkung zwischen der elektromagnetischen Strahlung und einem
Kristallelektron. Fiir die Wechselwirkung der Kristallelektronen mit dem elektrischen Feld
verwenden wir die Dipolnidherung (siche Anhang E), in der der Wechselwirkungsopera-
tor (11.3.27) durch

H,=-er-E (11.3.28)

ausgedriickt werden kann. Es ist ferner zweckmafig, fiir das elektrische Feld E einen Fourier-
Ansatz der Form

E(t) = Eo (e’ +e7'“") = 2E, cos wt (11.3.29)

zu verwenden, wobei wir die Ortsabhéngigkeit vernachldssigen. Dies fithrt zum Storoperator
H, =—eT-Eg (e“‘”) + e‘“‘”‘) und somit zur zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung

2
v
2h V2 + V(r) - eF-Eo (e’ +e7") | ¥(r,t) = ha (,(; ) (11.3.30)
Fiir die Losungen machen wir den Ansatz
Y(r,t) =Y ck(t) gr(r) e/ (11.3.31)

k

mit den zeitabhidngigen Koeffizienten ¢, (t). Wir kénnen nun die Zeitableitung von ¥ (r, t)
durchfithren und zusammen mit dem Ansatz (11.3.31) in die Schrédinger-Gleichung ein-
setzen. Betrachten wir einen beliebigen Zustand ¢* (r) e**“*/", so kénnen wir ein Matrixele-
ment mit der gesamten Schrodinger-Gleichung bilden, indem wir Gleichung (11.3.30) von
links mit ¢ (r) e*'*/" multiplizieren und iiber den gesamten Raum aufintegrieren. Dabei
nutzen wir die Orthonormalitit der ungestdrten Zustinde ¢« (r) aus ([ ¢; (r)¢y(r)dV =
dix) und erhalten

dck /¢ (—e)r-E(t) ¢ d’rcy(t) elemea)t/h (11.3.32)

Wir nehmen an, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 das System im Zustand k sein soll und deshalb
cx(t =0) = 1 und alle anderen Koeffizienten null sind. Die Losung lautet dann

t
Ck(t) E()T k / nut) +e ’wt ’(ei’ek)t/h
0

(11.3.33)

= (—e) Eorik {

1- et(w,k w)t 1- ez(w,-k+w)t
Wik — W Wi+ ’

Hierbei haben wir w;x = (€; — €x ) /h benutzt. Die Grofie

—erik:fqﬁ;‘ (—er) ¢ d’r (11.3.34)
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ist das Matrixelements des Operators p; = —€¥ des elektrischen Dipolmoments in der Rich-
tung des elektrischen Feldes Eq zwischen den Zustinden ¢, und ¢;.

Mit diesen Ausdriicken fiir die zeitabhdngigen Entwicklungskoefhizienten kénnen wir die
Erwartungswerte des elektrischen Dipolmoments fiir den gestorten Zustand berechnen. Ver-
nachldssigen wir dabei quadratische Terme in den Koeffizienten ¢ (), so erhalten wir

(—ex(t)) = f\y*(r, £) (—e) () ¥(r, 1) d°r

= —er; + Z {(—e) Tik Ck(t) e—zw;kt + (_e) r;k CZ(f) e:w,-kt}
k

e’ 1 1
:—erii+Ezk:|}’ik|2 {a) + }

ik— W Wik +w
x B (&' + 7@ !t 4 eTI0kt) (11.3.35)

Der erste Term in dieser Gleichung, —er;;, beschreibt den feldunabhingigen Beitrag zum
Dipolmoment, der allerdings fiir Systeme mit Inversionssymmetrie verschwindet (dieser
Term ist fiir ferroelektrische Materialien von Bedeutung). Der zweite Term ist linear im
Feld und enthilt eine Komponente, die mit der gleichen Frequenz wie das angelegte Feld
oszilliert. Dieser Term beschreibt die Polarisierbarkeit des Festkorpers. Die weitere linea-
re Komponente, die mit der Ubergangsfrequenz w;y oszilliert, kann in einem Experiment
nicht beobachtet werden, da im Experiment tiblicherweise tiber viele Oszillationsperioden
von w;j gemittelt wird.

Wir sehen, dass der Erwartungswert fiir das elektrische Dipolmoment proportional zum
angelegten Feld ist. Da fiir das Dipolmoment allgemein p, = €o«E gilt, konnen wir eine fre-
quenzabhingige Polarisierbarkeit o(w) wie folgt definieren:

20, 2
e’ riel”  2wix
a(w) = —_. 11.3.36
(@) Zk: eh  w) - w? ( )
Vergleichen wir diesen Ausdruck mit (11.3.5), so sehen wir, dass fiir eine bestimmte Fre-
quenz w;; das Atom nur einen Bruchteil f;; des Absorptionsvermdgens eines klassischen

Oszillators hat. Es ist iiblich, die Gréfle

2m*

- hag |ric)? (11.3.37)

ik =
als die Oszillatorstirke des atomaren Ubergangs zwischen Zustand |i) und |k) zu definieren.
Summieren wir die Absorptionswahrscheinlichkeiten iiber alle méglichen Uberginge des
Atoms auf, so muss gerade das Absorptionsvermdogen eines klassischen Oszillators heraus-
kommen. Das heifit, es muss ;4 f;x = 1 gelten.”’ Damit ergibt sich

a(w) = ZLL. (11.3.38)

* — 2
r €om wik w

2 Summenregel von Thomas, Reiche und Kuhn, siehe z. B. H. Friedrich, Theoretische Atomphysik,

Springer, Berlin, Heidelberg (1994).
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IS
I

2o
w
-4
'80 1 5 3 2 Abb. 11.5: Dielektrische Funktion
aufgrund der elektronischen Polari-
o/ O, sierbarkeit eines Isolators (w, = 3w;).
und damit
nye> fir
e(w)=1+nya(w)=1+ » = (11.3.39)

* =
eom* T wi - w

Dieses Ergebnis fiir die dielektrische Funktion ist in Abb. 11.5 grafisch dargestellt. Wir sehen,
dass in der Nachbarschaft jeder Ubergangsfrequenz w;;, ein Gebiet anomaler Dispersion vor-
liegt. Insbesondere wird hier e(w) negativ und damit nach (11.1.20) der Brechungsindex 7
rein imagindr, das heif$t

n=0, K =+€. (11.3.40)

Nach (11.1.34) bedeutet dies, dass der Reflexionskoeffizient R = 1 wird, also Totalreflexion
auftritt.

Im Prinzip wiirde der Kristall bis w = w;; durchsichtig bleiben, dann plétzlich undurchsich-
tig und vollstindig reflektierend werden und anschlieflend bei hoheren Frequenzen wie-
der durchsichtig werden. Dieses Verhalten wire aber nicht mit dem in Abschnitt 11.1 aus
einer makroskopischen Betrachtung abgeleiteten Verhalten konsistent. Es muss vielmehr
auch eine gewisse Absorption auftreten. Dies ist ein Aspekt der durch die zeitabhéngige Sto-
rungsrechnung nicht beriicksichtigt wird. Der aus der Stérungsrechnung abgeleitete Aus-
druck (11.3.39) stellt nur den Realteil der dielektrischen Funktion dar. Um den Imaginérteil
der dielektrischen Funktion abzuleiten, der die Absorption beschreibt, benutzen wir die ana-
lytischen Eigenschaften der komplexen dielektrischen Funktion. Wir konnen ndmlich, wenn
wir den Realteil ¢, (w) kennen, den Imaginirteil ¢; (w) iiber die Kramers-Kronig-Relationen
ableiten. Um die Dispersionsrelation (11.1.21) zu erfiillen, und die richtigen Dispersions-
terme in (11.3.39) zu erhalten, miissen wir

2
T nye
2wn(w) k(w) = 2 e

> fik 0(w - wig) (11.3.41)
k
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setzen. Dies muss gerade der Imaginirteil der komplexen Dielektrizitatskonstante sein, die
dann insgesamt die Form

2
(W) =1+ 25 1y {212 +1m(w? - wfk)} (11.3.42)
eom* 5 w3~
hat. In der Praxis treten aber nie unendlich scharfe, wie durch (11.3.42) vorhergesagte Linien
auf, sondern es liegt vielmehr immer eine endliche Linienbreite aufgrund von Verunreini-
gungen oder einfach aufgrund der natiirlichen Relaxation der Niveaus vor. Diese Effekte
konnen phanomenologisch in unsere Analyse einbezogen werden, indem wir in (11.3.33)
einen Zerfallsterm exp(-TI't/2) einfithren, dem eine Zerfallszeit (des Amplitudenquadrats,
also der Intensitit) der Grofle 1/T entspricht.”? In den Ausdriicken (11.3.35) und (11.3.38)
fithrt das zu einem zusitzlichen Term von 1I'/2, den wir zur Ubergangsfrequenz addieren
miissen. Wenn wir I'* gegeniiber w?, vernachlissigen (dies ist méglich, wenn die Breite der
Niveaus klein gegeniiber deren Abstand ist), erhalten wir fiir den Realteil der Polarisierbar-
keit und somit fiir den Realteil der dielektrischen Funktion Terme der Form

2 2
w5 — w

(0}, — w?)? + w2

fik (11.3.43)

anstelle von fi;/(w? — @?). Dies resultiert in der Beseitigung der Singularitit in 1 bzw. €,
und einem Ausschmieren der Dispersionsfunktion tiber den Frequenzbereich der Breite ~
2T (siehe Abb. 11.6).

Es ist bekannt, dass die Wirkung der Relaxation auf die Absorptionslinie selbst in einer Ver-
breiterung der §-Funktion auf eine endliche Funktion der Form
I/2n . 2Tw?/n
(02 —w?)?+(T/2)>  (w? - w?)?+T2w?

(11.3.44)

T A -
e L o=

/7 LV
2

Abb. 11.6: Real- und Imaginr- J

teil der dielektrische Funktion bei -4 0 I 5 3 2
endlicher Linienbreite (w; = 3w,
I/w; =0.01, [;/w; = 0.0016). /o

2 Dies folgt einfach aus der Unschirfe-Relation AE - At = h. Eine endliche Linienbreite AE fiihrt zu

At=1/T ~ h/AE.
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in der Nachbarschaft von w = w;; resultiert. Berticksichtigen wir dies, so erhalten wir den
(11.3.42) entsprechenden Ausdruck zu

2 w?, — w? T,
e(w) =1+ fve Zfik{ ik ik }
%

+1
eom* (0} —w?)?+ 0T (0} - w?)? + T}

n
=1+

ve’ Sf ! (11.3.45)

eom 5 ik w? - w?) 1wl o
Diese Funktion ist in Abb. 11.6 dargestellt. Sie entspricht Abb. 11.5, beinhaltet aber die Ef-
fekte einer endlichen Linienbreite. Gleichung (11.3.45) liefert einen phianomenologischen
Ausdruck der dielektrischen Funktion fiir solche Systeme, deren Absorptionsspektren aus
einer Serie von diskreten Linien besteht (vergleiche Abb. 11.2).

Im Allgemeinen ist die Berechnung des Absorptionsspektrums von Festkorpern schwie-
rig, da die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Ubergangs nicht nur von dessen Oszilla-
torstirke, sondern auch von der Zustandsdichte der beteiligten Anfangs- und Endzustén-
de bestimmt wird. Die gemessenen Absorptionsspektren spiegeln deshalb die so genannte
kombinierte Zustandsdichte wider (vergleiche hierzu z.B. die optische Eigenschaften von
Halbleitern in Abschnitt 10.1.2). Weiter muss beriicksichtigt werden, dass nicht nur direkte
Uberginge zwischen elektronischen Zustinden stattfinden, sondern auch Uberginge unter
Beteiligung von anderen Festkorperanregungen wie z. B. Phononen.

11.4 lonische Polarisation

Bei der Diskussion der ionischen Polarisation miissen wir iiberlegen, wie die negativ und po-
sitiv geladenen Ionen in einem Ionenkristall gegeneinander schwingen. Solche Schwingun-
gen haben wir in Kapitel 5 ausfiihrlich analysiert, als wir die optischen Phononen in einem
Kristallgittern mit einer zweiatomigen Basis diskutiert haben. Akustische Phononen fiih-
ren zu keiner Polarisation, da hier die unterschiedlich geladenen Ionen in Phase schwingen.
In einem mikroskopischen Modell konnen wir die Wechselwirkung eines hochfrequenten
elektrischen Feldes mit den Ionen des Kristallgitters als Stofl zwischen Photonen und opti-
schen Phononen betrachten. Da bei einem solchen Stof8prozess die Impulserhaltung fiir den
Kristallimpuls gelten muss und der Impuls der Photonen sehr klein ist, konnen nur optische
Phononen mit g ~ 0 teilnehmen. Da die Dispersionskurve fiir optische Phononen fiir g ~ 0
fast horizontal verlduft, haben diese Phononen alle etwa die gleiche Frequenz.

Wir wiederholen zuerst kurz einige bereits in Kapitel 5 ausfithrlich diskutierten Eigenschaf-
ten der optischen Phononen fiir ein Gitter mit zweiatomiger Basis. Bei den dort gemachten
Uberlegungen haben wir noch nicht beriicksichtigt, dass die schwingenden Atome geladen
sein konnen und zu einer Polarisation fithren. Fiir den langwelligen Grenzfall g = 0 erhielten
wir die Eigenfrequenz [vergleiche (5.2.36)]

1 1
wop(q=0) = /2f (E + E) (optisch) . (11.4.1)
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Elok

Abb. 11.7: Zur Entstehung der ionischen Polarisation. Fiir q = 0 erhalten wir eine gleichméaflige Ver-
schiebung der positiven Ionen nach rechts und der negativen Ionen nach links. Dies fiihrt zu einem
lokalen Feld, das von rechts nach links gerichtet ist und zu einer Kraft qEo« auf die positiven Ionen
und zu einer Kraft —gEj« auf die negativen Ionen resultiert.

Bei Ionenkristallen wie z. B. NaCl wird nun am Ort eines jeden Atoms durch die Verriickung
der Nachbaratome wihrend der Gitterschwingung ein elektrisches Feld Ejox erzeugt, wel-
ches zu einer zusitzlichen Kraft fithrt (siehe Abb. 11.7). Ist die Wellenzahl der Gitterschwin-
gung g ~ 0 (langwelliger Grenzfall), das heifdt, schwingen die kompletten Untergitter mit
positiven und negativen Ionen der Ladung q und der Massen M; und M, gegeneinander,
so erhalten wir anstelle der Bewegungsgleichungen (5.2.27) und (5.2.28) fiir die Auslenkun-
gen u; und u, der Untergitter die Bewegungsgleichungen

azul

MlW-FZf(uz—ul)—quok:O (1142)
82

M, at‘? +2f(uy —uy) + gEjox = 0. (11.4.3)

Dividieren wir (11.4.2) durch M; und (11.4.3) durch M, und subtrahieren wir anschliefSend
die zweite Gleichung von der ersten, so erhalten wir fiir die relative Verschiebungu = u, — u;
der beiden Untergitter die Differentialgleichung

J’u

Hom + pwiu = gEj) . (11.4.4)

Hierbei ist y = M M, /(M; + M;) die reduzierte Masse eines lonenpaares und w, ist die
Grenzfrequenz der optischen Schwingung fiir g = 0, wie sie aus (11.4.1) fiir neutrale Atome
erhalten wird.

Gleichung (11.4.4) entspricht der Differentialgleichung eines getriebenen harmonischen Os-
zillators. Fligen wir noch einen Dampfungsterm hinzu, der die endliche Lebensdauer der
optischen Phononen beriicksichtigt, so erhalten wir die Gleichung

’u Jou 2
[Jﬁ + ‘urg + pwyu = qEjox , (11.4.5)
die fiir das lokale Feld Ejoi (t) = Ege'®" die stationdre Losung
q 1 —1wt
ty=———————FE 11.4.6
u(t) Y wi-w?-iTw 0¢ ( )

besitzt, die mit (11.3.3) tibereinstimmt. Wir werden im Folgenden einige Losungen dieser
Gleichung diskutieren.
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11.4.1  Eigenschwingungen von lonenkristallen

Wir betrachten zunichst den Fall freier Schwingungen, d. h. Ey = 0. Hierbei interessiert
uns vor allem, wie sich die Frequenz von longitudinalen und transversalen optischen Gitter-
schwingungen dndert, wenn wir beriicksichtigen, dass die schwingenden Atome nicht neu-
tral sondern geladen sind.

Die Gesamtpolarisation eines Ionenkristalls mit einer zweiatomigen Basis ergibt sich aus der
elektronischen Polarisation der beiden Ionensorten mit elektronischer Polarisierbarkeit )
und o

el

P = eonv(al + ay) Eiok = €onyae Epok - (11.4.7)

Hierbei ist ny die Dichte der Ionenpaare. Da jedes einzelne Ionenpaar mit einem elektri-
schen Dipolmoment pjo, = quy — qu; = qu zur Polarisation beitrégt, erhalten wir fir die
ionische Polarisation

Pion = nyqu. (11.4.8)
Damit ergibt sich die Gesamtpolarisation des Ionenkristalls zu
P =¢ynyae Eok + nyqu. (11.4.9)

Wir miissen jetzt noch einen Ausdruck fiir das lokale elektrische Feld finden. Hierzu betrach-
ten wir Abb. 11.8, in der die Richtung der Polarisation P schematisch fiir eine longitudinale
und eine transversale optische Gitterschwingung dargestellt ist. In einer im Vergleich zur
Wellenldnge diinnen Schicht parallel zur Wellenfront kénnen wir die Polarisation als homo-
gen betrachten. Bei einer longitudinalen Welle verlduft dabei die Polarisation senkrecht zu
der fiktiven Scheibe. Da der Depolarisationsfaktor hier N = 1 ist, erhalten wir das lokale Feld
zu

1 1 2
Eox=Ex+E =——P+ —P=-——P. (11.4.10)
€0 360 360

(a) FHrtttttttttttttttttt
P 0 Eiok

(b) = Ejor

s
B = ==wwwn

T 3

S s

| =

= e —>r— >
= e —r o>

Abb. 11.8: Zur Herleitung des lokalen elektrischen Feldes bei transversalen (TO) und longitudinalen
optischen (LO) Eigenschwingungen von Ionenkristallen. Gezeigt ist der langwellige Grenzfall, bei dem
jede Schicht der Dicke 1/2 eine grofle Zahl von Atomlagen enthilt. In (a) ist aufgrund des Depolari-
sationsfeldes das lokale elektrische Feld antiparallel zur Polarisation. Zum Beispiel schwingen in der
obersten Schicht die positiven Ionen nach oben und die negativen nach unten, was zu einer Polarisa-
tion P oc qu fiihrt, die nach oben gerichtet ist. Aufgrund des Depolarisationsfeldes ist aber das lokale
Feld von oben nach unten gerichtet, also antiparallel zur Polarisation. In (b) ist das Depolarisationsfeld
null und das lokale elektrische Feld ist parallel zur Polarisation. Rechts ist jeweils die Auslenkung der
positiven Ionen gezeigt.
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Im Gegensatz dazu ist fiir die transversale Welle die Polarisation parallel zu der fiktiven
Scheibe und deshalb N = 0. Wir erhalten damit

1
Ejok =Ex+EL=+_—P. (11.4.11)
360

11.4.1.1 Longitudinale Eigenschwingungen

Fir die longitudinale Eigenschwingung erhalten wir durch Einsetzen von (11.4.10) in
(11.4.9)

2 2

Eiok = —= nyaeElox — — nyqu. (11.4.12)
3 360

Mit p =epaEox und pion = qu erhalten wir die ionische Polarisierbarkeit zu ;o =

qu/eoEjok. Im statischen Grenzfall ergibt sich ferner aus (11.4.4) u = qEj1/pwi und

damit fir den statischen Wert von «;p

2

q

P
€y

Qion (0) = (11.4.13)

Fiithren wir diesen Ausdruck in (11.4.12) ein und I6sen nach Ej, auf, so erhalten wir

1 2 %nV“ion(O)

Elok = —a‘uwo (11.4_14)

1+ % Ny el
Wir kénnen nun diesen Ausdruck fiir das lokale elektrische Feld in die Differentialgleichung
(11.4.4) einsetzen und erhalten dadurch die Differentialgleichung einer freien Schwingung
mit der Eigenfrequenz

2

=Ny Kion (0

WL = Wo 1+32V—‘°“() (11.4.15)
1+ snvaq(0)

fir die longitudinale Schwingung. Hierbei haben wir «, durch a,(0) ersetzt, da die typi-
sche Frequenz w, von optischen Phononen im Bereich von 10'* Hz liegt. In diesem infra-
roten Spektralbereich hat die elektronische Polarisation bereits ihren statischen Grenzwert
erreicht.

11.4.1.2 Transversale Eigenschwingungen

Fiir die transversale optische Schwingung erhalten wir v6llig analog mit Ejox = ﬁ P die Ei-
genfrequenz

1

My ®ion (0

wr = W 1—31"—“’“(). (11.4.16)
1+ snvaa(0)

Wir sehen, dass bei Ionenkristallen die Eigenfrequenz einer longitudinalen optischen Git-
terschwingung hoher und diejenige einer transversalen optischen Gitterschwingung niedri-
ger ist als die Eigenfrequenz w einer optischen Gitterschwingung neutraler Atome. Dies ist
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sofort einsichtig. Bei der longitudinalen Schwingung ist das lokale elektrische Feld der Aus-
lenkung entgegengesetzt, wodurch dieses die riicktreibende Kraft verstarkt und somit das
Gitter ,,hdrter macht, was einer hoheren Eigenfrequenz entspricht. Bei der transversalen
Schwingung ist dies genau umgekehrt.

11.4.1.3 Lyddane-Sachs-Teller-Relation

Wir kénnen nun noch das Verhiltnis von w{ und w3 betrachten. Wir erhalten dann den als
Lyddane-Sachs-Teller-Relation bekannten Ausdruck

wi _€(0)

2 (11.4.17)
wT Estat

der das Verhiltnis der Eigenfrequenzen der longitudinalen und transversalen optischen
Schwingungen bei g = 0 angibt. Hierbei sind

ny [(Xel(o) + (xion(o)]

e(0) =1+ (11.4.18)
1- %nv [ae(0) + aion(0)]
die statische Dielektrizititskonstante und
0
Estat = 1 + ”I/‘xiel() (11.4.19)
1 - 3snvaq(0)

die Dielektrizitdtskonstante fiir Frequenzen w > wy (z. B. im sichtbaren Bereich), bei der wir
die ionische Polarisierbarkeit null setzen kénnen, wir aber immer noch a.j(0), also den sta-
tischen Grenzwert der elektronischen Polarisierbarkeit verwenden konnen, da die typischen
Eigenfrequenzen der elektronischen Prozesse im UV-Bereich liegen.

Eine interessante Konsequenz der LST-Relation ist die Tatsache, dass €(0) sehr grof§ wird,
wenn die Eigenfrequenz der transversalen optischen Gitterschwingung sehr klein wird. Wir
sprechen dann von weichen optischen Phononen. Diese sind fiir Ferroelektrika, die wir spa-
ter diskutieren werden, von grofler Bedeutung.

11.4.2  Erzwungene Schwingungen von lonenkristallen

Wir diskutieren nun durch duflere elektrische Felder erzwungene Gitterschwingungen in
Ionenkristallen. Aus dieser Betrachtung werden wir die optischen Eigenschaften von Ionen-
kristallen ableiten und das Verhalten von gekoppelten tranversalen elektrischen und Gitter-
schwingungen kennen lernen. Bevor wir erzwungene Schwingungen in Ionenkristallen im
Detail diskutieren, wollen wir eine allgemeine Betrachtung von longitudinalen und trans-
versalen Moden der Polarisation in einem dielektrischen Festkorper machen. Nehmen wir
an, dass die Atome eine Auslenkung u in x-Richtung erfahren, so stellt

Py = Py e' (05790 (11.4.20)
eine longitudinale Polarisationswelle und

Pr = Py e'(#5-a1) (11.4.21)
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eine transversale Welle dar. Die longitudinale Welle muss die Bedingung

VxP, =0, V-P,#0 (11.4.22)
erfiillen, wihrend die transversale Welle der Bedingung

VxPr#0, V-Pr=0 (11.4.23)

geniigen muss.

In einem dielektrischen Medium ohne Ladungstrager und sonstige Quellen einer Raumla-
dungsdichte p muss die Divergenz der dielektrischen Verschiebung verschwinden:

-P
V-D=p=¢e(w)V-E=¢(w) =0. (11.4.24)
€

vr
(@) -1

Da fiir eine longitudinale Welle aber vV - P, # 0 gelten muss, kann (11.4.24) nur fiir
e(wr) =0 (11.4.25)

erfiillt werden. Das heif3t, eine longitudinale Schwingungsmode kann nur fiir eine Eigenfre-
quenz wy, existieren, fiir die die dielektrische Funktion verschwindet. Ferner ist das lokale
elektrische Feld antiparallel zur Polarisation gerichtet (siche Abb. 11.8), d. h. der Feld- und
Polarisationsvektor sind genau um 180° phasenverschoben. Solche longitudinalen Moden
kénnen nicht mit transversalen elektromagnetischen Wellen wechselwirken und deshalb
nicht mit elektromagnetischer Strahlung angeregt werden. Eine Anregung der longitudi-
nalen Moden kann z. B. durch Beschuss mit hochenergetischen Elektronen erfolgen (siehe
hierzu Abschnitt 11.6.2).

Da die transversalen Moden an elektromagnetische Wellen koppeln, miissen wir bei ihrer
Diskussion von der Wellengleichung

5 0’E
v E—yoeoe(w)ﬁ =0 (11.4.26)

ausgehen. Da die Polarisation in diesem Fall proportional zum lokalen Feld ist, erhalten wir
als Losungen ebene Wellen der Form

P = P,e'(@r@t) (11.4.27)

mit der Dispersionsrelation

2

2 c 2 ~2 2
w? = =3¢ . 11.4.28
e(w) ¢ ( )

11.4.2.1 Optisches Verhalten von lonenkristallen

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt gesehen, dass elektromagnetische Strahlung mit
den transversalen Polarisationsmoden eines Festkorpers, also seinen transversalen optischen
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Gitterschwingungen wechselwirken kann. Dies ist aber nur dann mdglich, wenn neben der
Frequenz (typischerweise 10'*Hz) die Wellenvektoren iibereinstimmen, wenn also

qPhonon = Kphoton (11.4.29)

gilt. Fiir Frequenzen im infraroten Spektralbereich (10'° Hz) liegt der Wellenvektor von
Photonen im Bereich von 10° cm™, wogegen sich die Wellenzahl der Phononen bis etwa
10® cm™! erstreckt. Es kénnen deshalb nur solche Gitterschwingungen angeregt werden, die
unmittelbar im Zentrum der ersten Brillouin-Zone liegen (vergleiche hierzu die Diskussion
in Abschnitt 5.5). Wir werden deshalb zunéchst nur den Fall q = 0 betrachten.

Fiir die erzwungene Schwingung miissen wir in der Differentialgleichung (11.4.4) das lokale
elektrische Feld jetzt

1
Ejok = Eext + Ep, = B¢y + — P (11430)
360

anstelle von (11.4.11) verwenden. Setzen wir in diese Gleichung P = eyny el Ejox + nyquein
und verwenden ferner e, (0) = —L;—, so erhalten wir

cowop’
1
1 1 *Tlv(xion(O)
Ejok = 1 Eext + 7[4‘03 317 u (11431)
1 - 3nyae q l—gnvocel

Setzen wir dieses lokale Feld wiederum in die Differentialgleichung (11.4.4) ein und verwen-
den den Ausdruck (11.4.16) fir wr, so ergibt sich

o*u ) q
— +uwiu= ————— Eey . 11.4.32
Hop THOTE = 1T inyae(0) ' ( )

Hierbei haben wir auflerdem bereits den statischen Wert fiir die elektronische Polarisierbar-
keit benutzt. Fiir ein harmonisches externes elektrisches Feld der Frequenz w erhalten wir
die Losung

q 1 1

u= -+
u1-inyad(0) wi - w?

Eex: - (11.4.33)

Mit Pj,,, = nyqu und dem allgemeinen Zusammenhang P = ¢, yE erhalten wir fiir den Bei-
trag der Ionen zur Suszeptibilitat

2
n 1 1
Yion = 4 ol _ nva . (11.4.34)

e |Eiok] Eo 1—%nvocel(0) w? — w?

Fithren wir den statischen Wert

2
nyq 1 1
ion(0) = — 11.4.35
ein, so erhalten wir
W}
Xion = Xion(0) ——— . (11.4.36)

2 2
W —w
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Fir die gesamte dielektrische Funktion gilt
e(w) =1+ xer(w) + Xion(w) , (11.4.37)
wobei ye(w) der elektronische Beitrag ist. Fiir den statischen Wert konnen wir

6(0) =1+ Xel(o) + Xion(o) = €stat T Xion(o) (11.4.38)

schreiben, wobei wir (11.4.19) verwendet haben. Wir kénnen nun y;on(0) durch €(0) und
€stat €rsetzen und erhalten

e(w) =1+ Yei(w) + M _

3 (11.4.39)
0 —w

Wir kénnen uns nun nach oben auf den Frequenzbereich des sichtbaren Lichts beschrinken
und deshalb 1 + y.(w) durch e, ersetzen. Damit ergibt sich?

[€(0) — €gtat] “"%

€(w) = €gtar + 5 (11.4.40)
Wi - w
und unter Benutzung der LST-Relation (11.4.17) schliefllich
2 2
Wi —w
e(w) = €t —5— - (11.4.41)
Wi - w

Diese Funktion (siehe hierzu Abb. 11.9) besitzt eine Singularitit bei w = wy und eine Null-
stelle bei w = wy.. Letzteres stimmt mit unserer allgemeinen Uberlegung iiberein, dass eine
longitudinale Eigenmode nur fiir ¢(w) = 0 auftreten kann. Fiir den Frequenzbereich wr <
w < wy, ist die dielektrische Funktion negativ. Nach unserer Diskussion in Abschnitt 11.1.3
bedeutet dies, dass n =0 und « = \/H Der Reflexionskoeflizient ist nach (11.1.34) somit
R = 1. Wir erhalten also gemaf3 (11.1.29)

@
¢ .

E=FEye e VI (11.4.42)
0

2 Fiir eine bessere Ubereinstimmung mit dem Experiment ist es notwendig, einen Ddmpfungsterm

einzufiihren. Damit erhalten wir den Ausdruck

[6(0) - eqta] T

e(w) =€stat + —————,
(@) = eua (0t —w?) —1Tw

womit wir fiir den Real- und Imaginarteil der dielektrischen Funktion unter Benutzung der LST-
Relation

(2) = () i+ () +(£)]

er(w) = Estat

€i(w) = Estat

erhalten.
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4 8 Abb. 11.9: Dielektrische Funktion
eines Ionenkristalls berechnet nach
Gleichung (11.4.41) fiir wy, = 1.5 wr
8 16 und €t = 1.5 und einer endlichen

0 1 2 3 Dampfung I'/wr = 0.1, welche die
o/o, Singularitit bei w/wr = 1 beseitigt.

Die elektromagnetische Welle kann nicht in den Festkorper eindringen, sondern wird total-
reflektiert.”* AuBerhalb des Frequenzbereichs wt < w < wy istn = \/e und =~ 0, der Reflexi-
onskoeffizient ist also kleiner als eins. Das aus Abb. 11.9 bei Vernachlissigung der Dampfung
erhaltene Reflexionsvermdogen ist in Abb. 11.10 gezeigt.

Die dielektrische Funktion (11.4.41) beschreibt die experimentell gemessene Funktion noch
nicht ganz richtig, da wir bei unserer Analyse dissipative Effekte vernachlissigt haben (siehe
hierzu Fufinote auf S. 604). Dies konnen wir korrigieren, indem wir in der Differentialglei-
chung (11.4.4) einen Dampfungsterm hinzufiigen. Dadurch erhilt die dielektrische Funk-
tion einen Imagindranteil, der in der Néhe von wr zu einer starken Strahlungsabsorption
und auflerdem dazu fiithrt, dass der Reflexionskoeffizient nicht mehr den maximalen Wert

s
2
- 13
E 2
(3 = _
02} 1
Or @),
i i Abb. 11.10: Reflexionsvermaégen ei-
0-00 1 5 3 , hes Tonenkristalls berechnet nach
Gleichung (11.4.41) und (11.1.34) fiir
o/ O wi, = 1.5 wr und €4t = 1.5.

 Lassen wir breitbandige elektromagnetische Strahlung zwischen zwei dielektrischen Festkorpern

mehrmals hin- und herlaufen, so bleibt nur Strahlung aus dem Bereich wr < w < wy {ibrig. Man
spricht deshalb von Reststrahlen.
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Tabelle 11.2: Dielektrizi- PNfaterial €(0) Estat wr (1013 Hz) oy, (103 Hz)
t'eitskopstanten €(0)und |0 89 1.9 = B
€stat SOWie Frequenzen der
longitudinalen und trans- ~ NaF > 17 &9 s
versalen optischen Pho- KF 55 1.5 3.6 6.1
nonen bei 300 K fiir einige ~ LiCl 12.0 2.7 3.6 7.5
dielektrische Festkorper. = nycp 59 205 31 50
KCl 4.85 2.1 2.7 4.0
LiBr 13.2 3.2 3.0 6.1
NaBr 6.4 2.6 2.5 3.9
KI 5.1 2.7 1.9 2.6
MgO 9.8 2.95 7.5 14
GaAs 12.9 10.9 5.1 55
InAs 14.9 12.3 4.1 4.5
GaP 10.7 8.5 6.9 7.6
InP 12.4 9.6 5.7 6.5
© 5.5 5.5 25.1 25.1
Si 11.7 11.7 9.9 9.9
Ge 15.8 15.8 5.7 5.7

eins erreicht. In Abb. 11.9 haben wir die endliche Ddmpfung bereits berticksichtigt, wodurch
bei w/wr keine Singularitat auftritt.

In Tabelle 11.2 sind die experimentell ermittelten Zahlenwerte fiir wr, wy, €(0) und e, fiir
einige Materialien angegeben. Dabei wurde wy aus den gemessenen Absorptionsspektren
bestimmt und w;, wurde mit Hilfe der LST-Relation aus wr, €(0) und €y, ermittelt. Die
Dielektrizititskonstante ¢(0) kann einfach mit Hilfe eines Plattenkondensators gemessenen
werden, wihrend e, tiblicherweise durch Messung des Brechungsindex bestimmt wird. Die
mit Hilfe der LST-Relation bestimmten Werte von wy, stimmen sehr gut mit den durch in-
elastische Neutronenbeugung direkt erhaltenen Werten von wy, iiberein. Die Abweichungen
liegen meist nur im Prozentbereich.

11.4.2.2 Polaritonen

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt gesehen, dass transversale elektromagnetische
Wellen transversale optische Gitterschwingungen anregen konnen, wenn Frequenz und Wel-
lenvektor iibereinstimmen. Wir haben aber unsere Diskussion dann auf g ~ 0 beschrénkt.
Wir erweitern nun unsere Betrachtung auf g > 0. Dies konnen wir dadurch tun, dass wir
die in (11.4.41) angegebene dielektrische Funktion in die allgemeine Dispersionsrelation

(11.4.28) einsetzen. Wir erhalten dann
2 _ Estat wi -’ 2

2 2
Wy

3 (11.4.43)
-w

In Abb. 11.11 ist die sich daraus ergebende Dispersionsrelation w(q) dargestellt. Ebenfalls
eingezeichnet sind die Dispersionsrelationen von Photonen und optischen Phononen. Da
die Dispersion von Photonen sehr steil verlduft und wir uns deshalb nahe am Zentrum
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4
3 ’’
w = cq/\/€ -~ -1 . . .
A/ Estar e _.~-" | Abb. 11.11: Dispersionsrelation von
. . P
- /" L7 Polaritonen berechnet nach (11.4.43)
8 2 Phonon- - -~ - - fur wy, = 1.5 wT. Gestrichelt einge—
E -_-a:tig/ > L= cq/./€(0)| zeichnetsind die Dispersionskurven
Q=" """° T e S [ e = fir die optischen Phononen, die in
1 o e || e SR dem gezeigten kleinen Bereich nahe
L N ] q = 0 etwa horizontal verlaufen. Die
a)_’_ R Phonon-artig N . A
o eE gepunkteten Geraden zeigen die Dis-
L= ‘,“o‘°:‘{\, persion fiir die Photonen mit unter-
o0 " 5 3 , schiedlichen Ausbreitungsgeschwin-

12 digkeiten im Bereich w < wr und

cqg/ole, ) w > wr.

stat

der Brillouin-Zone befinden, wurde fiir die optischen Phononen w(q) = const angenom-
men. Wir erhalten aus (11.4.43) zwei Dispersionszweige, die durch eine Frequenzliicke zwi-
schen wt und wy, voneinander getrennt sind. In diesem Frequenzbereich erlaubt (11.4.43)
keine Losung mit reellen Werten fiir w und g. Im Bereich, in dem Frequenz und Wellen-
vektor von Photonen und Phononen gut tibereinstimmen, liegt eine starke Kopplung von
Photon und Phonon vor und wir erhalten eine neue, aus Photon und Phonon zusammenge-
setzte Anregung, die Polariton genannt wird. Entfernen wir uns von diesem Bereich, liegen
wieder getrennte Anregungen (Photonen und Phononen) mit ihren jeweiligen Dispersions-
relationen vor. Fiir die untere Dispersionskurve folgt fiirr 0 << wr

2
qz _ estzat % wz . (]_]_444)
C W

Verwenden wir die LST-Relation, so ergibt sich
: q
Ve(0)

Dies entspricht der Dispersionsrelation von Photonen mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit
¢/y/€(0). Die Kopplung an ein transversales optisches Phonon ist hier nicht méglich, da bei
gleicher Wellenzahl die Frequenz des Photons zu klein ist.

W= (11.4.45)

Fiir die obere Dispersionskurve folgt fiir w > wy,
c

vV Estat q

Dies entspricht der Dispersionsrelation von Photonen mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit

C/\/ €stat-

w = (11.4.46)




608 11 Dielektrische Eigenschaften

11.5 Orientierungspolarisation

11.5.1 Statische Polarisation

In paraelektrischen Substanzen liegen auch ohne elektrisches Feld elektrische Dipole vor.
Diese sind ohne dufleres Feld vollig ungeordnet und werden durch Anlegen eines externen
Felds ausgerichtet. In einem Gas wirkt der Ausrichtung vorhandener Dipole nur die Tempe-
raturbewegung entgegen. Bei einem Festkorper ist dies komplizierter, da hier auch Gitter-
krifte der Umorientierung von Dipolen entgegenwirken kénnen. Ein Dipol kann zum Bei-
spiel aufgrund eines Kristallfeldes fiir verschiedenen Orientierungen unterschiedliche po-
tenzielle Energie besitzen. Der Einfluss der Gitterkrifte ist iiblicherweise in verschiedenen
Festkorpern unterschiedlich stark und kann nicht allgemein angegeben werden. Nur wenn
die thermische Energie kg T grof3er ist als die durch das Kristallfeld bewirkten Unterschiede
der Dipolenergie, kann ein einfacher Zusammenhang zwischen der statischen elektrischen
Suszeptibilitit eines paraelektrischen Festkorpers und seiner Temperatur angegeben werden.
Dieser Zusammenhang kann ganz analog zum Langevinschen Paramagnetismus abgeleitet
werden. Die potenzielle Energie eines elektrischen Dipolmoments in einem statischen elek-
trischen Feld ist gegeben durch

Epot = —Pdip * E-= _pdipE cos0, (1151)

wobei 0 der Winkel zwischen Dipolmoment und elektrischem Feld ist. Fiir pgipE < kgT
konnen die Dipole nur partiell ausgerichtet werden. Sind sie frei beweglich, so lésst
sich der Mittelwert der Kosinusfunktion wie beim Paramagnetismus (vergleiche hierzu
Abschnitt 12.3.5) zu (cos 0) = paipE/3kg T berechnen. Damit erhalten wir die Langevin-
Debye-Beziehung

Pgip = €0 xdipE = nv paip(cos 6) E (11.5.2)
und damit
2
C . pdip
ip = t C= . 11.5.3
Adip T mt nV3eokB ( )

Hierbei ist E der Einheitsvektor in Feldrichtung. Der Zusammenhang (11.5.3) entspricht
dem Curieschen Gesetz fiir die magnetische Suszeptibilitit paramagnetischer Substanzen
(vergleiche Abschnitt 12.3.5).

In Festkorpern konnen die elektrischen Dipolmomente tiblicherweise nicht frei rotieren. Sie
nehmen vielmehr bevorzugte Orientierungen ein. Nehmen wir an, dass nur zwei bevorzug-
te Orientierungen vorliegen, so erhalten wir fiir die Polarisation einen zur Magnetisierung
eines Spin-1/2-Systems dquivalenten Ausdruck (vergleiche hierzu Abschnitt 12.3.5):

paipE ”VpﬁipE

Y 11.54
kg T kg T ( )

Pgip = 11, paip tanh
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Hierbei gilt die Naherung nur fiir pg;i, E < kg T, da wir in diesem Fall die tanh-Funktion
durch ihr Argument nihern konnen. Fiir die Suszeptibilitit ergibt sich daraus

2
pdip

: 11.5.5
ks ( )

C
Xdip = T mit C=ny

Wir sehen, dass dieses Ergebnis bis auf den Faktor 1/3 mit dem Ausdruck fiir frei rotierbare
Dipole tibereinstimmt.

11.5.2 Frequenzabhangige Polarisation

Wir diskutieren im Folgenden die Orientierungspolarisation in einem Wechselfeld. Hier
bestimmt die Dynamik der Orientierungsprozesse die frequenzabhingige Suszeptibi-
litdt ygip(w). Da die permanenten Dipole nicht beliebig schnell umorientiert werden
konnen, erwarten wir, dass y4ip(w) mit zunehmender Frequenz abnimmt. Um der Trég-
heit der Dipolmomente Rechnung zu tragen, fithren wir eine charakteristische Zeit 7 ein,
innerhalb derer sich ein Dipol nach Abschalten eines dufSeren Feldes wieder umorientiert.
Diesen Relaxationsprozess beschreiben wir durch die Differentialgleichung

dPgip _ Pyip(0) e7'¢" — Pyip () (11.5.6)
v - . 5.

Hierbei ist Pg;, (0) die statische Orientierungspolarisation, die wir fiir w — 0 erhalten, und
Pgip (0) e '“! derjenige Wert, den Pgip bei verschwindend kleiner Relaxationszeit 7 in ei-
nem Wechselfeld annehmen wiirde. Gleichung (11.5.6) besagt, dass die zeitliche Anderung
dPgip/dt umso grofer ist, je grofier die Abweichung des tatsichlichen Werts Py, (@) vom
idealen Wert Py, (0) e™'“* bei verschwindend kleiner Relaxationszeit und je kleiner die Re-
laxationszeit 7 ist. Wiirden wir zum Beispiel zur Zeit t = 0 sprungartig ein elektrisches Feld
anlegen, so wiirde die Polarisation gemaf} P(t) = Pg;p[1 — exp(—t/7)] exponentiell anstei-
gen, bis der dem angelegten Feld entsprechende neue Gleichgewichtswert Pg;, erreicht ist.

Mit dem Ansatz

Pyip () = €0 [ Xaip (@) + 1 )aip (@) | Eoe ™" (11.5.7)
und der statischen Polarisation

Pgip (0) = €0 xaip (0) Eg (11.5.8)

erhalten wir durch Einsetzen in (11.5.6)

B Xdip(0) = [X(riip(w) + IXfiip(w)]

—10 [ yiip (@) + 1xgp (@)] = . . (11.5.9)
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teil der elektrischen Suszeptibilitit 0.01 0.1 1 10
durch Orientierungspolarisation. ot

Fiir den Real- und Imaginrteil von xqi,(w) ergeben sich daraus die so genannten Debye-
schen Formeln

. 1

Xaip (@) = Tr ol Xdip(0) (11.5.10)
i wT

Xdip(w) T lrol Xdip(0) . (11.5.11)

In Abb. 11.12 sind diese Abhéngigkeiten auf einer logarithmischen Frequenzskala aufgetra-
gen. Fiir wt <« 1 konnen die elektrischen Dipole dem angelegten elektrischen Feld instantan
ohne Phasenverzogerung folgen und wir erhalten xg;, (w) = xaip(0). Ferner ist Xfiip (w) =0,
d. h. die dielektrischen Verluste sind verschwindend klein. Mit steigender Frequenz nimmt
dann yg;, () kqntinuierlich ab und Xhip(w) gleichzeitig zu. Bei w7 = 1 ist yg;,(w) auf 1/2
abgefallen und yy;,(w) hat ein Maximum, d. h. die dielektrischen Verluste sind hier maxi-
mal. Fiir w7 >> 1 gehen sowohl yy;, (@) als auch Xfﬁp (w) gegen null. Hier kénnen die Perma-

nentdipole der schnellen Anderung des elektrischen Feldes nicht folgen und werden deshalb
tiberhaupt nicht mehr ausgerichtet.

Wir haben oben bereits festgestellt, dass ein elektrischer Dipol zum Beispiel aufgrund eines

Kristallfeldes fiir verschiedene Orientierungen unterschiedliche potenzielle Energie besitzen

kann. Stellen wir uns die Abhéngigkeit der potenziellen Energie vom Orientierungswinkel

in einfachster Néherung als Kosinus-Funktion mit Amplitude E /2 vor, so miissen wir bei

einer Umorientierung eines elektrischen Dipolmoments eine Potenzialbarriere der Hohe E 4

tiberwinden. Die zugehorige Rate konnen wir ausdriicken durch
L Eu/kT

7:7e_

(11.5.12)
T To

Sie nimmt exponentiell mit hoher werdender Potenzialbarriere ab. Fiir die charakteristi-
sche Versuchsfrequenz 1/7, konnen wir die Debye-Frequenz verwenden, da die Molekiile
bzw. Atome in den Potenzialmulden mit dieser Frequenz schwingen. Verwenden wir fiir die
Debye-Frequenz den typischen Wert von 10'*s™!, so erhalten wir fiir eine Potenzialbarriere
von etwa 300 mV die Relaxationsrate 1/7 = 107 s7!.
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X l0) | Abb. 11.13: Schematischer Ver-
I 1 lauf der Frequenzabhingigkeit
0 \ i der dielektrischen Funktion
ar | @ fiir einen paraelektrischen To-
nenkristall mit 1/7 = 10" Hz,
-2 ) 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 WT = 1014 Hz, wy = 1.5 % 1014 Hz,

10 10 10 10 10 100 10 10 10 10 10 Wi = 106 Hz, Xdip(o) — 3und

(O] (HZ) €stat = 1.5.

Aufgrund der exponentiellen Abhéngigkeit von der Temperatur und der Hohe der Poten-
zialbarriere kann die Relaxationsrate 1/7 der Orientierungspolarisation Werte iiber einen
weiten Bereich annehmen. Typische Werte liegen im Bereich zwischen 10® bis 10'° Hz und
damit tiblicherweise weit unterhalb der charakteristischen Frequenzen wr und wy, der opti-
schen Phononen (~ 10'? — 10'* Hz). Diese liegen wiederum weit unterhalb der charakteris-
tischen Frequenzen w;; der elektronischen Polarisation (~ 10'® Hz). Die gesamte dielektri-
sche Funktion eines paraelektrischen Ionenkristalls, in dem alle drei Polarisationsprozesse
zum Tragen kommen, erhalten wir dadurch, dass wir die drei Beitrage einfach aufsummie-
ren. Wir erhalten dann insgesamt den in Abb. 11.13 gezeigten charakteristischen Verlauf der
dielektrischen Funktion.

11.6 Dielektrische Eigenschaften von Metallen
und Halbleitern

Wir haben bei den einleitenden Bemerkungen in Abschnitt 11.3 bereits darauf hingewie-
sen, dass bei Metallen und Halbleitern im Gegensatz zu Isolatoren durch die Wirkung eines
elektromagnetischen Feldes nicht nur Interband-, sondern auch Intraband-Uberginge, al-
so Uberginge zwischen besetzten und unbesetzten Zustinden desselben Bandes auftreten.
Klassisch kann ein Intraband-Ubergang als Beschleunigung eines Ladungstrigers durch das
elektrische Wechselfeld der einfallenden Strahlung aufgefasst werden. Ein wichtiger Unter-
schied bei der Wechselwirkung eines elektromagnetischen Feldes mit Elektronen in Metallen
und Isolatoren ist, dass fiir die Leitungelektronen in Metallen keine Riickstellkrafte auftreten,
da wir es mit quasi-freien Elektronen zu tun haben. Die durch das periodische Kristallpo-
tenzial bedingten Krifte werden durch eine effektive Elektronenmasse m™ berticksichtigt.
Natiirlich sind nicht alle Elektronen in Metallen frei. Fiir die an die Ionenriimpfe gebunde-
nen Elektronen konnen wir eine véllig analoge Betrachtung wie in Abschnitt 11.3 machen.
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Wir miissen hier jetzt noch den Beitrag der freien Elektronen zur dielektrischen Funktion
diskutieren.

11.6.1 Dielektrische Funktion eines freien Elektronengases

Wir betrachten zuerst ein freies Elektronengas unter der Wirkung eines elektrischen Wech-
selfeldes im Grenzfall grofler Wellenldngen (q — 0). Die Bewegung der Leitungselektronen
kénnen wir durch folgende einfache Bewegungsgleichung beschreiben:

Ld’x . m* dx
.l
dt?

Hierbei ist x die homogene Auslenkung der Elektronen in x-Richtung gegeniiber den positi-
ven lonenriimpfen. Der Term auf der rechten Seite beschreibt die antreibende Kraft, der ers-
te Term auf der linken Seite den Trigheitsterm und der zweite einen Reibungs- bzw. Damp-
fungsterm. Dieser kommt durch die Stofiprozesse der Elektronen mit der mittleren Stof3zeit 7
zustande. Da wir es mit vollkommen freien Elektronen zu tun haben, fehlt die Riickstellkraft
kx = m* w3x, die zu einer charakteristischen Schwingungsfrequenz w, fithren wiirde.

—eEye ", (11.6.1)

Gleichung (11.6.1) hat die Losung
e 1

m* w(w+z%)

Ege 't (11.6.2)

x(1) =
Die sich aus der Verschiebung x(¢) der Leitungselektronen relativ zu den positiven Ionen-
rimpfen ergebende Polarisation ist
e’ 1

Pu(t) = —enyx(t) = -5

———— Eoe™'". (11.6.3)
m*  w (w + 1;)

Hierbei ist ny die Dichte der Leitungselektronen. Fiir den Beitrag der Leitungelektronen zur
elektrischen Suszeptibilitit erhalten wir damit

ny e’ 1

_— 11.64
eom* w(w+1%) ( )

x(w) = oE

Die gesamte dielektrische Funktion eines Metalls erhalten wir als Summe aus dem Beitrag
der gebundenen und vollkommen freien Elektronen zu

e(w) =1+ ye(w) + xr(@) = ea(w) + yr(w) . (11.6.5)

Hierbei ist €. der Beitrag der an die Ionenrtimpfe gebundenen Elektronen, der durch
(11.3.45) gegeben ist. Setzen wir (11.6.4) in (11.6.5) ein, so erhalten wir

e(w) =eq(w) [1 - nye” ! ]

eocel(W)m* w(w+11)

1- -
= ea(w) [l—wf,rz Hw‘;ﬂ] . (11.6.6)
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Hierbei ist

e? a(0
wp :\/ e :\/ ©) (11.6.7)
cocam* Vet

die Plasmafrequenz, wobei wir den Ausdruck ¢(0) = nye*r/m* fiir die statische elektri-
sche Leitfahigkeit benutzt haben. Wir werden weiter unten sehen, dass die charakteristi-
sche Frequenz wy,, fiir die im Fall schwacher Dampfung (w7 > 1) nach (11.6.6) e(w,) =0
gilt, gerade der Eigenfrequenz longitudinaler Plasmaschwingungen des Elektronengases ent-
spricht. Fiir Metalle mit Ladungstrigerdichten im Bereich von 10?> cm™ liegt die Plasma-
frequenz im UV-Bereich (w, ~ 10'* - 10'® Hz), fiir Halbleiter, die weit geringere Ladungs-
trigerdichten besitzen, ist die Plasmafrequenz entsprechend niedriger. Fiir ny = 10" cm™
ist w, ~ 5 x 10'* Hz, fiir ny = 10" cm™ nur etwa 5 x 10° Hz.

Teilen wir (11.6.6) in Realteil und Imaginérteil auf, so erhalten wir

ﬁ(w)=6a(w)(1—-23—£fzi-)=€d(w)(1_ a(0) Wt )

w? 1+ w?7? €o€el(w)w 1+ w?7?

ei(w):eel(w)(“’f’L):ed(w)( o0 1 )

w? 1+ wt? eo€el(@)w 1+ w272

(11.6.8)

Diese Ausdriicke entsprechen den mit dem Lorentzschen Oszillator-Modell abgeleiteten
Ausdriicken [vergleiche (11.3.10) und (11.3.11)] fiir wg — 0 und T’ = 1/7. Dies ist einfach
verstandlich. Da wir fiir freie Elektronen keine Riickstellkrifte haben, geht die charakteristi-
sche Schwingungsfrequenz gegen null. Die Linienbreite I' wird durch Streuprozesse mit der
Rate 1/7 verursacht. Die Streuzeit 7 liegt bei Metallen typischerweise im Bereich von 10~
bis 10™'*s. Wir kénnen drei Frequenzbereiche unterscheiden:

1. w1t
In diesem niederfrequenten Bereich gilt neben w7 <« 1 auch ¢(0)/epeeiw >> 1. Der Ima-
ginirteil der dielektrischen Funktion ist wesentlich grof3er als der Realteil und wir erhal-
ten deshalb aus 7% = n* + 2ink — k* = €;(w) + 16;(w) ndherungsweise n* ~ x* und 2nx ~

a(0
2% = L ),
€EQw

nekeyf o(0) (11.6.9)
2€pw

Den Reflexionskoeffizienten (11.1.34) schreiben wir in der Form R = 1 — (4n/[(n + 1)* +
x2]), was sich fiir n =~ x > 1 durch R ~ 1 — 2/n annihern lasst. Wir erhalten dann die so
genannte Hagen-Rubens-Relation

Re1-2,[20% (11.6.10)
a(0)

Wir sehen, dass die Abweichung vom idealen Reflexionsvermégen R = 1 umso gerin-
ger ist, je hoher die Leitfihigkeit eines Metalls ist. Fiir Silber mit einer Leitfahigkeit

also
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von 6.25 x 107 Q™! m™! erhalten wir im Infraroten bei einer Frequenz von 10'® s™! nach
(11.6.10) ein Reflexionsvermdgen von R = 0.997, also einen Wert sehr nahe bei eins.
Selbst im sichtbaren Bereich ist R > 0.96.

Nach (11.1.29) ist die elektromagnetische Welle im Metall nach der Strecke & = ¢/wx auf
1/e-tel des Anfangswerts abgefallen. Wir nennen diese Strecke die Skin-Eindringtiefe.
Sie ist gegeben durch

2
o~ _, 11.6.11
V 0 (0)pow ( )

wobei wir 1/c? = ey verwendet haben.

2. 1)1 < 0w < wp:
Dies ist der so genannte Relaxationsbereich, in dem der Term w?7? im Nenner von
(11.6.8) das Ubergewicht bekommt. Der Imaginirteil der dielektrischen Funktion wird
kleiner als der Realteil. Letzterer ist aber immer noch negativ. Wir erhalten

2

w;
&(w) = ea(w) I_E (11.6.12)
w;
€i(w) =€ (w) — - (11.6.13)
w3t

Wir kénnen in diesem Frequenzbereich gut die Niherung e(w) = —€u(w)w;/w? =

-0(0)/eow?T benutzen und erhalten 7 = n + 1 ~ 1\/ea(w) wp/w ~ 13/0(0) /eoT - 1/ w.
Der Absorptionsindex x nimmt deshalb proportional zu 1/w ab und ist erstaunlicher-
weise proportional zur Leitfdhigkeit.

3. w> wp:
P
In diesem Frequenzbereich wird der Realteil der dielektrischen Funktion positiv. Wir
erhalten
n~/ea(w) (11.6.14)

und das Reflexionsvermogen sinkt auf null ab, da fiir sehr hohe Frequenzen ¢, (@) — 1
und €; . (w) — 0. Das heiflt, das Metall wird mehr oder weniger transparent mit einem
Absorptionskoeffizienten

2

k=8¢, “

v —— < 1. (11.6.15)

c w?tc
Der Verlauf von e(w) und das daraus resultierende Reflexionsvermégen R(w) von Metallen
ist in Abb. 11.14 dargestellt. Fiir w < w,, wird eine auf ein Metall auftreffende elektromagne-
tische Welle totalreflektiert. Da fiir Metalle w, im UV-Bereich liegt, wird sichtbares Licht
von Metallen iiblicherweise gut reflektiert, weshalb Metalle glinzend erscheinen.”

% Das gleiche Phinomen wird beim Kurzwellenfunk ausgenutzt. Da unsere lonosphire ein Plasma

darstellt, wird diese unterhalb eines bestimmten Frequenzbereichs totalreflektierend. Langwellige
Radiowellen werden deshalb an der Ionosphire totalreflektiert.
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Abb. 11.14: Realteil der dielektrischen
Funktion und Reflexionsvermdgen R
eines Metalls bzw. eines Halbleiters.

Fiir w > w, ist dagegen e(w) positiv und das Metall wird, da, gleichzeitig der Absorpti-
onskoefhizient x ~ 0 ist, fiir elektromagnetische Strahlung durchlissig. Dies trifft z. B. fiir
Alkali-Metalle im UV-Bereich zu. Der in Abb. 11.14 gezeigte Verlauf von ¢, und R wird
experimentell fiir Metalle und Halbleiter meistens nicht beobachtet, da sich der Antwort
des Elektronensystems durch Intraband-Uberginge auch immer noch Beitrige durch Inter-
bandiiberginge tiberlagern (sieche hierzu Abschnitt 11.6.4). Experimentelle Daten zum Re-
flexionsvermogen R von Metallen sind in Abb. 11.15 gezeigt.

Da in Halbleitermaterialien die Ladungstrigerdichte tiber die Dotierung in weiten Gren-
zen variiert werden kann, kann die Plasmafrequenz auf einen gewiinschten Wert eingestellt

100
80 Al %
£ o0 ’
=
Q
A AL
=
0
0.1 1

Wellenlange (um)

10

Abb. 11.15: Reflektivitit von verschie-
denen Metallen als Funktion der Wel-
lenldnge der elektromagnetischen
Strahlung. Aus dem steilen Abfall

der Reflektivitdt unterhalb einer be-
stimmten Grenzwellenldnge A, kann
die Plasmafrequenz des Metalls zu

wp = 21/, abgeschitzt werden.

Die Ionosphire erstreckt sich in einer Hohe zwischen etwa 50 und mehr als 1500 km tiber der Erd-
oberfliche. Die Elektronenkonzentration in den Schichten der Ionosphire reagiert sehr sensibel
auf die solare Aktivitit. Tagstiber sind die D-Schicht in 50 bis 90 km Héhe und die E-Schicht in
etwa 85 bis 140 km Hohe prisent. In der nachts vorhandenen F-Schicht ist die Elektronenkonzen-
tration am grofiten in Hohen zwischen 200 und 600 km. Tagstiber bilden sich oft zwei Maxima aus,
dabei ist die F1-Schicht die schwécher ausgebildete und der Erde néher als die F2-Schicht.
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werden. Dies wird technisch ausgenutzt. So konnen Materialien hergestellt werden, die im
sichtbaren Bereich durchléssig sind, im infraroten Bereich aber bereits reflektieren. Dies
kann zum Beispiel dazu benutzt werden, die Warmedammung von Fensterglas zu optimie-
ren oder die Wirmeisolation von Na-Dampflampen zu vergréflern. Hierzu werden auf Glas
diinne Schichten von zum Beispiel Sb dotiertem SiO, oder Sn dotiertem In, O3 (ITO: Indi-
um Tin Oxide) mit Ladungstrigerdichten im Bereich von typischerweise 10?° bis 10?! cm ™
aufgebracht. Weitere Anwendungsgebiete sind optisch transparente aber elektrisch leitende
Schichten auf Solarzellen oder LCD-Displays.

11.6.2 Longitudinale Plasmaschwingungen: Plasmonen

Fiir isolierende Ionenkristalle erhielten wir in Abschnitt 11.4 fiir den Frequenzbereich wr <
w < wy, einen Bereich mit negativer Dielektrizititskonstante und damit Totalreflexion. Fir
Metalle erhalten wir nun ebenfalls einen Bereich mit negativer Dielektrizitatskonstante fiir
0 < w < wp. Esliegt also nahe, der Transversalschwingung des Elektronengases den Frequen-
zwert null zuzuordnen und die Plasmafrequenz w,, mit der Eigenfrequenz der longitudi-
nalen Eigenschwingung des Elektronengases zu identifizieren. Zunachst konnen wir fest-
halten, dass sich in einem freien Elektronengas genauso wie in einem normalen Gas keine
transversalen Eigenschwingungen ausbilden kénnen, da die entsprechenden Riickstellkrifte
fehlen. Wir konnen deshalb den Leitungselektronen tatsichlich die transversale Eigenfre-
quenz wt = 0 zuordnen.

Wir wollen nun noch zeigen, dass w,, in der Tat die Eigenfrequenz der Longitudinalschwin-
gung eines Elektronengases ist. Dazu gehen wir von einem Metall aus, in dem die Elektronen
frei beweglich sind und die positiven Ionen einen starren Ladungshintergrund bilden. Im
Gleichgewichtszustand ist das resultierende Plasma feldfrei und elektrisch neutral. Sobald
die Elektronen durch ein externes Feld aus ihren Gleichgewichtspositionen ausgelenkt wer-
den, wird die Ladungsneutralitit aufgehoben und es treten riicktreibende Krifte auf. Diese
tithren zu Plasmaschwingungen.

Wir betrachten zunachst den langwelligen Grenzfall g = 0, das heif3t, den Fall einer gleich-
formigen Auslenkung aller Leitungselektronen. In der in Abb. 11.16 gezeigten Anordnung
tithrt die gleichformige Auslenkung s der Elektronen in einer diinnen Metallplatte zu ei-
ner Flachenladungsdichte p4 = —nyes auf der oberen und p4 = +nyes auf der unteren Seite
der Metallplatte.”® Es entsteht dadurch ein elektrisches Feld E = ny es/ey, welches auf jedes
Elektron die riicktreibende Kraft

2
F=—eE=-"Y¢

S (11.6.16)
€o

% Wir kénnen uns dies leicht dadurch erkliren, dass wir die Elektronen gegeniiber den ortsfesten

Ionenriimpfen des Kristallgitters geringfiigig nach oben verschieben. Fast tiberall innerhalb der
Metallplatte herrscht dann nach wie vor Ladungsneutralitat. Nur an der Oberseite wird die Ladung
der verschobenen Elektronen nicht durch die Ionenriimpfe kompensiert, wodurch eine negative
Flichenladung resultiert. An der Unterseite bleiben die positiven Ionen zuriick und resultieren in
einer gleich groflen positiven Flichenladung.
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Pa=+Ny€S Abb. 11.16: Zur Ableitung der Plasmafrequenz.

erzeugt. Vernachldssigen wir Reibungsterme, so lautet die entsprechende Bewegungsglei-
chung

2 2
m*d s, nve
dt? €0

Dies ist die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators mit der Eigenfrequenz

— nye?
W=\ ——. (11.6.18)
egm*

Diese Frequenz stimmt mit der Frequenz w, aus (11.6.7) bis auf die durch die elektronische
Polarisation der Gitteratome bedingte Grofie € tiberein.

s=0. (11.6.17)

Bei einer Plasmaschwingung handelt es sich um eine kollektive Anregung der Leitungselek-
tronen. Die Quanten dieser Anregung nennen wir Plasmonen. Da ihre Energie fiir Metalle
im Bereich von 10 eV liegt (siehe Tabelle 11.3), konnen Plasmonen nicht thermisch ange-
regt werden. Eine Anregung mit transversalen elektromagnetischen Wellen ist auch nicht
moglich. Thre Anregung erfolgt tiblicherweise durch Wechselwirkung des Elektronengases
mit schnellen elektrisch geladenen Teilchen.”” So lassen sich Plasmonen durch Messung des
Energieverlusts von schnellen Elektronen (einige keV) beim Durchgang durch diinne Me-
tallfolien nachweisen. Ein typisches experimentelles Ergebnis ist in Abb. 11.17 gezeigt. Die
Plasmonenenergie manifestiert sich dabei im Energieverlustspektrum der transmittierten
Elektronen durch charakteristische Strukturen bei der Energie /iw, und ganzzahligen Viel-
fachen dieser Energie.

Neben den hier diskutierten Volumenplasmonen werden in Experimenten meistimmer auch
Oberflichenplasmonen beobachtet. Bei Letzteren ist die kollektive Elektronenbewegung an
der Oberfliche lokalisiert. Da das damit verbundene elektrische Feld teilweise im Vaku-
um verlauft, besitzen die Oberflachenplasmonen eine niedrigere Energie und wechselwirken
stark mit elektromagnetischen Wellen.”® Oberflichenplasmonen spielen eine wichtige Rol-
le in der oberflichenverstarkten Raman-Spektroskopie und der Erkldrung von Anomalien

Tabelle 11.3: Volumenplasmonenenergie und Plasmonenfrequenz einiger Metalle und Halbleiter.

Material Li Na K Mg Cu Ag Zn Al Si Ge
hwyp (eV) 7.12 5.71 3.72 10.6 7.5 3.9 10.1 15.3 16.6 16.2
wp (10 1/s) 10.86 8.71 5.67 16.17 11.44 5.95 15.41 23.34 25.33 24.71

27 R.H. Ritchie, Plasma Losses by Fast Electrons in Thin Films, Phys. Rev. 106, 874-881 (1957).

8 S, Maier, Plasmonics: Fundamentals and Applications, Springer Verlag, Berlin (2007).
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| |

5 Oberflich 10.0eV AI ]
E
c 4
i_l_J' / \ Volumenplasmon: 14.8 eV
Abb. 11.17: Energieverlust von schnel- £; [\
len Elektronen beim Durchgang durch g ' V \
Al Es w?rden M?.mma in der Inten- "2 , v/\v/\/\
sitdt fir Energieverluste beobach- 3 \_/’\/\/
tet, die der Anregung von Oberfli- < ~—_
chen- und Volumenplasmonen ent- 1 \/
sprechen. Die Maxima bei hoheren
Energieverlusten entsprechen Mehr- 0
fachanregungen (nach C.J. Powell, 0 20 40 60 80
Phys. Rev. 175, 972-982 (1968)). Energieverlust (eV)

in der Beugung von Metallgittern (Wood Anomalien®). In jiingster Vergangenheit wurden
Oberflachenplasmonen dazu verwendet, die Farbe von Materialien zu kontrollieren.® Dies
ist moglich, da die Grofie und Form von Nanopartikeln die Art der Oberflachenplasmonen
bestimmt, die an sie koppeln und durch sie propagieren kénnen, was wiederum die Wechsel-
wirkung von Licht mit der Oberfldche bestimmt. Dieser Effekt ist von den farbigen Glasern
in mittelalterlichen Kirchen bekannt, bei denen die Farbe durch Nanopartikel bestimmter
Grof3e festgelegt wird.

Wir haben bisher nur die longitudinalen Plasmaschwingungen fiir den langwelligen Grenz-
fall ¢ — 0 diskutiert. Fiir zunehmende Wellenzahl g nimmt die Eigenfrequenz der Plasma-
schwingungen zu. Es ldsst sich zeigen, dass fiir kleine Werte von g die Plasmonen die Di-
spersionsrelation

oy 14 2 11.6.19
w—wp( +10w12)q +) (11.6.19)
besitzen. Hierbei ist v die Fermi-Geschwindigkeit des Metalls oder Halbleiters. Die Plasma-
schwingungen konnen also bei verschiedenen Wellenldngen auftreten. Die Dispersionsrela-
tion zeigt allerdings, dass die Frequenz nicht stark von g abhidngt. Plasmonen neigen dazu,
lokalisierte Schwingungen zu bleiben, die sich nur langsam durch den Festkorper fortbewe-
gen.

11.6.3  Erzwungene transversale Plasmaschwingungen:
Plasmon-Polaritonen

Wie bei der Diskussion des optischen Verhaltens von Ionenkristallen kénnen wir die Disper-
sion erzwungener transversaler Wellen beschreiben, indem wir in der allgemeinen Disper-
sionrelation (11.4.28) elektromagnetischer Wellen naherungsweise den Ausdruck (11.6.12)

' R.W. Wood, On a remarkable case of uneven distribution of light in a diffraction grating spectrum,

Phil. Mag. 4, 396-402 (1902).

0 [, Atwater, The Promise of Plasmonics, Scientific American 296, 56-63 (2007).



11.6 Dielektrische Eigenschaften von Metallen und Halbleitern 619

3
Ve,
2
&*
~
8
1 Abb. 11.18: Dispersionsrelation von
Plasmon-Polaritonen in einem frei-
verbotener Frequenzbereich en Elektronengas fur €, = 1.5. Fiir
w/wyp < 1 tritt ein verbotener Fre-
% 1 5 3 quenzbereich auf, in dem sich elek-

12 tromagnetische Wellen nicht in dem
cq/ (e,) Elektronengas ausbreiten kénnen.

fiir die dielektrische Funktion einsetzen. Damit erhalten wir eine gute Beschreibung der op-
tischen Eigenschaften von Metallen. Es sei aber darauf hingewiesen, dass im infraroten Be-
reich der volle Ausdruck (11.6.8) verwendet werden muss und damit das Verhalten etwas
komplizierter wird.

Mit (11.6.12) erhalten wir

2 2
2 e(w) 5 _ Wp |\ w
q = 760 —eel(w) (1_6‘)2 ? (11620)
und damit
2 2 c? 2
W’ =w, + o q . (11.6.21)
el

Fiir w < w, muss g* < 0 sein, so dass g rein imagindr ist. Wir erhalten in diesem Frequenz-
bereich Losungen der Form el Wellen in diesem Frequenzbereich kénnen sich also, wie
oben bereits diskutiert, im Medium nicht ausbreiten und werden totalreflektiert. Fiir w > w,
ist dagegen die dielektrische Funktion positiv und reell und (11.6.21) beschreibt die Dispersi-
on transversaler elektromagnetischer Wellen in einem Plasma. Wir bezeichnen diese Wellen
als Plasmon-Polaritonen. Der Verlauf der Dispersionskurve ist in Abb. 11.18 gezeigt.

11.6.4 Interband-Ubergénge

Bei den meisten Metallen und Halbleitern iiberlagern Interband-Uberginge die Anregung
von Leitungselektronen durch Intrabandiibergdnge. Dies hat zur Folge, dass die dielektrische
Funktion von Metallen und Halbleitern teilweise erheblich von der in Abb. 11.14 gezeigten
einfachen Form abweicht. Wir wollen in diesem und im nichsten Abschnitt insbesonde-
re niher auf die optischen Eigenschaften von Halbleitern eingehen, die wir in Grundziigen
bereits in Abschnitt 10.1.2 diskutiert haben.
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E Ec(k)

™o
- D> direkt
Abb. 11.19: Direkte und indirekte Interband-  indirekt == :

Uberginge in einem Halbleiter. Die gepunktet ge- - :
zeichneten Uberginge sind wesentlich unwahr- / \ k
scheinlicher als die durchgezogen gezeichneten. E, (k)

In Abb. 11.19 sind Interband-Ubergéinge zwischen Zustinden E, (k) des Valenzbandes und
Zustinden E.(k”) des Leitungsbandes eines Halbleiters schematisch gezeigt. Wir unterschei-
den generell zwischen zwei unterschiedlichen Typen von Ubergangen, ndmlich direkten und
indirekten Ubergingen.

Direkte Uberginge erfolgen durch Absorption von Lichtquanten der Energie fiw ohne Be-
teiligung von Phononen. Fiir die Energie- und Impulserhaltung gilt hier also

E (k") = Ey(k) + ho (11.6.22)
und
k' = k + Kphoton - (11.6.23)

Da die Wellenzahl Kpy, oo, des absorbierten Photons in den meisten Fillen um mehrere Gro-
Benordnungen kleiner ist als diejenige der Kristallelektronen, finden direkte Uberginge nur
zwischen Elektronenzustéinden statt, deren Wellenzahl praktisch gleich ist. Die Uberginge
verlaufen deshalb vertikal: k’ = k.

Indirekte Uberginge erfolgen durch Absorption von Lichtquanten der Energie /1w unter Er-
zeugung oder Vernichtung von Phononen mit Energie #Q) und Wellenvektor q. Es gilt dann

E (k") = Ey(k) + hw + hQ (11.6.24)
und
k' = k + Kppoton £ q - (11.6.25)

Die Phononen-Energie /() ist iiblicherweise um mehrere Gréfienordnungen kleiner als die
Photonen-Energie iw und kann deshalb in vielen Féllen vernachlassigt werden. Deshalb un-
terscheidet sich die Energiebilanz in einem direkten und indirekten Ubergang nur geringfii-
gig. Bei den Wellenvektoren konnen Phononen beliebige Werte innerhalb der 1. Brillouin-
Zone besitzen. Deshalb sind im Prinzip beliebige Ubergéinge zwischen den Energiebandern
moglich. Allerdings miissen wir beriicksichtigen, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten
fiir solche Dreiteilchen-Wechselwirkungen viel geringer sind, so dass indirekte Uberginge
nur dann in Absorptions- und Reflexionsspektren von Bedeutung sind, wenn sie nicht von
direkten Ubergingen iiberlagert werden.

Zur quantitativen Erkldrung des Absorptionskoeftizienten miissen nach Fermis goldener Re-
gel neben den Ubergangsmatrixelementen auch die Zustandsdichten der Anfangs- und End-
zustinde bekannt sein. Variieren die Ubergangsmatrixelemente nicht zu stark, haben offen-
sichtlich nur solche Interband-Uberginge ein starkes Gewicht, fiir die sich Uberginge mit
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nahezu gleicher Frequenz hiufen. Dies ist z. B. fiir Ubergéinge zwischen einem Maximum
im Valenzband und einem Minimum im Leitungsband der Fall. Es geht hier die so genannte
kombinierte Zustandsdichte (vergleiche Abschnitt 10.1.2.2)

1 dShe
D,f(hw) = W f
hw=

(11.6.26)
B -E, |grad, [ Ef (k) - E;(K) ]|

ein, die immer dort maximal ist, wo die Bander i und f parallel zueinander mit Abstand Aw
verlaufen.

11.6.5 Exzitonen

Fir Halbleiter erwarten wir bei tiefen Temperaturen, dass eine Absorption elektromagne-
tischer Strahlung nur dann einsetzt, wenn die Energie der Photonen grofler als die Band-
liicke Eg des Halbleiters ist, da nur dann Elektronen aus dem Valenzband ins Leitungsband
angeregt werden kénnen. Experimentell wird dies aber nicht beobachtet. Man beobachtet
vielmehr einen stark strukturierten Einsatz der optischen Absorption bereits bei iw < E,.
Diese Beobachtung wird durch Exzitonen verursacht. Ein Exziton ist ein gebundener Zu-
stand zwischen dem ins Leitungsband angeregten Elektron und dem im Valenzband zuriick-
bleibenden Loch. Da wir dem Loch eine positive Ladung zuordnen kénnen, ist einsichtig,
dass sich Elektron und Loch gegenseitig anziehen und einen gebundenen Zustand einge-
hen. Die Absorption in einem Halbleiter setzt somit nicht bei iw = Eg, sondern bereits bei
hw = Eg — Ecx ein. Hierbei ist E., die Bindungsenergie des Exzitons. Wir weisen darauf hin,
dass wir bei unserer Diskussion in Kapitel 10 immer angenommen haben, dass bei der Anre-
gung eines Elektrons aus dem Valenzband ins Leitungsband das Elektron im Leitungsband
und das Loch im Valenzband nicht wechselwirken.

Man unterschiedet zwischen so genannten Mott-Wannier-Exzitonen und Frenkel-Exzito-
nen. Erstere sind nach Sir Nevill Francis Mott®' und Gregory Wannier®, letztere nach Ya-
kov Frenkel® benannt. Bei Mott-Wannier-Exzitonen ist der Abstand zwischen Elektron und
Loch grof3 gegentiber dem Gitterabstand (siehe Abb. 11.20a). Sie werden beobachtet, wenn
die Elektronen nur schwach an die Gitteratome gebunden sind. Dies ist z. B. bei Halbleitern
der Fall. Die typischen Bindungsenergien betragen hier einige meV und der Elektron-Loch-
Abstand einige nm. Bei Molekiil- oder Ionenkristallen beobachtet man dagegen Frenkel-Ex-
zitonen. Aufgrund der starken Coulomb-Wechselwirkung zwischen Elektron und Loch be-
tragen die Bindungsenergien hier etwa 1 eV. Der Elektron-Loch-Abstand ist so klein, dass das
Elektron-Loch-Paar am gleichen Gitteratom lokalisiert ist. Aufgrund der Kopplung benach-
barter Gitteratome kann sich allerdings ein Frenkel-Exziton genauso wie ein Mott-Wannier-

3" Sir Nevill Francis Mott, geboren am 30. September 1905 in Leeds, gestorben am 8. August 1996

in Milton Keynes. Er erhielt 1977 zusammen mit Philip W. Anderson und J. H. Van Vleck den
Nobelpreis fiir Physik fir seine Arbeiten zu den elektronischen und magnetischen Eigenschaften
von ungeordneten Systemen.

32 Gregory Hugh Wannier, schweizer Physiker, geboren 1911 in Basel, Schweiz, gestorben am 21. Ok-

tober 1983 in Portland, USA.
Yakov II'ich Frenkel, russischer Physiker, geboren am 10. Februar 1894 in Rostov-on-Don, gestor-
ben am 23. Januar 1952 in St. Petersburg.

33
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Abb. 11.20: (a) Mott-
Wannier-Exziton als ein @) © o/ o ?\ . ° e (b) E &dk)
iiber mehrere Gitterabstan- o /o o o o o it \\ /
de ausgedehntes gebundenes ® \ s =S T
Elektron-Loch-Paar. (b) Ex- o0 o o o o [ T i
ziton-Zustinde fiir eine ein- ! ! E-E, o
fache Bandstruktur mit dem °, ¢ ©° o o/ ©° gl l
Minimum des Leitungs- N k
bandes und dem Maximt%m ° . ?_ . o ° / \ &(k)
des Valenzbandes bei k = 0. e ® ® o & o

Exziton durch den Kristall bewegen. Fillt das Elektron in das Loch im Valenzband zuriick
(Rekombination), wird die Bindungsenergie des Exzitons wieder frei.

Wir wollen uns im Folgenden nur mit Mott-Wannier-Exzitonen beschiftigen. Wir konnen
deren Bindungsenergie abschidtzen, indem wir das gebundene Elektron-Loch-Paar als was-
serstoffahnliches System auffassen, bei dem das Elektron und das Loch um den gemeinsa-
men Schwerpunkt kreisen (siehe Abb. 11.20a). Die Coulomb-Energie der Wechselwirkung
lautet

62

V([re —14)) = (11.6.27)

dmegelr, —1p|

Hierbei sind r, und r;, die Koordinaten des Elektrons bzw. des Lochs und ¢ ist die Dielek-
tizitiatskonstante des Festkorpers. Die zugehorige Schrodinger-Gleichung erlaubt eine Sepa-
ration nach Relativ- und Schwerpunktkoordinaten und liefert die Energieigenwerte

l #*64 i N hZKZ
2 (4mege)?h? n>  2(mi+m)’

Ey,x = Eg - n=1,23,.... (11.6.28)

Hierbei erscheint die Energieliicke E, als additive Konstante, da iiblicherweise der Ener-
gienullpunkt in die Oberkante des Valenzbandes gelegt wird. Der zweite Term entspricht
den gebundenen Zustinden eines Wasserstoffatoms, wobei die effektive reduzierte Masse
1/ =1/m; +1/m;, und die Dielektrizititskonstante des Festkorpers eingehen. Letztere
tragt der Abschirmung des Coulomb-Potenzials durch das umgebende Medium Rechnung.
Der dritte Term resultiert aus der Schwerpunktsbewegung des Exzitons mit Wellenvektor K.

Da fiir Halbleiter € ~ 10, liegt die experimentell gemessene Bindungsenergie im Bereich von
1-10meV (siehe Tabelle 11.4, vergleiche hierzu auch die Diskussion in Abschnitt 10.1.3)
und der Bohrsche Radius im nm-Bereich. Dies rechtfertigt unsere einfache Annahme eines
Wasserstoff-Modells mit einer makroskopischen Dielektrizitdtskonstante.

Tabelle 11.4:  pyfesaing Isi Ge  GaAs GaP InP  CdS ZnS  CdSe
Experimentelle = V) 147 28 420 305 400 29 29 15
Werte fiir die Bin- Lex (MeV) 147 2. : ' :
dungsenergie von | Material BaO ZnO KI KCl KBr RbCl AgBr AgCl
ExzitoneninmeV. g, (mevV) 560 59 480 400 400 440 20 30

In einem optischen Absorptionsexperiment werden wegen des verschwindend kleinen Im-
pulses der Photonen nur Uberginge zwischen Zustinden mit etwa gleichem Wellenvektor
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12—
Exziton- o
Absorption \. 0®
1.0 o ¢
°
e 1'\9‘
S .
§ 08 M GaAs
9 e T=21K
= ° | Abb. 11.21: Absorptionskonstante K
° | von GaAs gemessen bei 21 K in der
06 g Nahe der Energieliicke. Die gestrichel-
:/ te Kurve deutet das Ergebnis an, das
0.0L : T wir ohne die Exziton-Zustinde erwar-
150 152 154 156 ten wiirden (nach M. D. Sturge, Phys.
ho (eV) Rev. 127, 758 (1962)).

induziert. Das heif3t, es konnen nur Zustinde mit K = 0 angeregt werden und der dritte Term
in (11.6.28) fillt deshalb weg. Liegen das Valenzbandmaximum und das Leitungsbandmi-
nimum beim gleichen k-Wert, so liegen die durch (11.6.28) gegebenen Zustidnde innerhalb
der Energieliicke und zwar um E. unterhalb des Leitungsbandminimums. Dies fiihrt zu ei-
nem Absorptionsmaximum, das innerhalb der Bandliicke liegt (siehe Abb. 11.21). Es sei dar-
auf hingewiesen, dass die durch (11.6.28) gegebenen Energien Zweiteilchen-Energieniveaus
sind und deshalb schlecht in ein Bandschema eingezeichnet werden konnen, in dem Einteil-
chenenergien dargestellt werden. Es ist allerdings moglich, durch Anregung eines Elektrons
aus dem Valenzband die Zustinde E, x zu erreichen, die gerade unterhalb der Bandkante

liegen (siehe Abb. 11.20b).

11.7  Elektron-Elektron-Wechselwirkung
und Abschirmung in Metallen

Bisher haben wir im Wesentlichen nur die Frequenzabhingigkeit e(w) der dielektrischen
Funktion diskutiert. Wir wollen nun in diesem Abschnitt auf die q-Abhangigkeit der dielek-
trischen Funktion €(q, w) von Metallen eingehen. Betrachten wir zum Beispiel eine positive
Ladung, die wir in ein Gas freier Elektronen einbringen. Das elektrische Feld dieser Ladung
fallt schneller als mit 1/r ab, da die positive Ladung eine Wolke negativer Ladungen um sich
herum ansammelt und dadurch abgeschirmt wird. Diese statische Abschirmung kénnen wir
mit einer statischen dielektrischen Funktion e(q, 0) beschreiben.

Einen weiteren Aspekt, den wir in diesem Abschnitt ansprechen wollen, ist die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung. Bei der Diskussion der Bandstruktur von Festkérpern sind wir
immer von einem Einelektronenmodell ausgegangen, bei dem sich ein einzelnes, unabhan-
giges Teilchen in einem wohldefinierten Potenzial bewegt. Eine Wechselwirkung der Elek-
tronen untereinander haben wir nicht beriicksichtigt, obwohl wir wissen, dass die zwischen
den Ladungen wirkenden Coulomb-Krifte langreichweitig sind.
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11.7.1 Statische Abschirmung

Eine intuitiv verstandliche Manifestation der Elektron-Elektron-Wechselwirkung ist die Ab-
schirmung von Ladungen. Wir untersuchen hier zunichst den einfachsten Fall der Abschir-
mung einer statischen Ladung (w = 0) in einem freien Elektronengas. Hierzu betrachten wir
eine positive Testladung, die wir an eine raumliche feste Position in ein Elektronengas ein-
bringen. Die Ladung zieht negativ geladene Elektronen aus seiner Umgebung an, die da-
durch ihr Feld reduzieren - sie schirmen die Ladung ab. Zur mathematischen Behandlung
des Problems ist es niitzlich, zwei getrennte Potenziale einzufiithren. Das erste wird durch die
externe positive Ladung verursacht und erfiillt somit die Poisson-Gleichung

-V (r) = pio(r) (11.7.1)

Hierbei ist p**(r) die Ladungsdichte der eingebrachten Testladung. Durch die angezogenen
Elektronen erhalten wir eine induzierte Ladungsdichte p™¢(r), die zusammen mit p(r)
die gesamte Ladungsdichte

P& (r) = p™U(r) + p™(r) (11.7.2)
bildet. Diese ist wiederum mit dem Gesamtpotenzial ¢8° tiber die Poisson-Gleichung ver-
bunden:

ges
g () < ) (11.7.3)

€o

Um eine Beziehung zwischen ¢#°(r) und ¢*'(r) herzustellen, kommen wir auf die allge-
meine Einfilhrung der dielektrischen Funktion in Abschnitt 11.1.1 zuriick. Wir machen uns
nochmals klar, dass die Quellen der dielektrischen Verschiebung D die freien Ladungen au-
Berhalb des Mediums sind. Im Gegensatz dazu resultiert das elektrische Feld E aus der ge-
samten Ladungsverteilung, die sowohl die freien Ladungen als auch die gebundenen, im
Medium induzierten Ladungen einschliefit. Diese Tatsache ist in Abb. 11.22 veranschau-
licht, wo wir eine homogene, zweidimensionale Ladungsverteilung in eine Metallplatte ein-
bringen. Diese externen Ladungen® resultieren in einer Polarisation P und damit dielektri-

(a) (b) induzierte [ ® F + + %+ + & % & + +
ﬂ E Ladungen P ﬂD E=0
externe [

+ 4+ +++F
+++++++

Abb. 11.22: Schematische Darstellung der Abschirmung von Ladungen in Metallen zur Veran-
schaulichung der Aquivalenz von dielektrischer Verschiebung und ¢*'(r) sowie elektrischem Feld
und ¢&(r). (a) Feldverteilung durch eine unendlich ausgedehnte homogene zweidimensionale La-
dungsverteilung. (b) Bei Einbringen der ,externen® Storladungen in ein Metall wird im Metall eine di-
elektrische Verschiebung D erzeugt, deren Quellen die externen Ladungen sind. Das elektrische Feld,
dessen Quellen sowohl die externen als auch die induzierten Ladungen sind, verschwindet.

++ + + + +
*+++++ gdungen

induzierte Pﬂ ﬂD E
Ladungen | 4 4 4 4 + +74 ++ + + +

+
+
E

34 Wir weisen darauf hin, dass extern nicht bedeutet, dass die Ladungen sich auf8erhalb des Metalls

befinden sollen, sondern als externe Storung in das Metall eingebracht werden.
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schen Verschiebung D in der Metallplatte, deren Quelle die externe Ladungsverteilung ist.
Das elektrische Feld im Innern der Metallplatte ist E = (D — P)/ey. Seine Quellen sind also
sowohl die externen Ladungen als auch die im Metall induzierten Ladungen, wodurch das
elektrische Feld nach Auflen verschwindet. Diese Betrachtung zeigt uns, dass wir ¢$<**(r) mit
der dielektrischen Verschiebung, und ¢&(r) mit dem elektrischen Feld assoziieren konnen.
Wir kénnen dann die allgemeine Definition der dielektrischen Funktion aus Abschnitt 11.1.1
tibernehmen und erhalten fiir den Zusammenhang zwischen ¢ (r) und ¢**(r) in Analo-
gie zu (11.1.8)

¢™'(q) = e(q) $***(q) . (11.7.4)

Hierbei haben wir der Einfachheit halber ein raumlich isotropes Medium angenommen, so
dass wir anstelle eines Dielektrizititstensors eine skalare dielektrische Funktion e(q) ver-
wenden konnen. Es gilt ferner

e(q):fd3re"q"e(r) (11.7.5)

3
€(f)=[(jﬂ(§3 e"%e(q) . (11.7.6)

Gleichung (11.7.4) zeigt, dass jede Fourier-Komponente ¢8°°(q) des Gesamtpotenzials der
um den Faktor 1/¢(q) abgeschwichten Fourier-Komponente ¢**'(q) des externen Potenzi-
als entspricht.

Wir wollen nun die Ladungsdichte p™¢(r) berechnen, die durch das Gesamtpotenzi-
al ¢8(r) im Elektronengas induziert wird. Wir nehmen dabei vereinfachend an, dass
¢#(r) und p™9(r) in linearer Weise zusammenhingen. Diese Annahme ist immer dann
gerechtfertigt, wenn ¢8(r) geniigend schwach ist. In diesem Fall kénnen wir den Zusam-
menhang zwischen ihren Fourier-Komponenten allgemein als

P (q) = x(q) $**°(q) (11.7.7)

schreiben. Wir miissen jetzt noch den Zusammenhang zwischen y(q) und e(q) herstellen.
Hierzu verwenden wir die Fourier-Transformierten der Poisson-Gleichungen (11.7.1) und
(11.7.3), die wir wie folgt ausdriicken konnen:

ext (

7’ ¢ (q) = 9 (11.7.8)

q°¢5°(q) = 'Dges(q)- (11.7.9)
€o

Ziehen wir diese beiden Gleichungen voneinander ab und verwenden p™™¥(q) = p&*(q) -
p'(q) sowie (11.7.7), so erhalten wir

eoq’ [¢5°(q) - ¢ (@)] = P (q) = x(q) $**(q) - (11.7.10)

Losen wir nach ¢8°(q) auf, so ergibt sich

$*(q) = M (11.7.11)
S (C))
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und schliefflich durch Vergleich mit (11.7.4)

ind
L p"(a) (11.7.12)

1
e(q)=1- of x(q)=1- o $5°(q)

€0

Aufgrund der gemachten Annahmen ist dieser Ausdruck fiir €(q) nur dann richtig, wenn
die duflere Stoérladung schwach genug ist, so dass das Elektronengas mit einer linearen Ant-
wort reagieren kann. Beziiglich der theoretischen Behandlung besteht dann das Problem
in der Berechnung von x(q). Hierzu gibt es zahlreiche Ansétze. Bekannte Beispiele sind
die Thomas-Fermi-Methode, bei der angenommen wird, dass die rdumliche Variation des
Storpotenzials langsam erfolgt und deshalb das Storpotenzial mit einer semiklassischen Na-
herung behandelt werden kann (vergleiche hierzu Abschnitt 9.1). Diese Methode hat den
Vorteil, dass sie nicht auf den Bereich kleiner Stérungen begrenzt ist. Die Lindhard-Metho-
de benotigt dagegen keine semiklassische Niherung, setzt aber voraus, dass die induzierte
Ladung nur in linearer Ordnung mit ¢5° zusammenhingt. Dann kann die Schrédinger-
Gleichung fiir die Kristallelektronen unter der Wirkung des Storpotenzials stérungstheore-
tisch geldst werden.

11.7.1.1  Thomas-Fermi Abschirmung

Um die Ladungsdichte bei Vorhandensein des Gesamtpotenzials ¢& = ¢! + ¢'"¢ zu erhal-
ten, miissen wir die Schrédinger-Gleichung

2

e V2V, (r) - ed®(r) Wi (r) = Ex ¥ () (11.7.13)
m
losen und koénnen dann mit den ermittelten Wellenfunktionen die Ladungsdichte zu
p8(r) = —e Xk |¥i(r)|* bestimmen.® In der Thomas-Fermi Niherung wird jetzt zur
Vereinfachung angenommen, dass ¢8°(r) sehr langsam als Funktion von r variiert. Dann
konnen wir in guter Naherung fiir die lokale E (k) Beziehung

h2k?
2m*

E(r,k) = — e (r) (11.7.14)
schreiben. Das heifit, die lokale Energie der Elektronen weicht von dem Wert fiir freie
Elektronen gerade um das lokale Gesamtpotenzial ab. Fiir eine positive Storladung wird
sie abgesenkt, fiir eine negative angehoben. Wir beschreiben dann die exakten Losungen
der Schrédinger-Gleichung niherungsweise mit einem System von Elektronen, das die
einfache Energieverteilung (11.7.14) besitzt. Die Thomas-Fermi Néherung ist natiirlich nur
dann zulissig, wenn wir die freien Elektronen als Wellenpakete auffassen, deren rdumliche
Ausdehnung nach unserer Diskussion in Abschnitt 9.1 wesentlich grofler als die Fermi-
Wellenldnge sein muss. Das Potenzial muss deshalb langsam im Vergleich zu Ag variieren.
Fiir die Fourier-Koeflizienten von y(q) bedeutet dies, dass wir uns auf q < kp beschrinken
miissen.

* Dies muss selbstkonsistent erfolgen, da das Gesamtpotenzials ¢ = ¢ + ¢"™ von der Ladungs-

verteilung und damit den Losungen der Schrodinger-Gleichung selbst abhéngt.
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Um die lokale Ladungsdichte zu erhalten, die mit einem Elektronensystem mit der Energie-
verteilung (11.7.14) zusammenhingt, miissen wir die lokale Elektronendichte n(r) berech-
nen. Diese ist durch das Integral der Zustandsdichte multipliziert mit der Besetzungswahr-
scheinlichkeit (Fermi-Funktion)

1 1 .
n(r) = 4703 f elE@l)=u] [y T + 1 d’k (11.7.15)

gegeben. Die lokal induzierte Ladungsdichte ist dann gerade durch die Differenz —e[n(r) —
1o ] gegeben, wobei 1y die homogene Ladungsdichte des ungestorten Systems ist. Da n(r) =
o[y + e¢8(r)] erhalten wir

p™(r) = —e {no[ﬂ " e¢geS(r)] - no(#)} . (11.7.16)

Diese Beziehung zwischen p'™?(r) und ¢#°(r) stellt das zentrale Ergebnis der nichtlinearen
Thomas-Fermi Theorie dar.

Im Folgenden werden wir nur die lineare Naherung der Thomas-Fermi Theorie diskutie-
ren. Fiir e << y konnen wir die Naherung no[p + e ] — no(u) ~ (9no/0p) =g, - €5
verwenden und erhalten

ony 2 D(EF)

pri(r) = -2 (ay)ﬂ_EF § () = —e? = g (), (117.17)

also einen linearen Zusammenhang zwischen p'™(r) und ¢8%(r). Hierbei haben wir die
Zustandsdichte D(Eg)/V = (0no/0u) 4=k, beim Fermi-Niveau verwendet. Vergleichen wir
dieses Ergebnis mit (11.7.7), so folgt

x(q) = —¢’ D(Er) (11.7.18)
%
und damit
2 D(E
e(q)=1+—— (Be) (11.7.19)
€0q |4

Benutzen wir den Thomas-Fermi Wellenvektor

2
ki=1/ e M (11.7.20)
€0 1%

so erhalten wir das einfache Ergebnis
k2
e(q) =1+ (11.7.21)
q

Wir sehen, dass fiir ¢ — 0 (langwelliger Grenzfall) die dielektrische Funktion €(q,0) — oo.
Aus Gleichung (11.7.4) folgt dann, dass fiir ¢ — 0 bei fest vorgegebenem ¢*' # 0 das Ge-
samtpotenzial ¢8°° — 0. Das heif3t, dass ein langwelliges dufleres Potenzial vollstindig durch
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Abb. 11.23: Zum Einfluss des Gesamtpo-
tenzials ¢*° durch eine Stérladung auf E
die Besetzung von Zustdnden in einem
dreidimensionalen freien Elektronengas.
Durch das Absenken der Elektronenener-
gie um —e¢®* an einem Ort r flielen freie
Elektronen aus der Umgebung an diesen
Ort. Thre Anzahl ergibt sich ndherungsweise
aus dem Produkt der Zustandsdichte D(y = p(g)d 0 D(E)™ D(EN \ / D(E)

Er) und der Energieverschiebung e¢®. 0

Elektronenverschiebungen abgeschirmt wird. Die charakteristische Abschirmlinge 1/k;
bezeichnen wir als Thomas-Fermi Abschirmlinge. Fiir Kupfer mit einer Zustandsdichte
D(Eg)/V =1.2x 102 cm™> eV~! ergibt sich 1/k, = 0.55 A. Die Thomas-Fermi Abschirm-
lange ist also fiir Metalle wegen ihrer hohen Zustandsdichte sehr klein. Fiir Halbleiter
ergeben sich wesentlich grofere Werte.

Wir kénnen das Ergebnis (11.7.21) qualitativ auch durch eine ganz elementare Uberlegung
ableiten. Wir gehen von einem Gesamtpotenzial ¢&°° am Ort r aus. Dann wird die potenziel-
le Energie der freien Elektronen relativ zu der Verteilung an einem Ort, an dem ¢#*° = 0, um
den Wert —e ¢ abgesenkt. Das bedeutet aber, dass sich das chemische Potenzial i dndern
miisste, wenn nicht Elektronen in dieses Gebiet hineinflieflen wiirden. Da aber im statio-
néren Gleichgewichtszustand das chemische Potenzial im ganzen Volumen konstant sein
muss, flieflen in der Tat Elektronen in dieses Gebiet hinein. Nach Abb. 11.23 ist jhre Zahl ftr
kleine ¢8°* gerade

D(E
Sn(r) = %egbges(r). (11.7.22)
Die Anderung der Elektronendichte entspricht einer Anderung der lokalen Ladungsdichte,
was wiederum zu einem Potenzial ¢4 (r) fithrt. Dieses muss die Poisson-Gleichung

ind es
V2¢ind(r) _ _p (r) _ _—eé‘n(r) _ ezD(EF)¢g (r) _ ksngges(l') (11.7.23)
€0 €0 €0V

erfiillen. Das heifit, wir erhalten wiederum das obige Ergebnis (11.7.17) und somit die glei-

chen Ausdriicke fiir k; und €(q).

11.7.1.2  Vertiefungsthema: Abschirmung in einem klassischem Gas

In einem klassischen Gas (z. B. Ladungstréger in einem Halbleiter mit Ep < kgT') kénnen
wir in (11.7.15) an Stelle der der Fermi-Verteilung eine klassische Maxwell-Boltzmann Ver-
teilung fup(E) = A(T) exp(—E/kgT) mit A(T) = (2mmnkgT)~>/? verwenden und erhalten

n(r) — no = ng A(T)e -4 @VkT _ 4 (7)o E/kaT

no ges
- , 11.7.24
et (1) (11724
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Wir erhalten dann die Debye-Hiickel-Formel*-*

K=

11.7.25
€0kBT ( )

Fithren wir eine Fermi-Temperatur Ty = Eg/kp ein und schreiben die Zustandsdichte als
[vergleiche hierzu (7.1.34)]
D(EF) 3 ng
Vo 2kgTy’
so sehen wir, dass unter der Annahme, dass die Elektronen eines freien Elektronengases ei-
ne sehr hohe Temperatur der Groflenordnung Tr haben, das quantenmechanische Ergebnis
(11.7.50) fiir die Abschirmlénge k, der klassischen Debye-Hiickel-Formel (11.7.25) dquiva-

lent ist. Dieser Zusammenhang ist evident, da die Fermionen des freien Elektronengases we-
gen des Pauli-Verbots ja Zustinde bis zu sehr hohen Energien kg Ty >> kg T besetzen miissen.

(11.7.26)

11.7.1.3 Abgeschirmtes Coulomb-Potenzial

Wir betrachten nun den Fall, dass wir in ein Metall oder einen Halbleiter ein Stératom mit
einer anderen Elektronenzahl einbringen. Ersetzen wir z.B. in einem metallischen Gitter
ein Cu-Ion durch ein Zn-Ion, dann bringen wir an dem Ort des Storatoms die Ladung +2e
anstelle von nur +e. Wir kdnnen dann das Stératom als eine Punktladung mit der effektiven
Ladung Q = +e in einem neutralen Untergrund behandeln.

Das Potenzial ¢$*** der Punktladung ist durch [vergleiche hierzu (11.7.8)]
€X' Q ex Q
() == bzw.  ¢™(q) =
r €0q’

gegeben. Mit der allgemeinen Beziehung ¢*'(q) =e(q) $¥°°*(q) und dem Ausdruck
(11.7.21) fiir e(q) erhalten wir

eso oy 9(q) Q
PO e R

Um den Potenzialverlauf im Ortsraum abzuleiten, miissen wir noch eine Fourier-Transfor-
mation durchfithren und erhalten

(11.7.27)

(11.7.28)

es r Q _g —ksr
¢ (r) = f (21'[)3 e €o(q® + k2) Tere

Dieses abgeschirmte Coulomb-Potenzial, das auch als Yukawa-Potenzial bezeichnet wird,
ist in Abb. 11.24 gezeigt. In der Umgebung des Ursprungs verhilt sich dieses Potenzial wie
dasjenige einer Punktladung. Mit wachsendem Abstand fllt es aber nicht mit 1/r, sondern
wesentlich stirker mit e %" ab. Die charakteristische Lange 1/k, wird auch Abschirmradius
genannt. Da 1/k; fiir Metalle im A-Bereich liegt, wird das Fremdatom von Elektronen au-
Berhalb weniger Vielfacher dieses Radius, also auSerhalb weniger Atomabstidnde nicht mehr
gesehen.

(11.7.29)

36 Petrus Josephus Wilhelmus Debye, siche Kasten auf Seite 226.

" Erich Armand Arthur Joseph Hiickel, geboren am 9. August 1896 in Berlin, gestorben am 16. Fe-

bruar 1980 in Marburg, deutscher Chemiker und Physiker.
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« ~(V/y) exp (—key )

0
S
/ (Y
—~ -1
<
(0]
<"
= 5
Abb. 11.24: Vergleich des abge-
schirmten und nicht abgeschirm- -3 0 s S 3 . .
ten Coulomb-Potenzials einer
statischen positiven Ladung. kr

Eine Anwendung der abgeschirmten Wechselwirkung ist die Beschreibung des elektrischen
Widerstands von gewissen Legierungen. Verunreinigen wir z. B. Cu mit Zn, Ga, Ge oder As,
so besitzen diese Storatome eine zusdtzliche Ladung von +e, +2e¢, +3e und +4e im Vergleich
zu Cu. Die Storatome streuen dann die Leitungselektronen von Cu, wobei die Wechselwir-
kung durch das abgeschirmte Coulomb-Potenzial (11.7.29) gegeben ist (vergleiche hierzu
(9.3.15) in Abschnitt 9.3.2).

11.7.2  Vertiefungsthema: Lindhard Theorie

Wir gehen von einem Gas freier Elektronen aus, das einer zeitabhidngigen Stérung unterliegt.
Wir setzen ferner voraus, dass die induzierte Ladungsdichte nur in linearer Ordnung mit ¢5°
zusammenhingt. Dann kann die Schrédinger-Gleichung (11.7.13) fiir die Kristallelektronen
unter der Wirkung des Stérpotenzials storungstheoretisch gelost werden, ohne sich auf den
semiklassischen Grenzfall (langsam variierendes Potenzial) beschrinken zu miissen.”®*® Das
Potenzial, das ein Elektron am Ort r zur Zeit ¢ sieht, soll durch

85 (g, t) = P8 e (AT-0t) =Pt (11.7.30)
¢ 0

gegeben sein. Wir betrachten also eine zeitlich oszillierende Stérung mit Wellenvektor q, die
mit einer Zeitkonstanten 3 mit der Zeit langsam abklingt.

Wirkt dieses Potenzial auf den Zustand [k) = exp{1(k-r+ E(k)t/h)}, so wird dieser Zu-
stand mit anderen Zustdnden gemischt, so dass die Wellenfunktion in

Wi (1, ) = [K) + cpuq (£) [k + q) (11.7.31)

% Jens Lindhard, geboren am 26. Februar 1922, gestorben am 17. Oktober 1997, dinischer theoreti-
scher Physiker.

¥ 1. Lindhard, On the Properties of a Gas of Charged Particle, Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 28, No.
8 (1954).
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tibergeht. Die Koeffizienten ¢ 4(t) kénnen wir stérungstheoretisch in erster Ordnung be-
rechnen zu

cona () = (k + q| ¢& k)
*q E(k+q) - E(k) - ho + 1hp

(/)ges e—zwte—ﬁt
~ E(k+q)-E(k) - ho+1hf "’

(11.7.32)

Dies folgt aus der zeitabhidngigen Schrédinger-Gleichung fir Wi (r, t), in der der ungestor-
te Hamilton-Operator mit den Eigenenergien E (k) durch die als klein angenommene St6-
rung ¢&(r, t) erweitert wurde.

Wir betrachten jetzt die Anderung der Elektronendichte aufgrund der Storung. Dabei neh-
men wir an, dass sich die Elektronen gegen einen gleichmafig geladenen positiven Unter-
grund bewegen. Wir erhalten dann

P 1) = e Y (I ) - 1)
k
_ ez [{e—zk-r + Cz+q(t)e—t(k+q)-r} {ezk-r " Ck+q(t)el(k+q)-r} _ 1]
k

2ey [creq()e' VT + iy (H)e'97] (11.7.33)
k

Hierbei haben wir Terme in |c|* bereits vernachlissigt und die Summe liuft iiber alle besetz-
ten Elektronenzustinde.

Da p'"d(r, t) reell sein muss, ergibt die Storung (11.7.30) zwei unterschiedliche Ladungssto-
rungen, namlich eine, die mit der Storung in Phase und eine die gegenphasig ist. Allerdings
miissen wir auch berticksichtigen, dass die Stérung reell ist. Wenn wir deshalb in (11.7.30)
das konjugiert komplexe, ¢8°*(r,t) = ¢p§= e7'9Te*'“! e P!, dazu addieren, so ergibt sich,
dass die Dichteschwankungen der Storung in Phase folgen:

' §es ges
p(r ) =e 3 {E(k+q)—E(k)—hw+zhﬁ " E(k—q)—E(k)+hw—zhﬂ}

% ezq~re*lw1‘e*/3f +c.c.. (11.7.34)

Um dieses Ergebnis noch etwas zu verallgemeinern, wollen wir noch die Besetzungswahr-
scheinlichkeit fo(k) fiir den Zustand |k) im ungestdrten System einfithren. Fiir ein Metall
wire dies z. B. die Fermi-Verteilungsfunktion. Nennen wir im zweiten Term von (11.7.34)
den Summationsindex k in k + q um, so lésst sich die Summe wie folgt schreiben:

in _ es fo(k)_fo(k+Q) xeldTe 10t =pt .
p(e 1) = edy Zk:{E(k+q)—E(k)—hw+zhﬂ} ) Mree.

(11.7.35)

Die Summe lduft dabei iiber alle Zustinde |k), also besetzte und unbesetzte Zustinde.
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Wir kénnen nun diese Ladungsdichte dazu benutzen, um mit Hilfe der Poisson-Gleichung

epind(r, t)
€o

V2 (r,t) = (11.7.36)

das zugehorige Potenzial ¢'"d(r,t) auszurechnen. Wir koénnen annehmen, dass sich
¢'"4(r, t) zeitlich und raumlich wie p™(r, t) dndert, d. h.

¢"(r 1) = gl et e P v e (11.7.37)

Setzen wir diesen Ausdruck zusammen mit (11.7.35) in die Poisson-Gleichung ein, so erhal-
ten wir

_q2¢i)nd _ _62‘/’%% Z fo(k) - fo(k+q)

€0 ‘% E(k+q)-E(k)-hw+1hp (11.7.38)

und damit das Potenzial, das die durch das urspriingliche Storpotenzial ¢*° erzeugte La-
dungsschwankung hervorruft, zu

ind _ i fo(k)—fo(k+Q) es
Od_{qzeo Zk:E(k-rq)—E(k)—hw+zh[3} 0 (11.7.39)

Dieses neue Potenzial muss jetzt aber selbst wieder als Stérung fiir die Elektronenverteilung
mitgerechnet werden. Um unsere Rechnung selbstkonsistent zu machen, miisste die ange-
nommene Storung ¢&* den Beitrag ¢'" schon enthalten haben, d. h. es muss

¢ES (1, 1) = ¢ (1, 1) + ¢ (1, 1) (11.7.40)

gelten, wobei ¢! (r, t) jetzt das tatsichliche duflere Potenzial ist, das wir in Gedanken an-
gelegt haben. Nehmen wir fiir dieses wiederum die Form

¢ (r, 1) = g e T e e Pl e (11.7.41)

an, dann erhalten wir aus (11.7.41) und (11.7.40)

2
ges ext e fO (k) ~ fO (k + q) ext
- — 11.7.42
0 0 +{q260 zk:E(k+q)—E(k)—hw+zhﬁ 0 (11.742)
beziehungsweise
s ext
0 = e(qow) (11.7.43)
mit
2 —
(qu)=1+—7 folk) = folk + @) (11.7.44)

q%¢0 5 E(k+q) - E(k) — hw + 1hB "

Diese Ausdriicke entsprechen den oben fiir den statischen Fall (w = 0) erhaltenen Ergebnis-
sen (11.7.11) und (11.7.12). Wir sehen, dass wiederum das effektive Potenzial, das auf die
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Elektronen wirkt, nicht das angelegte externe Potenzial ¢§*' ist, sondern vielmehr das ange-
legte Potenzial dividiert durch die dielektrische Funktion €(q, ), die von der Frequenz und
vom Wellenvektor der angelegten Stérung abhéngt. Dieses Ergebnis haben wir zunichst nur
fiir eine Fourier-Komponente abgeleitet. Da wir aber in den einzelnen Schritten die Glei-
chungen linearisiert haben, konnen wir die Wirkung verschiedener Fourier-Komponenten
einfach aufsummieren. Stellen wir ¢**'(r, t) als Fourier-Integral

¢ (1, 1) = [f ¢ (q,w) ' e d*g dw (11.7.45)

dar, dann kénnen wir das effektive Potenzial, das ein Elektron spiirt, angeben als

ext
¢ (r,t) = [[¢((q’ el e dPqdw . (11.7.46)
e(qw

Dieser Ausdruck ist als Lindhardsche Niherung fiir die dielektrische Funktion bekannt. Wir
werden diese Naherung in den folgenden Abschnitten zur Beschreibung einiger physikali-
scher Phianomene benutzen.

11.7.2.1 Langwelliger, statischer Grenzfall

Wir erwarten, dass wir als langwelligen statischen Grenzfall der Lindhard-Theorie das Er-
gebnis der linearisierten Thomas-Fermi Abschirmung erhalten. Um dies zu zeigen, betrach-
ten wir eine statische Stérung (w = 0) und diskutieren zunéchst die Form von €(q,0) in der
Néhe von q = 0 (langwelliger Bereich). Wir kénnen (11.7.44) ndherungsweise auswerten,
wenn wir

E(k+q) - E(k) ~ q- VkE(k) (11.7.47)

schreiben und die Tatsache benutzen, dass fo(k) nur von E (k) abhéngt:

fo(k) - fo(k+q) ~ —q- an; ViE(K) . (11.7.48)

Die Summation iiber k in(11.7.44) schreiben wir als Integral, wobei wir beachten miissen,

dass wir sowohl iiber die besetzten als auch die unbesetzten Zustinde aufintegrieren miissen.
Fiir w = 0 und g = 0 erhalten wir

e(q,o)—1+—fd3k 2(1) LYREK) VkE(k)( 8fo)

q- ViE(K)
L D(E) ( dfo
=1 de v ( aE)' (11.7.49)

Da wir ( ) 0(E - Eg) benutzen kdnnen, ergibt das Integral gerade die Zustandsdichte
bei der Ferml Energie und wir erhalten

D(Ep)e? 1 2 D(Eg)e?
e(q,0)=1+ﬂ—=l+k—s mitkf:m

11.7.50
eV ¢ q? eV ( )
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Dieses Ergebnis entspricht gerade dem Ausdruck (11.7.21), den wir im Rahmen der linea-
risierten Thomas-Fermi Theorie abgeleitet haben. Die Lindhard-Beschreibung geht also im
langwelligen Grenzfall tatsichlich in die Thomas-Fermi-Beschreibung tiber.

Fir T = 0 kann die Integration in

2 3 _
e(q,O) = 1+27 fﬂM (11.7.51)
q*€o 4 q-VkE(k)
explizit ausgefiihrt werden und wir erhalten
2 2
(q,0)=1+° ?(EF) L mit x = 1. (11.7.52)
q’eV |2 4x 1-x 2kg

Der Ausdruck in Klammern, der fiir x = 0 gleich eins wird, stellt gerade die Lindhard-
Korrektur zum Thomas-Fermi Ergebnis (11.7.21) dar.

11.7.2.2 Friedel- und Ruderman-Kittel-Oszillationen

Analysieren wir (11.7.52), so sehen wir, dass die dielektrische Funktion fiir g = 2k nicht
analytisch ist. Es kann gezeigt werden, dass als direkte Konsequenz daraus das abgeschirmte
Coulomb-Potenzial einer Punktladung einen Term besitzt, der bei T' = 0 die Ortsabhéngig-
keit

1
¢¥(r) o< — cos2kgr (11.7.53)
r

besitzt. Je nach Zusammenhang werden diese Oszillationen als Friedel-Oszillationen oder
Ruderman-Kittel-Oszillationen bezeichnet.

11.7.3  Vertiefungsthema: Abschirmung von Phononen in Metallen

Wir wollen in diesem Abschnitt noch einige spezielle Aspekte der Abschirmung von Pho-
nonen in Metallen diskutieren. Dabei ist es interessant, die gesamte dielektrische Funktion
€ in Beziehung zu setzen zu der dielektrischen Funktion €, der Elektronen, €;,, der Ionen
und €4 der Ionen, die von einer Elektronenwolke abgeschirmt werden (dressed ions). Mit
der Beziehung (11.7.43)

(pext
e(q @)

zwischen dem effektiv wirkenden Potenzial ¢$8°° und dem von auflen angelegten Potenzial V
kénnen wir folgende Betrachtungsweisen machen:

¢ges _

1. Das Medium besteht nur aus Elektronen und die Ionen werden als externe Quellen be-
trachtet. In diesem Fall gilt

€1 pEs = ™ 4 ¢l (11.7.54)

Hierbei kann ¢ + ¢'°" als effektives dufleres Potenzial betrachtet werden.
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2. Das Medium besteht nur als Ionen und die Elektronen werden als externe Quellen be-
trachtet. In diesem Fall gilt

€ion$5%° = ¢ + ¢° . (11.7.55)

Addieren wir (11.7.54) und (11.7.55), so erhalten wir mit ¢&* = ¢**'/e und unter Benut-
zung der Tatsache, dass ¢°** + ¢'°" + ¢¢! = 8, die Beziehung

€=¢€e +€jion—1. (11.7.56)

3. Das Medium besteht aus abgeschirmten Ionen, die nicht das duflere Potenzial sehen, son-
dern das durch die Elektronen abgeschirmte duflere Potenzial. Hier gilt

¢ext
€qpEs = T— . (11.7.57)
€el

Das heif3t, die Antwort eines Metalls auf ¢**' kann als die Antwort von abgeschirmten
Tonen auf das Potenzial ¢! /e, betrachtet werden. Mit € = ¢°*'/$8* folgt

1 1 1
. — (11.7.58)
€ €4 €l
Da (11.7.56) und (11.7.58) natiirlich dquivalent sein miissen, folgt
1
ea=1+— (eon—1). (11.7.59)
€el

Wir benutzen nun wiederum Néherungen, um fiir einige Grenzfille Abschitzungen machen
zu konnen. Als erstes berticksichtigen wir, dass in Metallen die Schallgeschwindigkeit v,
klein gegeniiber der Fermi-Geschwindigkeit vy ist und die Elektronen deshalb der Bewe-
gung der Ionen quasi-instantan folgen kénnen. Wir kénnen deshalb fiir die Elektronen die
statische dielektrische Funktion

k2
€a(q,0) =1+ = (11.7.60)
q

verwenden. Fiir die Ionen kénnen wir, vorausgesetzt dass sie sich unabhéngig voneinander
bewegen, die Ndherung

2

. n(Ze)?
Eion(O,w)zl—w—g mit QIZJ: (Ze)

€0M

(11.7.61)

benutzen, wobei die Plasmafrequenz jetzt durch die schwerere Ionenmasse M und die La-
dungszahl Z der Ionen bestimmt wird. Wir erhalten somit fiir die gesamte dielektrische
Funktion
QF k2
€(q, ) = €a(q,0) + €on(0,w) —1=1- —5 + = (11.7.62)
OEg



636 11 Dielektrische Eigenschaften

und fiir die abgeschirmten Ionen

2
Q21+ %) ok
LA AES Wi 5 (11.7.63)

ea(qw)=1- 5
w

—~ 2
Den Ausdruck Q7 = Q3 /(1 + X ) kénnen wir als eine q-abhingige Plasmafrequenz der ab-
geschirmten Ionen auffassen. getzen wir den Ausdruck (11.7.63) in (11.7.58) ein, so ergibt
sich der zu (11.7.62) dquivalente Ausdruck

1 1 2
_ - il _ (11.7.64)
e(gw) |1+ &) \@*-Qi(q)

11.7.3.1 Longitudinale akustische Phononen

Grenzfall niedriger Frequenzen: Longitudinale akustische Phononen stellen longitudina-
le Eigenschwingungen dar, fiir die € = 0 gelten muss. Fiir kleine q und w kénnen wir ferner
die eins in (11.7.62) vernachlissigen und wir erhalten (fiir Z = 1)*

2 2
5 ne: , ne” 2¢Ep , m

2 2
w? = = -2 11.7.65
oMz T oM 2ner 1 T 3m H ( )

. m
w=veq mit v = e VE. (11.7.66)

Dieser als Bohm-Staver-Beziehung®' bekannte Zusammenhang beschreibt gerade die Dis-
persion von langwelligen akustischen Phononen. Da m/M ~ 107*-107°, erwarten wir ei-
ne Schallgeschwindigkeit, die etwa 100mal kleiner als die Fermi-Geschwindigkeit ist. In
Alkali-Metallen stimmt dieses Ergebnis sehr gut mit der experimentell beobachteten Schall-
geschwindigkeit tiberein. Fiir Kalium erhalten wir aus (11.7.66) die Schallgeschwindigkeit
vs = 1.8 x 10> m/s. Die experimentell bei 4 K in [100]-Richtung beobachtete Schallgeschwin-
digkeit betragt v; = 2.2 x 10> m/s.

oder

Grenzfall hoher Frequenzen: Es gibt noch eine weitere Nullstelle der Funktion ¢(q, )
von positiven Ionen, die in einen Elektronensee eingebettet sind. Fiir hohe Frequenzen, die
allerdings immer noch gentigend weit unterhalb der Plasmafrequenz liegen, kénnen wir den
elektronischen Beitrag mit €. (w,0) ~ 1 — a)lzD /w? annihern und wir erhalten

w

QZ 2
(0, w) :1—w—§—w—f2’. (11.7.67)

0 Wir benutzen k? = D(Er)e?/eoV und D(Eg)/V = 3n/2Ep sowie Ex = mvi /2.

' D. Bohm, T. Staver, Application of Collective Treatment of Electron and lon Vibrations to Theories of
Conductivity and Superconductivity, Phys. Rev. B 84, 836 (1950).
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Dieser Ausdruck besitzt eine Nullstelle fir
2
0= 22 (11.7.68)
GO‘M
wobei1/y = 1/M + 1/mund w,* die Plasmafrequenz des Elektronengases ist, allerdings mit
der reduzierten Masse y aufgrund der Mitbewegung der Ionen.

11.7.3.2  Effektive Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Wir haben in Abschnitt 11.7.1.3 bereits gesehen, dass die Coulomb-Wechselwirkung in ei-
nem Metall stark abgeschirmt wird. Das abgeschirmte Coulomb-Potenzial ist dabei gegeben
durch

Q Q

= ) 11.7.69
€i€oq®  €o(k? +g?) ( :

4 (a) =

Hier ist aber nur die Abschirmung der Elektronen enthalten. Wir beriicksichtigen jetzt zu-
satzlich die Ionen, indem wir in (11.7.69) anstelle von €. den Ausdruck (11.7.64) benutzen,
in dem die Ionen enthalten sind. Wir erhalten dann

Q Q (1 02(q) )

= = + = 11.7.70
e(qw)eoq®  eo(k2 +q?) w? - Q3(q) ( )

$**(q )

Die Auswirkung der Ionen ist also durch den Korrekturterm O2(q)/(w? - O2(q)) gegeben,
der von der Frequenz und vom Wellenvektor abhingt. Die Frequenzabhéngigkeit folgt dabei
aus der langsamen Reaktion der tridgen Ionen. Wir sprechen von einer retardierten Wech-
selwirkung. Wir konnen folgende Fille unterscheiden:

1. Falls S~)p(q) < Qp (Qp = Debye-Frequenz) und die Energiedifferenz hiw = E — Ey der
wechselwirkenden Elektronen grof’ gegen 1Qp ist (d. h. Ex — Er > hﬁp (q)), spielt der
Korrekturterm keine Rolle. Wir sehen, dass nur Elektronen mit Energien im Bereich
+hQp um die Fermi-Energie von den Gitterschwingungen beeinflusst werden.

2. Falls O »(q) < Qp und die Energiedifferenz fiw = Ex — Eiv der wechselwirkenden Elek-
tronen kleiner als #Qp ist (d. h. Ey — By < hQ »(q)), hat der Korrekturterm durch die
Ionen ein zum elektronischen Beitrag entgegengesetztes Vorzeichen. Wir sprechen von
einem ,,Overscreening’, das zu einer effektiv anziehenden Wechselwirkung von Elektro-
nen mit q =k -k’ und hw = Ex — Ey fithren kann. Diese Wechselwirkung ist fiir die
Supraleitung von zentraler Bedeutung.

11.7.4 Polaronen

In vielen iiberwiegend kovalent gebundenen Materialien konnen Elektronen und Locher in
sehr guter Ndherung dadurch beschrieben werden, dass sie sich durch einen Kristall bewe-
gen, dessen Atome an einem festen Ort eingefroren sind. Natiirlich streuen sie an Phono-
nen, aber falls diese bei tiefen Temperaturen ausgefroren werden, wird tiblicherweise jegli-
che Auslenkung der Ionenriimpfe vernachlassigt. Diese Beschreibung ist fiir ionische oder
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stark polare Festkorper (z.B. II-VI-Halbleiter, Oxide, Alkali-Halogenide) unzureichend, bei
denen die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Leitungselektronen und den Gitterio-
nen zu einer starken Elektron-Phonon-Wechselwirkung fithrt. Diese fithrt dazu, dass selbst
bei Abwesenheit von realen Phononen ein Elektron immer von einer lokalen strukturel-
len Verzerrung umgeben ist, die wir als Wolke virtueller Phononen auffassen konnen. Das
heifit, Elektronen erzeugen bei ihrer Bewegung durch das Kristallgitter in ihrer Umgebung
eine endliche elektrische Polarisation und strukturelle Verzerrung. Benachbarte Elektronen
werden wegen ihrer gleichnamigen Ladung abgestoflen, wihrend die positiven Atomriimp-
fe angezogen werden. Die ein Elektron umgebende Polarisations- und Phononenwolke be-
wegt sich zusammen mit dem Elektron und fithrt damit zu einer Erhohung dessen effektiver
Masse. Das neue Quasiteilchen, das aus Elektron und der es umgebenden Polarisationswol-
ke besteht, bezeichnen wir als Polaron. Streng genommen sollten wir von einem Ladungs-
polaron sprechen, da es auch Quasiteilchen gibt, bei denen ein Elektron von einer Spin-
Polarisationswolke oder einer orbitalen Polarisationswolke umgeben ist. Wir sprechen dann
von Spin-Polaronen oder orbitalen Polaronen. In manchen Fillen treten auch Mischungen
dieser Polaronen auf. Wir weisen hier darauf hin, dass Polaronen fermionische Quasiteilchen
sind und nicht mit Polaritonen verwechselt werden sollten. Letztere sind als hybridisierte
Zustinde von Photonen und optischen Phononen bosonische Quasiteilchen.

Das Konzept des Polarons wurde bereits 1933 von Lev Landau eingefiihrt,42 um die Bewe-
gung eines Elektrons in einem dielektrischen Kristall zu beschreiben, in dem sich die Atom-
rimpfe aus ihren Gleichgewichtspositionen bewegen, um die Ladung des Elektrons abzu-
schirmen. Dieses Konzept wurde dann erweitert, um andere Wechselwirkungen zwischen
Elektronen und Ionen in Metallen zu beschreiben, die zu gebundenen Zustidnden oder einer
Absenkung der Energie im Vergleich zu einem nicht-wechselwirkenden System fithren.”*
Da Polaronen fiir das Verstindnis zahlreicher Materialeigenschaften, wie z.B. der Ladungs-
tragerbeweglichkeit in Halbleitern oder der optischen Leitfahigkeit von polaren Materialien
wichtig sind, stellen sie bis heute ein wichtiges Forschungsthema dar.*® So genannte Bipo-
laronen, die aus zwei Elektronen mit entgegengesetztem Spin und einer gemeinsamen Pho-
nonenwolke bestehen, wurden als mégliche Kandidaten fiir die Erklarung der Supraleitung
in den Kupratsupraleitern diskutiert.® Bipolaronen sind dhnlich zu Cooper-Paaren in der
BCS-Theorie (vergleiche Kapitel 13) hinsichtlich der Tatsache, dass in beiden Fillen zwei
Elektronen durch den Austausch virtueller Phononen einen Bindungszustand eingehen. In
der BCS-Theorie findet diese Paarung allerdings im k-Raum, bei den Bipolaronen dagegen
im Ortsraum statt.

Bei der Klassifizierung von Polaronen unterscheiden wir zwischen kleinen und grofen Po-
laronen. In Materialien, in denen der Radius eines Polarons wesentlich grofler als die Git-

# L.D. Landau, Uber die Bewegung der Elektronen im Kristallgitter, Phys. Z. Sowjetunion 3, 644-645

(1933).

H. Frohlich, H. Pelzer, S. Zienau, Properties of Slow Electrons in Polar Materials, Phil. Mag. 41,
221-242 (1950).

4 Y. Frohlich, Electrons in Lattice Fields, Adv. Phys. 3, 325 (1954).

J. T. Devreese, A.S. Alexandrov, Fréhlich Polaron and Bipolaron: Recent Developments, Rep. Prog.
Phys. 72, 066501 (2009).

A.S. Alexandrov, N. Mott, Polarons and Bipolarons, World Scientific, Singapore (1996).
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terkonstante ist, sprechen wir von grofen Polaronen. Sie werden hiufig auch als Frohlich-
Polaronen bezeichnet. In einem Polaron sitzt das Elektron in einer Potenzialmulde, die durch
die Verschiebung der es umgebenden Ionen gebildet wird. In einigen Materialien ist Form
und Tiefe dieser Potenzialmulde so ausgebildet, dass das Elektron in einem sehr kleinen Vo-
lumen, das in etwa nur einer Gitterzelle entspricht, eingefangen ist. Wir sprechen in diesem
Fall von kleinen Polaronen. Eine schematische Darstellung von grofien und kleinen Polaro-
nen ist in Abb. 11.25 gezeigt.

Zur Beschreibung von grof3en Polaronen wurde von Frohlich folgender Hamilton-Operator
vorgeschlagen:

_ t ¥
H=) ely ,Cko+ ), hQ4qrb) bar
k,o q,r

Hel Hpn
+ Z y(o.k, q,r)hQq,, (clt)gck_q,gbq,, + c;_q,gck,gb;,) . (11.7.71)
k,0,q,r

Hel—ph

Dabei wird angenommen, dass die Elektronenwellenfunktion tiber viele Ionen ausgedehnt
ist, welche alle leicht aus ihrer Gleichgewichtsposition ausgelenkt sind. Wir sehen, dass der
Hamilton-Operator aus der kinetischen Energie der Elektronen besteht (die Operatoren clTw
bzw. ¢k, erzeugen bzw. vernichten ein Elektron mit Energie &, und Spin o, der Operator
cltygck,(, ist der Teilchenzahloperator), der Energie des Phononensystems und einem Wech-
selwirkungsterm besteht. Die Energie des Phononensystems erhalten wir durch Aufsum-
mieren iber alle Wellenvektoren q und Polarisationen r (die Operatoren b:;,r bzw. bg,, er-
zeugen bzw. vernichten ein Phonon mit Energie 7Q)q , und Polarisation r). Der Wechselwir-
kungsterm enthilt Beitrige, bei denen ein Phonon mit Energie 7Q)y ., Wellenvektor q und
Polarisation r erzeugt und ein Elektron vom Zustand k in den Zustand k — q gestreut wird
(o< Cl—q,gck,abg,r) bzw. bei denen ein Phonon mit Energie 7Q ,, Wellenvektor q und Pola-
risation r vernichtet und ein Elektron vom Zustand k — q in den Zustand k gestreut wird
(o< c;;gck_q,gbq,,). Die exakte Form der Grofie y hingt vom Material und den beteiligten
Phononen ab. Die Stirke der Elektron-Phonon-Wechselwirkung wird durch den von Fréh-
lich eingefiithrten dimensionslosen Parameter « beschrieben (siehe Tabelle 11.5). Er betrégt
etwa zweimal die Zahl der Phononen in der ein Elektron umgebenden Phononenwolke. Wir
erwarten deshalb, dass polaronische Effekte signifikant werden, wenn « in der Groflenord-
nung von eins oder grofSer ist.
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Tabelle 11.5: Elektron-Phonon-Kopplungskonstante « einiger Materialien (nach J. T. Devreese, Po-
larons, in R.G. Lerner, G.L. Trigg, Encyclopedia of Physics (3. Auflage), Wiley-VCH, Weinheim,
S. 2004-2027 (2005).

Material ~ InSb InAs GaAs GaP CdTe Cds AgCl a-AlL O3

o 0.023 0.652 0.008 0.20 0.29 0.53 1.84 2.40
Material KI TIBr KBr RbI CdF, KC1 Csl Sr, TiO3
o 2.50 2.55 3.05 3.10 3.20 3.44 3.67 3.77

Die effektive Masse eines Polarons ist grof8er als die Bandmasse 1, eines Elektrons, da das
Elektron ja zusitzlich die Gitterverzerrung bzw. die es umgebende Phononenwolke mit-
schleppen muss. Es gibt leider keine genauen Formeln fiir die Beschreibung des Massenzu-
wachses. Nach einer von Richard Feynman entwickelten Ndherung konnen wir die effektive

Masse von groflen Polaron schreiben als*>*
* @ 2 N
m" ~my |1+ . +0.025« fiir a <1 (11.7.72)
m”™ ~my (1+0.02a*) fir a>1 (11.7.73)

Die theoretische Analyse von kleinen Polaronen benétigt ab initio Rechnungen, welche die
Bewegung jedes einzelnen Atoms in der unmittelbaren Umgebung des Elektrons berticksich-
tigen. Wir wollen darauf hier nicht naher eingehen. Die Bewegung von kleinen Polaronen
kann meist durch ein thermisch aktiviertes Verhalten mit einer Beweglichkeit

1 Wpol
p(T) o< Texp( 2kBT) (11.7.74)
beschrieben werden, die einer Arrhenius-artigen Temperaturabhiangigkeit folgt. Hierbei ist
Wpor die Bindungsenergie des Polarons. Durch Energieaufnahme aus dem Wirmebad, ei-
nem dufleren Strahlungsfeld oder durch eine angeschlossene Spannungsquelle konnen die
kleinen Polaronen aus ihrer lokalen Potenzialmulde in eine benachbarte hiipfen. Aufein-
anderfolgende Hiipfprozesse sind iiblicherweise unkorreliert, d.h. der Transfer von kleinen
Polaronen zwischen Gitterplitzen ist inkohdrent und folgt dem durch (11.7.74) beschriebe-
nen aktivierten Verhalten. Prinzipiell ist bei sehr tiefen Temperaturen auch eine kohdrente
Bewegung von kleinen Polaronen durch quantenmechanisches Tunneln méglich. Sie ist al-
lerdings sehr langsam und aufgrund von Unordnungeffekten unterdriickt.

11.7.5 Vertiefungsthema: Metall-Isolator-Ubergang

Wir betrachten einen Festkorper, der aus Atomen aufgebaut ist, die eine ungerade Anzahl
von Elektronen besitzen (z. B. Wasserstoft oder Natrium). Wir haben in Kapitel 8 gelernt,

7 R.P. Feynman, Slow Electrons in a Polar Crystal, Phys. Rev. 97, 660-665 (1955).

® J.T. Devreese, Polarons, in Digital Encyclopedia of Applied Physics, edited by G. L. Trigg (Wiley,

online, 2008).



11.7 Elektron-Elektron-Wechselwirkung und Abschirmung in Metallen 641

dass sich bei einem Uberlapp der Elektronenwellenfunktionen der Atome Binder ausbilden
und bei einer ungeraden Elektronenzahl das oberste gefiillte Band gerade halb gefullt ist.
Wir erhalten somit ein Metall und zwar anscheinend unabhingig davon, wie weit die Atome
voneinander entfernt sind bzw. wie stark der Uberlapp der Wellenfunktionen ist. Dies ist
allerdings nicht ganz richtig, da wir bei unserer Betrachtung die Elektron-Elektron-Wech-
selwirkung vollig vernachléssigt haben.

Wir beginnen unsere Betrachtung mit einem metallischen Zustand, in dem ein Leitungs-
elektron ein abgeschirmtes Coulomb-Potenzial

¢ (r) = -% ek (11.7.75)
0

von jedem, in unserem Beispiel einfach geladenen (Q = e) Ion sieht. Fiir die Thomas-Fermi
Abschirmlange konnen wir schreiben

30,2 3 n 2
D(Ep)e*  35¢  :0FamGeaht "
_ (Er)e _ 2B _ 2(B)2m)@rn) T 3‘939717 , (11.7.76)
EoV €o €o as

k2

wobei wir die Fermi-Energie Ey = h>(3n2n)*/*/2m eines Elektronengases und den Bohr-
schen Radius ap = 4megh*/me? verwendet haben.

Wir miissen nun noch iiberlegen, bis zu welchem Wert des Abschirmparameters k; das Po-
tenzial (11.7.75) gebundene Zustinde besitzt. Es kann gezeigt werden,” dass dies genau dann
der Fall ist, wenn k; < 1.19/ag. Driicken wir dies mit Hilfe der Elektronendichte aus, so er-
halten wir

n'3 142
3.939— < = (11.7.77)

ag a3
Da fiir ein einfaches kubisches Gitter n =1/ a’, erhalten wir hier einen kritischen Ab-
stand a. = 2.78ap. Wird dieser Abstand iiberschritten, so werden die Leitungselektronen
im abgeschirmten Coulomb-Potenzial gebunden und wir erhalten einen Isolator. Fiir a < a.
sind dagegen gebundene Zustande nicht méglich. Die Elektronen sind delokalisiert und wir
erhalten ein Metall. Das heifit, wir erhalten bei a = a. einen Metall-Isolator-Ubergang.**”'

Der Metall-Isolator-Ubergang kann experimentell beobachtet werden, wenn ein Halblei-
ter immer stirker dotiert wird. Fiir mit P dotiertes Si wurde ein Metall-Isolator-Ubergang
bei einer kritischen Konzentration n. = 3.74 x 10'® cm™> beobachtet.”> Nehmen wir fiir den

* EJ. Rogers, H. C. Graboske, D. . Harwood, Bound Eigenstates of the Static Screened Coulomb Po-

tential, Phys. Rev. A 1, 1577 (1970).

Von N.E Mott wurde bereits frith ein Metall-Isolator-Ubergang fiir a = 4.5 as vorhergesagt
(N. E Mott, Proc. Roy. Soc. London A 382, 1 (1980); siche auch Metal-Insulator Transitions, Taylor
& Francis, Bristol, 2. Auflage (1990)).

P.P. Edwards, C.N.R. Rao (Hrsg.), Metal-Insulator Transitions Revised, Taylor & Francis, Bristol
(1995).

2 T F. Rosenbaum, R.E. Milligan, M. A. Paalanen, G. A. Thomas, R. N. Bhatt, Metal-insulator transi-
tion in a doped semiconductor, Phys. Rev. B 27, 7509-7523 (1983).
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Radius des Grundzustands des Donators in Si den Wert ag = 3.2 x 1077 ¢cm an (vergleiche
Abschnitt 10.1.3), so ergibt das Kriterium (11.7.77) den Wert a. = 1.44 x 10~ cm. Fiir ih-
re Dichte ergibt sich dann (wir nehmen der Einfachheit halber ein kubisches Gitter an)
ne~1/a2 =0.33 x 10'® cm™2. Dieser Wert liegt zwar betrichtlich niedriger als der experi-
mentell beobachtete Wert, unsere grofienordnungsmaflige Abschétzung ldsst aber eine bes-
sere Ubereinstimmung auch nicht erwarten.

11.7.6  Elektron-Elektron-Wechselwirkung
und Theorie der Fermi-Flussigkeit

Die oben gemachte Betrachtung zur Dielektrizititskonstante eines Metalls ist nur eine grobe
Néherung der realen Situation. Ein wesentlicher Schritt der in Abschnitt 11.7.2 gemachten
Diskussion war die Annahme, dass die verschiedenen Fourier-Koeffizienten des Potenzials
alle unabhéngig voneinander sind. Dieses Vorgehen wird auch als Random Phase Approxi-
mation bezeichnet, da zwischen den einzelnen Fourier-Komponenten keine Phasen-Korre-
lationen bestehen. Diese Grundannahme steckt meist auch in tiefergehenden Betrachtun-
gen, auf die wir hier nicht eingehen wollen.

Unsere Uberlegungen haben gezeigt, dass die langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den Leitungselektronen in Metallen zu einer abgeschirmten Wechselwirkung ab-
geschwicht wird. Die Elektronen bilden aber nicht nur Ladungswolken um Fremdatome und
schirmen deren Feld in grofler Entfernung ab, sondern auch um sich selbst. Jedes Elektron
tithrt sozusagen eine eigene Ladungswolke mit sich. Diese ist positiv, da ein Elektron ef-
tektiv andere Elektronen aus seiner unmittelbaren Umgebung wegdrangt (vergleiche hierzu
Abschnitt 12.5.6.1, wo eine Diskussion unter Beriicksichtigung des Spins gefiihrt wird). Fiir
die Beschreibung des Elektrons mit umgebender Lochwolke ist natiirlich eine komplizierte
Wellenfunktion notwendig. Allerdings zeigt sich, dass sich das Gesamtgebilde aus Elektron
und Ladungswolke wie ein Teilchen mit Ladung e verhilt und der Einfluss der mitgeftihrten
Ladungswolke (also die Wechselwirkung mit allen anderen Elektronen) durch eine effektive
Masse m* beriicksichtigt werden kann. Die Tatsache, dass das Elektron die positiv geladene
Ladungswolke mitschleppen muss, fithrt zu einer Erhohung der effektiven Masse eines Elek-
trons, die fiir Alkali-Metalle typischerweise etwa 25% betrigt. Die Auswirkungen der Elek-
tron-Elektron-Wechselwirkung werden tiblicherweise im Rahmen der Landau-Theorie der
Fermi-Fliissigkeiten®>*> beschrieben. Das Ziel dieser Theorie ist, den Wechselwirkungen
im Elektronensystem Rechnung zu tragen. Wir bezeichnen allgemein ein Gas nicht-wech-
selwirkender Fermionen als Fermi-Gas und ein System aus wechselwirkenden Fermionen
als Fermi-Fliissigkeit.

Die Tatsache, dass wir ein System von wechselwirkenden Elektronen als ein System nicht-
wechselwirkender Fermionen betrachten konnen, wurde von Lev Landau® im Wesentli-
chen mit zwei Argumenten begriindet. Wir konnen diese verstehen, wenn wir iiberlegen,

3 L. Landau, Theory of Fermi-Liquids, Sov. Phys. JETP 3, 920 (1957).

* L Landau, Oscillations in a Fermi-Liquid, Sov. Phys. JETP 5, 101 (1957).

% L. Landau, On the Theory of the Fermi-Liquid, Sov. Phys. JETP 8, 70 (1959).
¢ Lev Davidovich Landau, siehe Kasten auf Seite 453.
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was mit einem nichtwechselwirkenden Elektronesystem passiert, wenn wir die Wechselwir-
kung langsam einschalten:

1. Als Konsequenz der einsetzenden Wechselwirkung werden die Einelektronenenergien
modifiziert. Wie oben bereits ausgefiihrt, konnen wir dies durch eine effektive Masse
beriicksichtigen, ansonsten aber beim Einelektronenbild bleiben.

2. Durch die einsetzende Wechselwirkung werden die Elektronen zwischen den Einelektro-

nenzustanden gestreut. Ob diese Streuprozesse ein ernstes Problem fiir unser Einelektro-
nenbild darstellen, hangt davon ob, wie hiufig die Streuprozesse sind. Falls die Streurate
durch die Elektron-Elektron-Wechselwirkung viel geringer ist als diejenige durch ande-
re Prozesse, konnen wir diese ganz vernachldssigen und kénnen das Einelektronenbild
nach wie vor verwenden.
Bei einer naiven Herangehensweise wiirde man erwarten, dass die Elektron-Elektron-
Streurate sehr hoch ist, da die Coulomb-Wechselwirkung, selbst wenn sie abgeschirmt
ist, grof$ ist. Wir haben aber in Abschnitt 9.3.1 bereits gesehen, dass die Streurate auf-
grund des Pauli-Prinzips proportional zu (T/Tg)? ist somit fiir Metalle sehr klein wird.
Deshalb stellt die Einelektronenbeschreibung zumindest fiir Elektronen in einem Be-
reich kg T und die Fermi-Energie eine gute Ndherung dar.

Ein Problem mit unserer bisherigen Argumentation ist, dass wir nicht wissen, was wir bei
einer starken Elektron-Elektron-Wechselwirkung tun sollen, wenn die bisherigen Argumen-
te nicht mehr anwendbar sind. Landau erweiterte deshalb die obige Argumentation um ein
subtiles Argument. Er erkannte 1957, dass das Bild der v6llig wechselwirkungsfreien Elektro-
nen nicht der richtige Startpunkt ist. Ein addquater Startpunkt miisste vielmehr ein System
von nichtwechselwirkenden ,,Quasielektronen® sein. Er argumentierte, dass wechselwirken-
de Fermionen durch Renormierung wie ein freies Elektronengas behandelt werden kénnen:
es gibt eine genaue Korrespondenz zwischen den Quasielektronen des korrelierten Elek-
tronensystems und den Anregungen des nicht-wechselwirkenden Elektronengases.”’ Die
Wechselwirkung wird bei der Renormierung mit einer effektiven Masse m™ beschrieben.
Die Landau-Theorie beschreibt in der Tat sehr gut die tiefliegenden Einteilchenanregungen
eines Systems wechselwirkender Elektronen. Diese Einteilchenanregungen bezeichnen wir
als Quasiteilchen. Diese Quasiteilchen sind sehr stabil, wenn sie nahe der Fermi-Energie
liegen. Sie laufen jedoch auseinander und sind gedampft, wenn sie sich weit weg von der
Fermi-Energie befinden.

11.8 Ferroelektrizitat

Dielektrische und paraelektrische Substanzen besitzen ohne ein von aufSen wirkendes elek-
trisches Feld keine elektrische Polarisation. Es gibt aber auch eine Substanzklasse, bei der
sich unterhalb einer bestimmten Temperatur T¢, die wir Curie-Temperatur nennen, ohne
dufleres elektrisches Feld eine spontane elektrische Polarisation P einstellt. Oberhalb die-
ser Temperatur verhalten sich die Materialien paraelektrisch. Ublicherweise kann die Rich-

7 D. Pines, P. Nozi¢res, Theory of Quantum Liquids, Benjamin, New York (1966).
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Abb. 11.26: Ferroelektrische (a) und @ H H H H ® ﬂ H ﬂ H

antiferroelektrische Ordnung (b) in
zwei Dimensionen anhand einer
Perowskitstruktur. Die unterschied-
lich farbigen Ionen sind positiv und
negativ geladen, so dass ihre gegensei-
tige Verschiebung in einer Polarisa-
tion resultiert. Die getonten Vierecke
zeigen die jeweiligen Einheitszellen.

tung der spontanen Polarisation mit einem angelegten elektrischen Feld umgepolt werden,
dhnlich wie die Magnetisierung eines Ferromagneten mit einem dufleren Magnetfeld umge-
schaltet werden kann. Wir nennen diese Materialien dann ferroelektrisch.”® Allerdings gibt
es, anders als bei magnetischen Materialien, auch Substanzen wie z. B. LINbO; oder LiTaOs,
bei denen das Schaltfeld hoher als das elektrische Feld ist, das zu einem elektrischen Durch-
bruch fiihrt. Diese Materialien bezeichnen wir als pyroelektrisch,”® da wir ihre Polarisation
nur durch Erhohen der Temperatur dandern konnen. Sie besitzen zwar eine spontane Polari-
sation wie ferroelektrische Materialien, werden aber wegen der fehlenden Umschaltbarkeit
mit elektrischen Feldern nicht zu der Materialklasse der Ferroelektrika gezéhlt. In Analogie
zu magnetischen Materialien gibt es auch ferrielektrische und antiferroelektrische Substan-
zen (siehe Abb. 11.26). Die antiferroelektrische Ordnung zeichnet sich durch die Uberlage-
rung mehrerer Teilgitter von geordneten elektrischen Dipolen aus, die eine gleich starke, aber
entgegengesetzte elektrische Polarisation aufweisen, so dass die makroskopische Gesamtpo-
larisation Py null ist. Jedes Antiferroelektrikum besitzt eine Curie-Temperatur T¢, oberhalb
derer beide Teilgitter unpolarisiert und vollig gleichwertig sind. Beispiele sind Ammonium-
dihydrogenphosphat (ADP) oder einige Perowskite wie Bleizirkonat (PbZrOs3), Natriumnio-
bat oder Bleihafnat. Wenn sich die antiparallelen Dipolmomente der Teilgitter nicht vollig
aufheben, so resultiert eine endliche Polarisation. In diesem Fall sprechen wir von Ferrielek-
trizitat.

Eine spontane Polarisation kann nur dann auftreten, wenn die Kristallstruktur eine pola-
re Achse besitzt. Voraussetzung fiir die Existenz einer polaren Achse ist das Fehlen einer
strukturellen Inversionssymmetrie der zugrundeliegenden Kristallstruktur. Als polare Ach-
se bezeichnen wir eine Achse, deren beide Enden nicht vertauschbar sind. Das bedeutet,
dass sich die Kristallstruktur durch eine 180°-Drehung des Kristallkorpers um irgendeine
zur polaren Achse senkrechte Achse nicht mit sich selbst zur Deckung bringen lésst. Bei
dem in Abb. 11.27 gezeigten BaTiO; verlduft die polare Achse in c-Achsenrichtung paral-
lel zu der Verschiebung der Tonen. Insgesamt gibt es 20 Kristallklassen, die mindestens eine
polare Achse besitzen.

Ein anschauliches Beispiel fiir ein System mit drei um 120° gegeneinander gedrehten po-
laren Achsen ist in Abb. 11.28 gezeigt. In Systemen mit mehr als einer polaren Achse tritt
keine spontane Polarisation auf. Wir erkennen aber sofort, dass bei einer Krafteinwirkung

8 M. Lines, A. Glass, Principles and applications of ferroelectrics and related materials, Clarendon

Press, Oxford (1979).

J. C. Joshi, A. L. Dawar, Pyroelectric Materials, Their Properties and Applications, phys. stat. sol. (a)
70, 353 (1982).
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Ba2+

Abb. 11.27: Kristallstruktur von Bariumtitanat: (a) Oberhalb der Curie-Temperatur von etwa 120° C
liegt BaTi0; in einer kubischen Kristallstruktur vor. Das Kristallgitter besitzt Inversionssymmetrie und
der positive und negative Ladungsschwerpunkt fallen zusammen. (b) Unterhalb der Curie-Tempera-
tur liegt eine tetragonale Kristallstruktur mit einer leicht elongierten c-Achse vor. Die positiv gelade-
nen Ba®" und Ti*" Tonen sind leicht nach oben, die negativ geladenen O*~ Ionen leicht nach unten
verschoben, so dass eine spontane Polarisation in c-Achsenrichtung entsteht. Die verzerrte Struktur
besitzt keine Inversionssymmetrie mehr.

entlang einer polaren Achse die Schwerpunkte der negativen und positiven Ladungen ge-
geneinander verschoben werden und damit eine endliche Polarisation induziert wird. Wir
bezeichnen Materialien, die keine spontane Polarisation besitzen, in denen eine solche aber
durch eine mechanische Verformung erzeugt werden kann, als piezoelektrisch® (von grie-
chisch melewv: driicken, pressen). Das heif3t, besitzt eine Substanz mehrere polare Achsen,
so ist sie nicht ferroelektrisch, sondern lediglich piezoelektrisch (siehe Abb. 11.28). Wir wei-
sen darauf hin, dass natiirlich alle ferroelektrischen Materialien auch piezoelektrisch sind,
umgekehrt gilt das aber nicht.
|

./ \' Abb. 11.28: Gitter ohne Inversions-

Sl gl ° symmetrie mit drei polaren Achsen.
"™~ Achsen ° Druck entlang einer polaren Achse
fihrt zu einer gegenseitigen Verschie-
5 bung des positiven und negativen
Ladungsschwerpunkts und damit zu
einer endlichen Polarisation.

Wie Abb. 11.27 zeigt, kommt bei BaTiO; die gebrochene Inversionssymmetrie durch einen
Phasentiibergang von einer kubischen in eine tetragonale Kristallstuktur bei etwa 120°C
zustande. Die positiv geladenen Ba®* und Ti** Tonen sind gegen die negativ geladenen
O~ Tonen um etwa 0.1 A verschoben, wodurch eine spontane Polarisation Py ~ 20 uC/cm?
in c-Achsenrichtung entsteht.

Aufgrund der Namensgebung (dielektrisch, paraelektrisch, ferroelektrisch) ist man geneigt,
eine grofle phinomenologische Ahnlichkeit zwischen ferromagnetischen und ferroelektri-
schen Materialien zu vermuten. In diesem Fall konnte die Beschreibung von Ferroelektri-

% D. Damjanovic, Ferroelectric, dielectric and piezoelectric properties of ferroelectric thin films and ce-

ramics, Rep. Prog. Phys. 61, 1267-1324 (1998).
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rhomboedrisch \i\
403 @=b=c ! a
Abb. 11.29: Gitterkonstanten von Ba- __ : b
riumtitanat als Funktion der Tempera- "< 4.02 — : ‘ ¢
tur (nach H. E. Key, P. Vonsden, Phil. % T !
Mag. 40 1019 (1949)). Der Ubergang & 401 | ! I
von der paraelektrischen in die ferro- § ==t ) tetragonal )
elektrische Phase tritt bei 393 K auf, g .00 i :
er ist mit einem strukturellen Phasen- £ : i A
iibergang von der kubischen in die te- © fortherhombisch //’1;
tragonale Phase verbunden. Bei tiefe- 3.99 : Zam|
ren Temperaturen folgen strukturelle ! ubisch
Phaseniiberginge in eine orthorhom- ~ 3.98 o
bische (bei 278 K) und schlief3lich 100 200 300 400
rhomboedrische Phase (bei 183 K). Temperatur (K)

ka auf diejenige von Ferromagnetika und umgekehrt zuriickgefithrt werden. Wir miissten
nur die permanenten magnetischen durch elektrische Dipole sowie die Grofen Magnetisie-
rung und Magnetfeld durch Polarisation und elektrisches Feld ersetzen. Leider kann diese
Analogie nicht zu weit getrieben werden, da den Phinomenen Ferroelektrizitit und Ferro-
magnetismus letztendlich doch sehr unterschiedliche physikalische Mechanismen zugrunde
liegen. Insbesondere zeigt der Phaseniibergang von der paraelektrischen in die ferroelektri-
sche Phase ein weitaus reichhaltigeres Verhalten. Wihrend der Ubergang in die ferromagne-
tische Phase ein Phaseniibergang 2. Ordnung ist, kann der Ubergang in die ferroelektrische
Phase sowohl 1. als auch 2. Ordnung sein. Ferner sind die Phaseniiberginge in die ferro-
elektrische Phase meist mit strukturellen Phaseniibergingen verbunden. Als Beispiel daftir
ist in Abb. 11.29 wiederum BaTiO; gezeigt. Der Ubergang von der paraelelektrischen in die
ferroelektrische Phase bei 393 K ist mit einem strukturellen Phaseniibergang von der ku-
bischen in die tetragonale Phase verbunden, bei dem die a- und b-Achse kiirzer und die
c-Achse langer wird. Dabei handelt es sich um einen Phaseniibergang 1. Ordnung, bei dem
die Polarisation an der Ubergangstemperatur von null auf einen endlichen Wert springt.
Ferner tritt beim Durchfahren des Phaseniibergangs in unterschiedliche Temperaturrich-
tungen Hysterese auf. Bei tieferen Temperaturen werden weitere Phaseniiberginge in eine
orthorhombische und schliefllich rhomboedrische Phase beobachtet. Diese sind mit Rich-
tungsianderungen der polaren Achse verbunden. Die Curie-Temperaturen und die spontane
Polarisation sind fiir einige ferroelektrische Materialien in Tabelle 11.6 zusammengefasst.

Tabelle 11.6: Curie-Temperaturen Tc [Pifaterial Tc[K] Py [C/m?]  bei T [K]
und spontane Polarisation P; von ei-

nigen ferroelektrischen Materialien. BaTiO, 393 026 300
KNbO; 690 0.30 520
PbTiO3 765 0.50 300
LiTaO3 883 0.50 300
LiNbO3 1423 0.71 300
KH,PO4 123 0.0475 96
KD2PO4 213 0.0483 180

KH,AsOy4 97 0.05 78
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11.8.1 Landau-Theorie der Phaseniibergange

Beim Ubergang vom paralelektrischen in den ferroelektrischen Zustand handelt es sich um
einen Phaseniibergang von einer ungeordneten in eine geordnete Phase. Der Ordnungspa-
rameter ist dabei die spontane Polarisation P;, die uns den Grad der Ordnung der elektri-
schen Dipolmomente angibt. Bevor wir die spezifischen Eigenschaften von Ferroelektrika
néher diskutieren, machen wir deshalb vorher einen kurzen Exkurs in die Landau-Theorie
der Phaseniiberginge.®*>® In dieser phinomenologischen Beschreibung von Phaseniiber-
gingen geht man von einer freien Energie F = U — TS aus.** Die freie Energie eignet sich
besonders zur Beschreibung von Prozessen, die bei konstanter Temperatur und konstantem
Volumen ablaufen.® Mit dU = TdS — pdV — V P; - dE erhalten wir das totale Differential
der freien Energie zu [vergleiche hierzu (E3.2) in Anhang F]

dF =-SdT - pdV - VP, -dE. (11.8.1)

Betrachten wir einen isotherm-isochoren Prozess, bei dem dT = 0 und dV = 0, so gilt

1 (0F
p--— (2L 11.8.2
=7 (58, (82
1 (0P, 1 *F
L 1 : 11.8.3
X] €0 ( BE] )V,T GOV (8E,8E1)VT ( )

61 Bei theoretischen Beschreibungen von Phaseniibergingen spielt die Landau- oder auch Mean-

Field-Theorie eine wichtige Rolle. Dabei werden jedoch kritische thermische Fluktuationen ver-
nachlissigt, die in der Umgebung des Ubergangs eine wesentliche Rolle spielen kénnen. Die
Landau-Theorie vermittelt trotzdem als Ausgangspunkt genauerer Theorien wertvolle erste Ein-
sichten. Dies ist insbesondere von Kenneth G. Wilson erkannt worden, der 1982 den Nobelpreis
fiir bahnbrechende Arbeiten tiber kontinuierliche Phaseniiberginge erhielt. Wilson ist einer der
entscheidenden Pioniere der Renormierungsgruppentheorie, die berticksichtigt, dass bei kontinu-
ierlichen Phaseniibergingen die kritischen Fluktuationen auf vielen Lingenskalen in selbstidhnli-
cher Form stattfinden.

W. Gebhardt, U. Krey, Phaseniiberginge und kritische Phidnomene - Eine Einfiihrung, Vieweg (1980).

8 1.D. Landau, E. M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik V. Statistische Physik, Akademie
Verlag, Berlin (1970).

Eine detaillierte Beschreibung der thermodynamischen Eigenschaften von Festkorpern kann in
Anhang F gefunden werden.
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% Prozesse mit dV = 0 sind experimentell oft schwierig zu realisieren. Deshalb ist es manchmal

zweckmaifliger, die freie Enthalpie (auch Gibbs-Potenzial genannt)

G=U-TS+pV-VP,-E
zu betrachten, deren totales Differential gegeben ist durch

dG = dU - SdT - TdS + pdV + Vdp — VP, -dE - VE-dP, = -SdT + Vdp — VP, - dE .
Betrachten wir jetzt einen Prozess, der bei konstanter Temperatur und konstantem Druck ablauft,

. . . . . _ _1(ag __ 1 ( ¥¢
was experimentell leichter zu realisieren ist, so ist Ps,; = - ( 3E, )p,T und yij = -5 ( 3L, oF, )p»T’

Wir werden im Folgenden trotzdem die freie Energie benutzen.
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Da in der Nihe des Phaseniibergangs der Ordnungsparameter P klein ist, konnen wir die
freie Energiedichte f = F/V in eine Potenzreihe des Ordnungsparameters P, entwickeln:

f(P, T,E) = —E-Ps + ag + 3a:P; + tasP} + tagP{ + ... . (11.8.4)

Hierbei treten aus Symmetriegriinden fiir Kristalle, die im unpolarisierten Zustand ein In-
versionszentrum besitzen, keine ungeraden Potenzen von P auf. Auf Systeme, fiir die auch
ungerade Potenzen wichtig sind, wollen wir hier nicht eingehen.

Der thermische Gleichgewichtswert von P ist durch das Minimum von f(P;) gegeben. Der
Wert von f an diesem Minimum entspricht der Helmholtzschen freien Energiedichte. Die
Gleichgewichtspolarisation in einem elektrischen Feld E muss also die Bedingung

9

=0=-E+a,P+a4P) +agP’ +.... (11.8.5)
aPs T,E=const

erfiillen. Wir nehmen im Folgenden an, dass die betrachtete Probe ein langer Stab ist und
das elektrische Feld parallel zu diesem Stab angelegt ist. Dann miissen wir keine Depolari-
sationseffekte berticksichtigen.

Um einen ferroelektrischen Zustand mit endlicher spontaner Polarisation zu erhalten, miis-
sen wir annehmen, dass der Koeffizient a, bei einer endlichen Temperatur T, sein Vorzei-
chen wechselt:

a :)/(T—To). (1186)

Hierbei ist y eine positive Konstante und Ty ist kleiner oder gleich der Ubergangstempera-
tur. Ein negativer Wert von a, bedeutet, dass das unpolarisierte Gitter instabil ist. Die physi-
kalische Ursache fiir die angenommene Temperaturabhingigkeit kann z. B. die thermische
Ausdehnung des Kristallgitters oder andere anharmonische Effekte sein.

Thermodynamisch unterscheiden wir nach der Ehrenfest-Klassifikation Phasentiberginge
erster und hoherer Ordnung. Bei einem Phasentibergang 1. Ordnung dndern sich die ersten
Ableitungen der thermodynamischen Potenziale (z. B. nach Temperatur, elektrischem Feld,
Druck) am Punkt des Phaseniibergangs sprunghatft. Fiir unseren Fall des Ubergangs von ei-
ner paraelektrischen in eine ferroelektrische Phase bedeutet dies, dass die Ableitung dF/dE
unstetig ist, sich also die spontane Polarisation P; am Punkt des Phaseniibergangs sprunghaft
andert. Allgemein dndern sich bei einem Phasentibergang n.-Ordnung die n.-Ableitungen
der thermodynamischen Potenziale sprunghaft, wihrend alle (n — 1).-Ableitungen am Um-
wandlungspunkt stetig sind. Wiederum auf unseren Fall iibertragen bedeutet dies, dass zum
Beispiel bei einem Phasentiibergang 2. Ordnung die 1. Ableitung der freien Energie nach dem
elektrischen Feld stetig ist, sich also die spontane Polarisation am Umwandlungspunkt kon-
tinuierlich dndert. Dagegen zeigt die 2. Ableitung, also die elektrische Suszeptibilitit einen
Sprung.

11.8.1.1 Phaseniibergang 2. Ordnung

Falls in Gleichung (11.8.4) der Koeffizient a4 positiv ist, wird nichts Neues durch einen zu-
satzlichen Term 6. Ordnung hinzugefiigt. Wir konnen diesen folglich vernachldssigen. Aus
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(11.8.5) folgt dann fiir E = 0
y(T = Ty)Ps + a,P2 = 0. (11.8.7)

Diese Gleichung kénnen wir entweder mit P = 0 oder P? = (y/ay)(T, - T) erfiillen. Da
sowohl y als auch a4 positiv sind, ist fiir T > T, die einzig maogliche reelle Losung P = 0.
Wir konnen deshalb Tj mit der Curie-Temperatur T¢ identifizieren. Fiir T < T erhalten
wir die Losung

P|=y/LTo-T. (11.8.8)
ay

Wir nennen den Phaseniibergang einen Phaseniibergang 2. Ordnung, da die Polarisation
fir T — T¢ kontinuierlich gegen null geht. Bei einem Phaseniibergang 1. Ordnung wiirde
dagegen ein Sprung auftreten.

11.8.1.2 Phaseniibergang 1. Ordnung

Wir diskutieren jetzt den Fall a4 < 0, fir den wir den Term 6. Ordnung mitnehmen miissen,
um zu verhindern, dass F — —oo fiir grofle P;. Aus (11.8.5) folgt fiir E=0

y(T = Ty) P, — |ay|P} + agP? = 0. (11.8.9)
In diesem Fall ist also entweder P, = 0 oder
y(T = Ty) - |ag|P? + agP} = 0. (11.8.10)

Als weitere Randbedingung muss die freie Energie des paraelektrischen und ferroelektri-
schen Zustandes fiir T = T gleich grof3 sein. Das bedeutet, dass der Wert von F fiir P; = 0
und der Wert des Minimums von F, das durch (11.8.10) festgelegt ist, gleich sein miissen.
Um dies zu veranschaulichen, ist in Abb. 11.30 der Verlauf der freien Energie als Funktion

Abb. 11.30: Freie Energie als Funktion
4 des Quadrats der spontanen Pola-
risation fiir einen Phaseniibergang
1. Ordnung. Fir T > Tc liegt nur ein
globales Minimum bei Ps = 0 vor.
Fir T = Tc liegen zwei Minima mit
verschwindendem und endlichem P
0 1 2 3 4 beim gleichen Wert der freien Ener-
5 gie vor. Fiir T < T liegt das globale
PS (bel. Einheiten) Minimum bei endlichem P.

freie Energie (bel. Einheiten)




650 11 Dielektrische Eigenschaften

des Ordnungsparameters P fiir mehrere Temperaturen gezeigt. Fiir T > T¢ liegt das globale
Minimum bei P = 0, fiir T = T¢ besitzt F fiir P; = 0 und einen endlichen Wert von P, den-
selben Wert. Schliefllich liegt fiir T < T das globale Minimum bei endlichem Ps. Kithlt man
das System ab, so springtbei T' = T der Ordnungsparameter P, von null auf einen endlichen
Wert. Bei weiterer Abkithlung steigt dann Ps noch weiter an, da sich das globale Minimum
zu hoheren Ps-Werte verschiebt. Wir sehen auch, dass fiir einen bestimmten Temperaturbe-
reich die lokalen Minima bei Ps = 0 und endlichem P durch eine Energiebarriere getrennt
sind, so dass es beim Durchfahren der Temperatur in unterschiedliche Richtungen zu Hys-
tereseeffekten kommt.

11.8.2 Klassifizierung von Ferroelektrika

Ferroelektrische Materialien konnen grob in zwei Klassen unterteilt werden, je nachdem
welcher physikalische Mechanismus zur Ausbildung einer spontanen Polarisation fithrt. Zur
ersten Klasse gehdren Substanzen, bei denen der Ubergang in die ferroelektrische Phase
mit einem Ordnungs-Unordnungs-Ubergang verbunden ist. Dabei sind bereits in der pa-
raelektrischen Phase gegenseitige Verschiebungen der positiven und negativen Ladungen,
also elektrische Dipolmomente vorhanden. Diese sind aber vollig ungeordnet und ergeben
deshalb keine Gesamtpolarisation. Erst beim Abkiithlen unterhalb T setzt eine Ordnung
der Dipolmomente ein, was zu einer endlichen spontanen Polarisation fithrt. Zur 2. Klas-
se gehoren Substanzen, bei denen der Ubergang in die ferroelektrische Phase mit einem
Verschiebungs- oder displaziven Ubergang verbunden ist. Hier existieren in der paraelelek-
trischen Phase keine elektrischen Dipolmomente. Erst beim Abkiihlen unterhalb T¢ setzt
eine gegenseitige Verschiebung der positiven und negativen Ladungsschwerpunkte ein, die
zu einer endlichen spontanen Polarisation fiihrt.

11.8.2.1  Ordnungs-Unordnungs-Systeme

Zu den Substanzen mit einem Ordnungs-Unordnungs-Ubergang gehdren Systeme mit Was-
serstoffbriickenbindungen, in denen die Bewegung des Protons mit den ferroelektrischen
Eigenschaften verbunden ist (siehe Abb. 11.31). Ein typischer Vertreter ist Kalium-Dihydro-
gen-Phosphat (KDP: KH,PO,), bei dem die Protonen in den Wasserstoffbriickenbindungen
zwischen den PO4-Ionen zwei Gleichgewichtslagen einnehmen konnen. Die resultierenden
elektrischen Dipolmomente sind in der paraelektrischen Phase oberhalb von T¢ = 123K
zundchst ungeordnet. Erst unterhalb von T wird eine Position bevorzugt, wodurch eine
endliche spontane Polarisation resultiert. Dass die Protonen entscheidend sind, kann durch
Deuterieren von KDP gezeigt werden, was zu einer Erh6hung von T¢ auf 213 K fiihrt.

11.8.2.2 Displazive Systeme

Die prominenten Vertreter displaziver Systeme sind Ionenkristalle mit Perowskit-Struktur.®
Typische Beispiele sind das bereits angesprochene BaTiO3, aber auch KNbOs3, PbTiO5 oder

% perowskit ist ein Mineral mit der chemischen Formel CaTiOs. Perowskit wurde 1839 von Gustav

Rose im Ural-Gebirge entdeckt und nach dem russischen Mineralogen Lew Alexejewitsch Perow-
ski (1792-1856) benannt. Die Struktur besteht aus einer kubisch dichtest gepackten Kugelpackung
(kubisch flichenzentriert) von Ca>" - und O*"-Ionen, ein Viertel der entstehenden Oktaederliicken
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paraelektrisch ferroelektrisch

nach vorne
°

H, fehlgeordnet

Abb. 11.31: Ordnungs-Unordnungs-Ubergang beim Kalium-Dihydrogen-Phosphat (KDP: KH,POy).
In der paraelektrischen Phase sind die Wasserstoffionen ungeordnet und nehmen statistisch gleichver-
teilt zwei unterschiedliche Plitze ein. In der ferroelektrischen Phase sind sie geordnet und fithren zu
einer spontanen Polarisation.

LiTaOs. Bei der Ubergangstemperatur verschieben sich die negativen Sauerstoffionen gegen
die positiven Metallionen (sieche Abb. 11.27). Bei BaliO; wird fiir Raumtemperatur eine
spontane Polarisation von etwa 0.25 C/m? gemessen. Bei einem Zellvolumen von etwa 64 x
103" m? ergibt sich daraus ein Dipolmoment von etwa 1.6 x 1072 Cm. Daraus konnen wir
die Verschiebung der positiven Ba** und Ti** Ionen gegeniiber den drei O>~ Tonen zu etwa
0.15 A abschitzen.

Den physikalischen Mechanismus, der zu dieser Verschiebung fithrt, konnen wir verstehen,
wenn wir die Frequenz der transversalen optischen (TO) Phononen in Ionenkristallen be-
trachten. Wir haben in Abschnitt 11.4.1 gesehen, dass die Schwingungsfrequenz der TO
Phononen in einem Ionenkristall erniedrigt ist, da das lokale elektrische Feld, das durch
die Auslenkung der Ionen induziert wird, der elastischen Riickstellkraft entgegengesetzt ist.
Es ist evident, dass es fiir den Fall, dass die Kraft durch das lokale Feld grofer als die elas-
tische Riickstellkraft wird, zu einer Polarisationskatastrophe kommt. Dieser Fall tritt dann
ein, wenn die Kraft durch das lokale Feld schneller mit der Auslenkung der Ionen ansteigt
als die linear mit der Auslenkung ansteigende elastische Riickstellkraft.”” Der eben beschrie-
bene Vorgang ist dquivalent dazu, dass die Eigenfrequenz der TO Phononen gegen null geht.
Wir sprechen in diesem Zusammenhang von weichen optischen Phononen. Der Ubergang
in die ferroelektrische Phase kann in diesem Bild als ein Einfrieren der transversalen opti-
schen Gitterschwingungen aufgefasst werden, bei dem die entgegengesetzt geladenen Ionen
voneinander getrennt werden.

Wir wollen jetzt noch diskutieren, unter welchen Voraussetzungen sich eine Polarisations-
katastrophe ergibt. Dies konnen wir anhand der Clausius-Mossotti Beziehung (11.3.22) und

werden von den Ti**-Tonen besetzt. Interessanterweise ist der fiir den Strukturtyp namensgeben-
de Perowskit selbst leicht verzerrt, da der Ionenradius von Ca>* etwas zu klein ist. Eine optimale,

unverzerrte kubische Struktur findet sich stattdessen im SrTiO;.

87" Selbstverstindlich wird die Auslenkung nicht beliebig grof. Bei grofieren Auslenkungen gilt die

elastische Ndherung nicht mehr und anharmonische Effekte fithren dazu, dass die Riickstellkraft
wiederum schneller mit der Auslenkung anwiéchst als die Kraft durch das lokale elektrische Feld.
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Abb. 11.32: Temperaturabhéingig- .g
keit der Dielektrizititskonstan-
te der paraelektrischen Perow-
skite BaTiOs, KTaO3 und SrTiOs3 0
(nach G. Rupprecht and R. O. Bell, 0 2 4 6 8 10
Phys. Rev. 135, A748-A752 (1964)). 1000/ (T- ) (K7

der Lyddane-Sachs-Teller (LST) Relation (11.4.17) tun. Losen wir (11.3.22) nach der Dielek-
trizitdtskonstanten auf, so erhalten wir

1+2%,ny,a;
e=—3 =i P (11.8.11)
1-3Xiny,a;

Hierbei setzt sich «; aus der elektronischen und ionischen Polarisierbarkeit zusammen und
wir haben berticksichtigt, dass wir in der betrachteten Substanz mehrere Ionensorten mit
unterschiedlicher Dichte ny ; und Polarisierbarkeit «; vorliegen haben. Aus (11.8.11) wird
sofort klar, dass bei einer hohen ionischen Polarisierbarkeit, wie sie fiir viele Ionenkristal-
le charakteristisch ist, die Summe ); ny ;«; so groff werden kann, dass der Nenner gegen
null und damit € - oo geht. Dieser Fall kann zum Beispiel durch das Abkiihlen einer Sub-
stanz eintreten. Nach der LST-Relation geht dann die Schwingungsfrequenz der tranversa-
len optischen Phononen gegen null. Wir erhalten eine statische gegenseitige Auslenkung der
verschiedenen Ionensorten und damit eine spontane Polarisation.

Da sich beim Abkiihlen einer paraelektrischen Substanz oberhalb von T die Summe
% > ny,ia; dem Wert 1 annéhert, konnen wir nahe bei T davon ausgehen, dass

1
6:1—§va,i(xi «<1. (11.8.12)
i

Wir nehmen nun ferner an, dass sich der Parameter § linear mit der Temperaturdifferenz
(T - ©) dndern soll:

8(T) o< (T - ). (11.8.13)

Hierbei ist © die paraelektrische Curie-Temperatur. Setzen wir dies in (11.8.11) ein, so er-
halten wir

1

e(T) o< o

(11.8.14)
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Die Phononenfrequenzen wurden mit
Hilfe von Raman-Streuung und inelas-
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(nach T. Sakudo, H. Unoki, Phys. Rev.
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T (K) (1969)).

Diese Temperaturabhingigkeit bezeichnen wir als Curie-Weiss-Gesetz. Sie beschreibt den
experimentell beobachteten Temperaturverlauf der Dielektrizitatskonstante im paraelektri-
schen Bereich sehr gut (sieche Abb. 11.32).

Setzen wir den Verlauf (11.8.14) fiir ¢(T) in die LST-Relation (11.4.17) ein, so erhalten wir
fiir die Frequenz der TO Phononen den Temperaturverlauf

w3 (T) o egqr wi (T - O) . (11.8.15)

Hierbei ist €, die Dielektrizitatskonstante fiir Frequenzen w > wy, (z. B. im sichtbaren Be-
reich), bei der wir die ionische Polarisierbarkeit null setzen, aber immer noch «, (0) verwen-
den konnen, da die typischen Eigenfrequenzen der elektronischen Prozesse im UV-Bereich
liegen. Wir sehen also, dass die Frequenz der TO Phononen im paraelektrischen Bereich mit
abnehmender Temperatur gegen null geht, die TO Phononen also immer weicher werden.
Wie Abb. 11.33 zeigt, stimmt dies sehr gut mit der experimentellen Beobachtung iiberein.

11.8.3 Ferroelektrische Domanen

In einem ferroelektrischen Kristall mit einer polaren Achse, wie z.B. in BaTiO; in seiner
tetragonalen Phase, kann sich die spontane Polarisation prinzipiell in zwei entgegengesetz-
te Richtungen einstellen. Wiirde iiberall im Kristall die Polarisation in die gleiche Richtung
zeigen, so wiirden dadurch auflerhalb des Kristalls betridchtlich Streufelder entstehen, die
mit einer grofSen Feldenergie verbunden sind. Deshalb ist es vor allem fiir diinne Platten mit
Polarisation senkrecht zur Platte energetisch giinstiger, Bereiche mit entgegengesetzter Po-
larisation zu bilden. Diese Bereiche nennen wir ferroelektrische Domdnen. Von Doméne zu
Domine éndert sich die Polarisationsrichtung im Bereich weniger Atomlagen, in denen die
Polarisation verschwindet. Durch die Dominenbildung kann die Feldenergie reduziert wer-
den, wobei gleichzeitig Energie fiir die Bildung von Doménenwinden aufgebracht werden
muss. Die Form und Grof3e der Doméanen hingt von den verschiedenen Energiebeitragen ab,
die wiederum von der Form der Probe, der Struktur der Domédnenwinde und der kristallo-
graphischen Orientierung der Probe abhdngen. Die Dominenstruktur dndert sich auch bei
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einer Anderung des angelegten elektrischen Feldes. Insgesamt ist die Beschreibung der Be-
wegung der Domanenwénde relativ kompliziert. Sie muss verstanden werden, um die Form
der ferroelektrischen Hysteresekurve, die beim Umpolen des elektrischen Feldes durchfah-
ren wird, zu verstehen.

Im Gegensatz zu Doménenwinden in Ferromagneten, wo Dominenwénde eine typische
Breite von 10 nm und mehr haben (vergleiche Abschnitt 12.8.1), sind die ferroelektrischen
Doméinenwinde nur wenige Nanometer breit. Wegen der schmileren Domanenwande kon-
nen unterschiedlich orientierte Dominen in ferroelektrischen Diinnschichten eine hohere
Dichte aufweisen als in ferromagnetischen Diinnschichten. Deshalb erhofft man sich ei-
ne hohere maximale Informationsdichte bei der Entwicklung ferroelektrischer Speicher-
medien.

11.8.4 Piezoelektrizitat

Unter Piezoelektrizitit versteht man die Anderung der elektrischen Polarisation und somit
das Auftreten einer elektrischen Spannung an Festkorpern, wenn sie elastisch verformt wer-
den (direkter piezoelektrischer Effekt). Umgekehrt verformen sich Materialien bei Anlegen
einer elektrischen Spannung (inverser piezoelektrischer Eftekt). Der direkte piezoelektrische
Effekt wurde im Jahre 1880 von den Briidern Jacques und Pierre Curie entdeckt. Bei Versu-
chen mit Turmalinkristallen fanden sie heraus, dass bei einer mechanischen Verformung der
Kristalle auf der Kristalloberfliche elektrische Ladungen entstehen, deren Menge sich pro-
portional zur Verformung verhilt. Grundsitzlich sind alle Materialien, die ferroelektrisch
sind, auch piezoelektrisch aber nicht umgekehrt. Zum Beispiel ist Quarz piezoelektrisch aber
nicht ferroelektrisch.

In Abb. 11.28 haben wir bereits die Ursache fiir den piezoelektrischen Effekt veranschau-
licht. Wird ein Kristall durch eine duflere Kraft in Richtung seiner polaren Achse verformt,
so fallen die Schwerpunkte der negativen und positiven Ladungen nicht mehr zusammen
und es entsteht eine endliche Polarisation. Das heif$t, durch die gerichtete Verformung des
piezoelektrischen Materials bilden sich mikroskopische Dipole innerhalb der Elementarzel-
len aus. Die Aufsummierung iiber die damit verbundenen elektrischen Dipolfelder fithrt zu
einer makroskopisch messbaren elektrischen Spannung entlang der polaren Achse. Wichtig
ist, dass die Verformung gerichtet ist, das heif’t, dass der angelegte Druck nicht von allen
Seiten auf die Probe wirkt. Umgekehrt kann durch Anlegen einer elektrischen Spannung
eine Verformung des Kristalls erreicht werden. Wie auch jeder andere Festkorper, konnen
piezoelektrische Korper mechanische Schwingungen ausfiithren. Bei Piezoelektrika konnen
diese Schwingungen elektrisch angeregt werden. Andererseits bewirken die mechanischen
Schwingungen wieder eine elektrische Wechselspannung. Die Frequenz der Schwingung ist
nur von der Schallgeschwindigkeit (eine Materialkonstante) und den Abmessungen des pie-
zoelektrischen Korpers abhingig. Bei geeigneter Befestigung hingen diese Frequenzen kaum
von Umgebungseinfliissen ab. Deshalb sind piezoelektrische Bauteile wie Schwingquarze
sehr gut fiir prazise Oszillatoren geeignet (z. B. in der Quarzuhr).

Wirkt auf einen piezoelektrischen Kristall neben einem externen elektrischen Feld E.y; noch
eine mechanische Spannung o (vergleiche Abschnitt 4.2), so konnen wir die resultierende
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dielektrische Verschiebung D schreiben als
D=ey% B +P+d -0 =6 Eeyy+d-o. (11.8.16)

Hierbei sind yJ und €’ die Tensoren der elektrischen Suszeptibilitdt und der Dielektrizi-
tatskonstante bei konstanter Spannung o, d ist der Tensor des piezoelektrischen Effekts. Die
Koeffizienten des Tensors liegen in der Gréflenordnung von 1-100 x 10~'* C/N. Umgekehrt
kénnen wir die Dehnung e eines piezoelektrischen Kristalls bei von auflen wirkender me-
chanischer Spannung ¢ und elektrischem Feld E.y, durch

e=Cl.o+d"  Ee (11.8.17)

ausdriicken. Hierbei ist C¥ der Elastizititsmodul bei konstantem elektrischen Feld und d*
der Tensor fiir den inversen piezoelektrischen Effekt.®® Die piezoelektrischen Verzerrungs-
koeffizienten sind gegeben durch

E o
de; oD;
dij=|=—1| = = 11.8.18
’ (an) ( do; ) ( :

wobei der erste Ausdruck fiir den direkten und der zweite fiir den inversen piezoelektrischen
Effekt gilt. Haufig wird auch der piezoelektrische Spannungskoeffizient g¥ bei konstantem
elektrischen Feld verwendet, der die erzeugte Polarisation mit der wirkenden Spannung ver-
kniipft:

P=g¢f.0. (11.8.19)
Er ist durch
E E E
aDi aD1 Ok
= _ A2 =S d, - 11.8.20
o (%) 2(5) (3) ~pacon ez

gegeben. Die beiden Koeffizienten sind also iiber die elastischen Konstanten des Materials
verkniipft.

Piezoelektrische Materialien finden vielfaltige Anwendungen in der Sensorik und Aktorik.
Im Bereich der Aktorik sind zwei Haupteffekte relevant, fiir welche die Gleichung fiir die
Dehnung vereinfacht werden kann. Fiir den piezoelektrischen Quer- oder Transversaleftekt
(ds-Effekt), bei dem die Dehnung quer zum angelegten Feld auftritt, gilt

e = Cfl c 0] + d31 . Eext,3 . (11821)

Beim piezoelektrischer Lings- oder Longitudinaleffekt (d3;-Effekt), bei dem die Dehnung
parallel zum angelegten Feld auftritt, gilt

e3=Cly- 03 +ds3 - Eexys - (11.8.22)

%8 Man beachte, dass Spannung und Dehnung eigentlich Tensoren 2. Stufe sind und der Elastizitiits-

modul dadurch ein Tensor 4. Stufe. Da es sich aber bei Spannung und Dehnung um symmetrische
Tensoren handelt, reduziert man sie mit Hilfe der Voigt-Notation (11 = 1,22 =2, 33 = 3,13 =4,
23 =5, 12 = 6) zu 6-komponentigen Vektoren. Der Elastizitiatsmodul ist dann eine 6x6-Matrix.
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In der Aktorik dienen Piezoelemente zur genauen Positionierung. Ein bekanntes Beispiel
ist die Positionierung der Tunnelspitze bei der Rastertunnelmikroskopie. Weitere wichtige
Anwendungen sind Tintenstrahldrucker und Piezolautsprecher, bei denen die Schallwellen
durch eine tonfrequente Wechselspannung erzeugt werden. Auch Dieseleinspritzsysteme ar-
beiten mit piezoelektrischen Aktoren (keramische Vielschichtbauteile mit Edelmetallinnen-
elektroden) und haben die so genannte Common-Rail-Technik verbessert. Dabei wird die
Einspritzung von Diesel iiber Ventile teilweise ersetzt. Seit 2005 werden auch beim Pumpe-
Diise-System Piezoaktoren eingesetzt. Industrieunternehmen, die derartige Piezoaktoren in
groflen Stiickzahlen fertigen, sind die Firmen Epcos und Bosch.

In der Sensorik wird das Auftreten der piezoelektrischen Ladung bei mechanischer Ver-
formung in Kraft-, Druck- und Beschleunigungssensoren ausgenutzt. Die Piezoelemente
dienen zur Wandlung von mechanischem Druck in elektrische Spannung. Einige Beispiele
sollen im Folgenden kurz diskutiert werden. In der Musik werden Piezoelemente als Ton-
abnehmer fiir akustische Instrumente genutzt, hauptsichlich bei Saiteninstrumenten wie
Gitarre, Geige oder Mandoline. Die dynamische Verformung des Instrumentes (Vibrati-
on des Klangkorpers) wird dabei in eine geringe Wechselspannung umgewandelt, die dann
elektrisch verstirkt wird. Bei piezoelektrischen Beschleunigungssensoren bzw. -aufnehmern
kommt es bei einer mechanischen Deformation (Kompression oder Scherung) durch die
Beschleunigung zu einer Ladungstrennung und damit zu einer abgreifbaren Ladung (bzw.
Spannung). Bei Schwingquarzen kann der Einfluss verschiedener Gréfien auf die Resonanz-
frequenz, bei akustischen Oberflichenwellenbauteilen der Einfluss auf die Verzégerungszeit
ausgenutzt werden. Eine wichtige Anwendung ist die Messung der auf dem Quarz aufge-
brachten Masse, z. B. bei industriellen Beschichtungsverfahren zur Bestimmung der Schicht-
dicke.
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