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ihre Lokalisierungstendenz. Dieser Tatsache kann durch eine hohe effektive Masse m* > m
Rechnung getragen werden. Typischerweise ist m*/m ~ 100-1000. Man nennt diese Sub-
stanzen deshalb Schwere Fermionen.'®'""2

In dem Schwere-Fermionen-System CeCu,Si, wurde im Jahre 1979 von Frank Steglich13
Supraleitung entdeckt. Supraleiter zeichnen sich dadurch aus, dass sie den elektrischen Strom
ohne Energieverlust tragen kénnen. Diese Eigenschaft entsteht durch die koordinierte Be-
wegung zweier Elektronen, welche ein so genanntes Cooper-Paar bilden. In klassischen Su-
praleitern entsteht diese Koordination durch die elastische Kopplung der Elektronen an die
Bewegung der Atome im Kristallgitter. Bei Schwere-Fermionen-Supraleitern vermutet man
hingegen, dass die Bewegung der ,,schweren Elektronen® durch ihre Kopplung an die Bewe-
gung der magnetischen Momente koordiniert wird. Dieser Mechanismus scheint nicht nur
der Supraleitung in Metallen mit schweren Fermionen zugrunde zu liegen. Man vermutet
vielmehr, dass in ihm auch der Schliissel zum Verstindnis der Hochtemperatur-Supraleiter
zu finden ist. Deshalb werden heute Schwere-Fermionen-Systeme intensiv erforscht.

7.3 Transporteigenschaften

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit den Transporteigenschaften des freien Elektro-
nengases beschiftigen. Dabei werden wir die Konzepte verwenden, die wir bereits in Ab-
schnitt 6.4 bei der Behandlung des Wiarmetransports durch die Phononen eingefiihrt haben.
Eine genauere Diskussion der Transporteigenschaften von Festkorpern folgt in Kapitel 9,
nachdem wir das Modell freier Elektronen durch Berticksichtigung der periodischen Struk-
tur von kristallinen Festkorpern verfeinert haben und die daraus resultierende Bandstruktur
eingefiihrt haben.

7.3.1 Elektrische Leitfahigkeit

7.3.1.1 Definition der elektrischen Leitfahigkeit

Die elektrische Leitfahigkeit o eines Festkorpers ist definiert als Proportionalititskonstante
zwischen treibendem elektrischem Feld E und resultierender elektrischer Stromdichte J:

Jg=0E=-0V. . (7.3.1)

° 7 Fisk, H.R. Ott, T. M. Rice, J. L. Smith, Heavy-elctron metals, Nature 20 124-129 (1986).
""" M. B. Maple, Novel Types of Superconductivity in f-Electron Systems, Phys. Today 39(3), 72 (1986).
E Steglich, Schwere-Fermionen-Supraleitung, Physik Journal, Nr. 8/9 (2004).

3 Prank Steglich, geboren am 14. Miirz 1941 in Dresden. Steglich studierte von 1960 bis 1966 Physik
in Miinster und Gottingen. 1969 promovierte er in Gottingen mit einer Arbeit zur thermischen
Leitfahigkeit in stark fehlgeordneten diinnen metallischen Filmen. 1976 habilitierte er sich an der
Universitdt zu Koln im Fach Physik. Von 1978 bis 1998 war er Professor fiir Experimentalphy-
sik am Institut fiir Festkorperphysik der Technischen Hochschule/Technischen Universitit Darm-
stadt. 1996 war er Griindungsdirektor des Max-Planck-Instituts fiir chemische Physik fester Stoffe
in Dresden und tibernahm dort die Abteilung Festkorperphysik. Steglich gilt als der Entdecker der
Schwere-Fermionen-Supraleitung (1979).
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Hierbei haben wir verwendet, dass wir die elektrische Feldstirke E als Gradienten eines elek-
trischen Potenzials ¢ schreiben kénnen. Wir erkennen dann sofort die Analogie zum Aus-
druck (6.4.1) fir die Warmestromdichte Ji,. Die Einheit der elektrischen Leitfdhigkeit ist
1/Qm oder A/Vm.

7.3.1.2 Drude-Modell

Aus historischen Griinden diskutieren wir zunichst das bereits im Jahr 1900 von Paul Drude
eingefiihrte Modell." Obwohl dieses Modell von falschen Annahmen ausging, konnte es den
linearen Zusammenhang zwischen elektrischer Stromdichte und elektrischem Feld (Ohm-
sches Gesetz) und auch den Zusammenhang zwischen elektrischer und thermischer Leit-
fahigkeit (Wiedemann-Franz-Gesetz) richtig erkldren.

Drude ging von der Annahme aus, dass die Elektronen in einem Metall mit einem klassi-
schen Teilchengas beschrieben werden kénnen. Die Elektronen bewegen sich mit der mittle-
ren thermischen Geschwindigkeit vy, und stofien stindig mit den Atomriimpfen. Die Elek-
tronen werden durch die Wirkung des elektrischen Feldes E beschleunigt und durch Stéf3e
mit den Atomriimpfen abgebremst. Daraus ergibt sich die Bewegungsgleichung

m— =—-eE-m—. (7.3.2)

Der Term m*2 hat die Form einer Reibungskraft und beriicksichtigt die St6f3e. Die Driftge-
schwindigkeit vp = v — vy, gibt die vom elektrischen Feld zusitzlich bewirkte Geschwindig-
keitskomponente wider. Diese relaxiert durch St6f3e innerhalb der charakteristischen Stof3-
zeit 7. Im stationdren Fall ist dv/dt = 0 und wir erhalten

vp=—-—E=—uE. (7.3.3)
m
Hierbei haben wir die Beweglichkeit i1 = et/m eingefiihrt. Die Beweglichkeit gibt an, welche
Driftgeschwindigkeit v, der Ladungstrager pro elektrische Feldstarke E erzeugt wird. Mit der
Elektronendichte # erhalten wir die elektrische Stromdichte zu

27
E = neuyE (7.3.4)

Jq=—envp =

und damit die elektrische Leitfahigkeit

Jg ne’r
o= E- o, Sl (7.3.5)

Aus den bei Raumtemperatur gemessenen Leitfahigkeiten von Metallen erhilt man Streu-
zeiten in der Gréflenordnung von 107'* s, was zusammen mit der thermischen Geschwin-
digkeit von etwa 10° m/s zu mittleren freien Weglingen im A-Bereich fithrt. Drude ging
deshalb davon aus, dass die Elektronen an den Atomriimpfen gestreut werden, da ja deren
Abstand gerade im A-Bereich liegt. Eine offensichtlich falsche Annahme des Drude-Modells
ist, dass alle Elektronen beschleunigt und gestreut werden, da dies ja nicht mit der Fermi-
Dirac-Verteilung der Leitungselektronen vereinbar ist.

" Paul Drude, Zur Elektronentheorie der Metalle, I. Teil, II. Teil, und Berichtigung, Annalen der Physik

1, 556-613 (1900); ibid 3, 369-402 (1900); ibid 7, 687-692 (1902).
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7.3.1.3 Sommerfeld-Modell

Die falschen Annahmen von Drude wurden von Arnold Sommerfeld korrigiert. Zur Be-
schreibung des elektrischen Transports in Metallen ging er von einem Gas freier Fermionen
aus, die der Schrodinger-Gleichung gehorchen und dem Pauli-Prinzip unterliegen. Mit
diesen Grundannahmen konnen wir mit Hilfe von einfachen Uberlegungen einen Aus-
druck fiir die elektrische Leitfahigkeit ableiten, der das Verhalten von einfachen Metallen
gut beschreibt. Eine ausfiihrlichere Diskussion der Transporteigenschaften erfolgt in den
Abschnitten 9.4 und 9.5.

Um die elektrische Leitfihigkeit eines Festkorpers zu berechnen, miissen wir die elektri-
sche Stromdichte J4 als Funktion der mittleren Geschwindigkeit (v) = (#k/m) angeben. Die
Stromdichte ergibt sich aus (v) durch Multiplikation mit der Elektronendichte » und der
Ladung e:"

h 1 hk
qu—en(v):—en;(k):—evgz. (7.3.6)

Im thermischen Gleichgewicht ist (k) = 0 und es flief3t kein elektrischer Strom. Eine endliche
elektrische Stromdichte erhalten wir nur in einer Nichtgleichgewichtssituation. In Analogie
zu (6.4.3) konnen wir schreiben:
enh enh
Jg=-— [(k) - (k)°] = —— ok. (7.3.7)
m m

Wir sehen, dass wir nur dann eine endliche Stromdichte erhalten, wenn die Impulsverteilung
der Elektronen von der Gleichgewichtsverteilung abweicht.

Wir miissen jetzt kldren, wie sich die Impulsverteilung der Elektronen in einem bestimmten
Raumgebiet dndern kann. Hierzu tragen erstens von auflen wirkende Krifte und zweitens
Streuprozesse der Elektronen bei. Wir konnen also schreiben:

afl A ak)

—_— = —_ 7.3.8
dt ot ot ( )

Kraft Streu

Wir werden im Folgenden nur stationdre Prozesse behandeln, d.h. Prozesse bei denen
% = 0. Wir werden ferner fiir die zeitliche Anderung des mittleren Elektronenimpulses

durch Streuprozesse wie beim Drude-Modell einem einfachen Relaxationsansatz

a(k)

(k) - (k)" ok
o _oK

- /A (7.3.9)
T T

Streu

machen. Das heif3t, wir beschreiben die Anderung des mittleren Elektronenimpulses durch
eine mittlere Streuzeit 7. Die Anderung von (k) durch eine duflere Kraft F erhalten wir aus
der Bewegungsgleichung

ov) _, 9(k)

- 8 (7.3.10)

F=-eE=m—
ot ot

"> Wir werden im Folgenden positive Elementarladungen mit e und negative mit —e bezeichnen. Die

Richtung der Stromdichte Jq = nev stimmt dann mit der technischen Stromrichtung tiberein.
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Abb. 7.10: Die Fermi-Kugel umschliefit alle besetzten Elektronenzustinde im k-Raum. (a) Fir F =
0 ist der Gesamtimpuls null, da es zu jedem Wellenvektor k einen entsprechenden Wellenvektor —k
gibt. (b) Fiir F # 0 wéichst jeder Wellenvektor im Zeitinterval  um 8k = = an. Dies entspricht einer
Verschiebung der Fermi-Kugel um dk. Die Zustidnde im hellblauen Bereich auf der linken Seite werden
in den dunkelblauen Bereich auf der rechten Seite umverlagert.

zu
k E
ok)|  _ _eE (7.3.11)
ot Kraft h
Durch Integration erhalten wir daraus
(k)(t) - (k)° = 0k = —%Et . (7.3.12)

Das bedeutet, dass durch die Kraft F der mittlere Impuls aller Elektronen innerhalb der Zeit ¢
um /i 6k gedndert wird. Dies entspricht der Verschiebung der gesamtem Fermi-Kugel um 5k
innerhalb der Zeit t (siehe hierzu Abb. 7.10). Schalten wir die dufSere Kraft ab, so relaxiert
Sk oc e7/7 aufgrund von Streuprozessen wieder gegen null.

Mit der Bedingung % = 0 folgt aus (7.3.8)

E
Sk=-"1 (7.3.13)
h
und wir erhalten damit aus (7.3.7) das Ohmsche Gesetz
2
Jq= ner E=neyE=—-nevp (7.3.14)
m
mit der Beweglichkeit
vp Jq er
= =1 - (7.3.15)
E neE m

Wie beim Drude-Modell gibt die Beweglichkeit an, welche mittlere Driftgeschwindigkeit
vp = hdk/m der Ladungstrager pro elektrische Feldstirke erzeugt wird. Fiir die elektrische
Leitfahigkeit ergibt sich mit der Definition (7.3.1)

ne’tr  ne’t
o= = . (7.3.16)
m mvg
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erlaubt .", /
verboten

han™

Abb. 7.11: Zur Veranschaulichung des Ener-
giebereichs derjenigen Elektronen, fiir die
Streuprozesse maoglich sind. Streuprozesse

weit innerhalb der Fermi-Kugel sind durch
das Pauli-Prinzip verboten. Nur Elektronen im
Energiebereich der Breite ~ kg T um die Fermi-
Energie konnen an Streuprozessen teilnehmen.

Hierbei haben wir die mittlere freie Weglidnge ¢ = vp7 benutzt. Die mittlere freie Wegldnge
ist die Strecke, die ein Elektron innerhalb der mittleren Zeit T zwischen zwei Streuprozessen
zuriicklegen kann. Zu beachten ist, dass zur Berechnung von ¢ die tatsachliche Geschwindig-
keit der Elektronen, d. h. die Fermi-Geschwindigkeit vy = iikp/m verwendet werden muss,
und nicht etwa die mittlere Driftgeschwindigkeit v der Elektronen. Dies liegt daran, dass
nur Elektronen in einem schmalen Energieintervall der Breite ~ kg T um die Fermi-Energie
an Streuprozessen teilnehmen kénnen (siche Abb. 7.11). Da der maximale Energietibertrag
bei einem Stoflprozess in der Groflenordnung kg T << Eg liegt, konnen Elektronen weit un-
terhalb der Fermi-Energie keine Streuprozesse machen, da es keine freien Zustinde gibt,
in die sie gestreut werden konnten. Das Pauli-Prinzip verbietet ja eine Doppelbesetzung.
Nur die Elektronen in dem Aufweichungsbereich der Breite ~ kg T der Fermi-Kugel, al-
so diejenigen mit v ~ vg, finden freie Zustinde und kénnen gestreut werden. Wir wollen
schliefSlich noch darauf hinweisen, dass die in Abb. 7.10 gezeigte Verschiebung 6k der Fermi-
Kugel bei moderaten Feldstirken sehr klein ist. Fiir E = 10* V/m und 7 = 10~"* s erhalten wir
8k ~ 10° cm™!, was verschwindend klein gegeniiber kr ~ 10® cm™ ist (in Abb. 7.10 ist die
Verschiebung also viel zu grofl dargestellt). Dies zeigt uns, dass der Stromfluss aufgrund des
angelegten elektrischen Feldes durch die Umverlagerung eines nur sehr kleinen Bruchteils
der Elektronen zustande kommt. Im Gegensatz zum Drude-Modell, wo sich alle Elektronen
mit vp bewegen und alle zum Stromfluss beitragen, sind dies beim Sommerfeld-Modell nur
die wenigen, aber wesentlich schnelleren Elektronen an der Fermi-Fléche.

Die Interpretation des Ergebnisses (7.3.16) fiir die elektrische Leitfahigkeit ist evident. Wir
erwarten natiirlich, dass die transportierte Ladungsmenge proportional zu ne ist. Der Fak-
tor e/m muss auftauchen, da die Beschleunigung eines Elektrons im elektrischen Feld pro-
portional zu e/m ist. Die Zeit 7 bzw. die mittlere freie Weglidnge € = vg7 beschreibt schlief3-
lich das Zeit- bzw. Langenintervall, in dem ein Elektron durch das elektrische Feld beschleu-
nigt werden kann, bevor es durch einen Streuprozess wieder abgebremst wird. Die mittlere
freie Weglidnge der Elektronen betrigt typischerweise einige 10 bis 100 nm, kann aber bei
tiefen Temperaturen und sehr reinen Materialien bis in den cm-Bereich ansteigen. Streu-
prozesse werden wir im Detail erst in Abschnitt 9.3 diskutieren.
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Anmerkung zum Drude-Modell: Drude ging urspriinglich von einem klassischen freien
Elektronengas aus und erhielt fiir dieses System ebenfalls das Ergebnis (7.3.16). Die mitt-
lere thermische Geschwindigkeit vy, = \/3kg T/m in einem solchen klassischen Gas ist bei
Raumtemperatur allerdings nur etwa 10° m/s und damit um mehr als eine Grélenordnung
kleiner als die Fermi-Geschwindigkeit. Da man durch Messung von ¢ die Streuzeit 7 be-
stimmt, berechnet man mit £ = vy, 7 im Rahmen des Drude-Modells eine sehr kleine mittlere
freie Weglinge im Bereich von nur 1 bis 10 A. Drude nahm deshalb an, dass die Elektronen
an den positiven Atomriimpfen gestreut werden. Diese Vorstellung ist natiirlich falsch. Wir
werden in Kapitel 8 sehen, dass die freie Weglédnge fiir Elektronen (bei T = 0) in einem per-
fekten Kristallgitter unendlich grof8 wird. Streuprozesse kommen nur aufgrund von Abwei-
chungen von der perfekten periodischen Struktur zustande. Wir wollen schliefSlich darauf
hinweisen, dass im Rahmen des Drude-Modells (kein Pauli-Prinzip) alle Elektronen gestreut
werden konnen, wihrend bei Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips nur ein kleiner Teil T/ T
der Elektronen nahe an der Fermi-Kante streuen kann.

7.3.1.4 Temperaturabhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit

Die typische Temperaturabhingigkeit des spezifischen elektrischen Widerstands p = 1/0
von Metallen ist in Abb. 7.12 skizziert. Die einzige temperaturabhingige Gréfle in (7.3.16)
ist die Streuzeit 7 bzw. die mittlere freie Weglinge £. Um die beobachtete Temperaturab-
héngigkeit von p zu verstehen, miissen wir die Streuprozesse der Elektronen betrachten. In
einfachen Metallen dominieren folgende Streuprozesse:

1. Streuung an Phononen,
2. Streuung an Defekten und Verunreinigungen,
3. Streuung an der Probenoberfliche.

Wirken in einem Material mehrere Streuprozesse parallel, so kann die gesamte Streuzeit mit
Hilfe der empirischen Matthiessen-Regel bestimmt werden, nach der sich die Streuraten ad-
dieren:

—

1 1 1
—=—+ —+— +.... (7.3.17)
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3 < Abb. 7.12: Temperaturabhiangigkeit des elek-

o) trischen Widerstands. Bei tiefen Temperaturen
0 Pon < TS dominiert tiblicherweise die Streuung an Verun-
reinigungen und Defekten, bei hohen Tempera-
T turen die Streuung an Phononen.
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Elektron-Phonon-Streuung: Die Streurate der Elektron-Phonon-Streuung ist proportio-
nal zur mittleren Anzahl (n) der Phononen. Diese ist proportional zu T* bei tiefen Tempe-
raturen (T <« ®p) und proportional zu T fiir hohe Temperaturen (T > ®p). Wir erwarten
deshalb folgende Temperaturabhingigkeit des elektrischen Widerstands:

1. Hohe Temperaturen: T > Op:

Wegen - oc (1) oc L erwarten wir
Tph ©p

pph o< T (7.3.18)

2. Tiefe Temperaturen: T << @p:

Innerhalb eines Debye*—Modells (Zustandsdichte D(wg) o< wé) erhalten wir fiir die
Zahl der Phononen [’ D(w,)dw, o< w*>. Mit hw* =~ kg T erhalten wir (n) oc T?. Wir
erwarten deshalb %h o< (n) o< T*> und damit pyp o< T°. Im Experiment beobachtet
man allerdings pyp o T°. Dies liegt daran, dass wir zusitzlich noch einen Gewichts-
faktor zur Bewertung der Streuprozesse beriicksichtigen miissen. Betrachten wir die
Streuung um einen Winkel 9 zwischen den Wellenvektoren k und k’ vor und nach
der Streuung, so sehen wir aus Abb. 7.13, dass die Geschwindigkeitskomponente in
der urspriinglichen Richtung v — §v = v cos 9 ist. Die verlorene relative Driftgeschwin-
digkeit ist also 6v/v = 1 — cos 9. Da die Streuung um kleine Winkel nur kleine relative
Impulsiibertrage liefert, muss der zusitzliche Gewichtsfaktor (1 — cos 9) berticksichtigt
werden. Fiir kleine 9 (tiefe Temperaturen) gilt (1~ cos 9) = 9% o< ¢? = w} /v, wobei vy
die Schallgeschwindigkeit ist. Wegen w, = kg T/h ist (1 — cos 9) oc T? und wir erhalten
insgesamt

ppn o< T° . (7.3.19)

Eine genauere Diskussion erfolgt spéter in Abschnitt 9.3.2.

\‘\ kr
A q
Abb. 7.13: Zur Veranschauli- g — iV 9
chung des Gewichtsfaktors bei der L
Bewertung von Streuprozessen. v cos9 v k

Streuung an Defekten und Verunreinigungen: Die Anzahl der Defekte und Verunreini-
gungen in einer Probe ist temperaturunabhéngig. Deshalb erwarten wir einen temperatur-
unabhingigen Beitrag

o = const (7.3.20)
P

zum elektrischen Widerstand. Diesen Beitrag konnen wir bei sehr tiefen Temperaturen
beobachten, wenn der Beitrag durch die Elektron-Phonon-Streuung sehr klein wird. Man
nennt diesen temperaturunabhingigen Beitrag auch den Restwiderstand. In sehr reinen
einkristallinen Proben kann die mittlere freie Weglidnge aufgrund von Defekten und
Verunreinigungen grofler als die Probengroflie werden. In diesem Fall miissen wir einen
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Abb. 7.14: Temperaturabhingigkeit des spezifischen elektrischen Widerstands von verschiedenen Me-
tallen: (a) Ag mit unterschiedlichen Verunreinigungskonzentrationen, (b) Cu mit Ni-Verunreinigung
(nach J. Linde, Ann. Phys. 5, 15 (1932)) und (c) reduzierter spezifischer Widerstand gegen reduzierte
Temperatur fir unterschiedliche reine Metalle (nach D. K. C. MacDonald, in Handbuch der Physik XIV,
S. Fliigge, Hrsg., Springer Verlag (1956)).

weiteren, temperaturunabhédngigen Streuprozess beriicksichtigen, namlich die Streuung an
der Probenoberfliche.

In Abb. 7.14 sind einige experimentelle Daten zur Temperaturabhéngigkeit des elektrischen
Widerstands gezeigt. Fligt man einem reinen Metall Verunreinigungen hinzu, so nimmt der
Restwiderstand etwa proportional zum Verunreinigungsgrad zu (siehe Abb. 7.14a und b).
Die beobachteten p(T) Kurven werden dann einfach um den héheren Restwiderstand py
nach oben verschoben. Als Funktion der Temperatur erkennt man den Ubergang von p = py
bei tiefen Temperaturen iiber einen p o< T° Bereich zur linearen Temperaturabhingigkeit
bei hohen Temperaturen. Normiert man die Temperaturachse auf die Debye-Temperatur ®p
und die Widerstandsachse auf p(®p), so erhilt man fiir unterschiedliche Metalle das in
Abb. 7.14c gezeigte universelle Temperaturverhalten.

Eine Grofle, die sich gut fir die Charakterisierung der Reinheit eines elektrisch leitenden
Materials eignet, ist das so genannte Restwiderstandsverhiltnis RRR (residual resistance
ratio):

RRR = PCK) (7321)

Po

Fiir reine Materialien wird der Widerstand bei 300 K durch die Elektron-Phonon-Streuung
dominiert. Gleichzeitig wird der Restwiderstand p, sehr klein und man erhélt sehr hohe
RRR-Werte von bis zu 10°. Bei Legierungen wird dagegen auch bei 300 K der Widerstand
durch die Verunreinigungsstreuung dominiert und man erhilt RRR «~ 1. Eine weitergehende
Diskussion von Streuprozessen und die daraus resultierende Temperaturabhéingigkeit des
elektrischen Widerstandes erfolgt in Abschnitt 9.3.
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7.3.2 Thermische Leitfahigkeit

Wie bei der Diskussion des Warmetransports im Kristallgitter in Abschnitt 6.4 definieren
wir die Warmeleitfahigkeit « des Elektronengases als Proportionalititskonstante zwischen
treibendem Temperaturgradient VT und resultierender Warmestromdichte Jj:

Jn=-«VT. (7.3.22)

In volliger Analogie zur thermischen Leitfahigkeit des Phononengases erhalten wir fir das
Elektronengas die thermische Leitfahigkeit (vergleiche (6.4.9))

K= é cyviT. (7.3.23)

Setzen wir den Ausdruck cy = %znkBTlF (vergleiche (7.2.7), n = N/V) fur die spezifische

Wirme und v* = vi = 2Ep/m = 2kp Tz /m fiir die Geschwindigkeit ein, so erhalten wir

2 2
Sl i (7.3.24)

K
3 m

In Metallen iiberwiegt die thermische Leitfahigkeit der Elektronen iiblicherweise die ther-

mische Leitfahigkeit des Kristallgitters deutlich. Nur in stark verunreinigten oder ungeord-

neten Metallen wird die Streuzeit 7 sehr klein und die Warmeleitfahigkeit des Gitters kann

in die gleiche Gréflenordnung kommen wie diejenige des Elektronensystems. In Tabelle 7.3

sind die experimentellen Werte von x (272 K) fiir einige Metalle aufgelistet.

7.3.2.1 Das Wiedemann-Franz-Gesetz

Vergleichen wir das Ergebnis (7.3.24) mit demjenigen fiir die elektrische Leitfahigkeit, so
sehen wir, dass das Verhiltnis von thermischer und elektrischer Leitfahigkeit des Elektro-
nensystems direkt proportional zur Temperatur ist:

2 2
g _ % (’%B) T (7.3.25)

Diesen Zusammenhang bezeichnet man als Wiedemann-Franz-Gesetz.""” Voraussetzung
ist, dass die gleichen Streuprozess zum elektrischen und thermischen Widerstand beitragen.
Wire dies nicht der Fall, so wiirde in den Ausdriicken fiir ¥ und o eine unterschiedliche
Streuzeit eingehen.

Die Gréle x/oT ist nach (7.3.25) temperaturunabhingig. Sie wird als Lorenz-Zahl'® be-
zeichnet:
K o

k 2
L= = (—B) =244 x10°WQ/K? . (7.3.26)
o-T 3 \e

Gustav Heinrich Wiedemann, deutscher Physiker, geboren am 2. Oktober 1826 in Berlin; gestor-
ben am 23. Marz 1899 in Leipzig.

Rudolph Franz, deutscher Physiker, geboren am 16. Dezember 1826 in Berlin; gestorben am
31. Dezember 1902 in Berlin.

Ludvig Valentin Lorenz, dinischer Physiker, geboren am 18. Januar 1829 in Helsingor, gestorben
am 09. Juni 1891 in Frederiksberg.
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Tabelle 7.3: Experimentelle Werte der thermischen Leitfihigkeit und der Lorenz-Zahl von Metallen bei
272K (Quelle: G. W. C. Kaye, T. H. Laby, Table of Physical and Chemical Constants, Langmans Green,
London (1966)).

Metall x (W/ecmK) L (107 WQ/K?) Metall x(W/cmK) L (10~ WQ/K?)

Al 2.38 2.14 Na 1.38 2.12
Ag 4.18 2.31 Pb 0.38 2.47
Au 3.10 2.35 Pt — 2.51
Cd 1.00 242 Sn 0.64 2.52
Cu 3.85 273 Nb 0.52 2.90
Fe 0.80 2.61 Sb 0.64 2.57
In 0.88 2.58 W = 3.04
Mo — 2.61 Zn 1.13 2.31

Wir sehen, dass gute elektrische Leiter auch gute Wirmeleiter und umgekehrt sind. In Ta-
belle 7.3 sind die Lorenz-Zahlen einiger Metalle aufgelistet. Sie stimmen gut mit dem theo-
retischen Wert tiberein.

Experimentell findet man, dass das Wiedemann-Franz-Gesetz immer nur bei hohen Tem-
peraturen (groflenordnungsmaflig etwa 100 K) gut erfillt ist und auch der nach (7.3.26)
erwartete Wert der Lorenz-Zahl gemessen wird. Zu tiefen Temperaturen hin nimmt dann
allerdings der Wert der Lorenz-Zahl ab und wird bei tiefen Temperaturen wieder konstant.
Grund fiir diese Temperaturabhingigkeit ist eine unterschiedliche Wichtung der Streu-
prozesse beim elektrischen und thermischen Transport. Fiir den elektrischen Widerstand
kommt es vor allem auf eine effektive Impulsrelaxation der Elektronen an, da der durch das
elektrische Feld erzeugte Zusatzimpuls 6k abgegeben werden muss. Dies ist am effektivsten
durch Prozesse moglich, bei denen der Impuls von k ~ +k nach k ~ —k gedndert wird. Diese
Prozesse fithren zwar auch zu einem thermischen Widerstand. Allerdings kommt es fiir den
thermischen Widerstand vor allem auf eine effektive Energierelaxation an. Ein Temperatur-
gradient erzeugt namlich keinen Zusatzimpuls der Elektronen, sondern eine Zusatzenergie.
Fiir eine Energierelaxtion sind aber auch Prozesse mit kleiner Impulsianderung (z.B. von
kg + 80k nach kg — 8k mit 6k <« kg) effektiv. Diese Prozesse, die vor allem bei tiefen Tem-
peraturen wichtig sind, da die Phononenzustinde mit hohen Impulsen ausfrieren, tragen
wenig zum elektrischen Widerstand bei. Dies erklart die Abnahme der Lorenz-Zahl mit
abnehmender Temperatur.

Anmerkung zum Drude-Modell: Wir wollen hier nochmals eine Anmerkung zum
klassischen Drude-Modell machen. Ein grofler Erfolg dieses Modells war, dass es das
Wiedemann-Franz-Gesetz richtig vorhersagte. Dies basierte allerdings auf dem Zufall, dass
sich zwei fehlerhafte Annahmen gerade gegenseitig kompensiert haben Im Drude-Modell
wird im Ausdruck K= —cvv 7 der klassische Dulong-Petit-Wert cy = 5 nkB anstelle des rich-
tigen Werts ¢, = = nkB 7, eingesetzt, d. h. ein um etwa den Faktor T'/ Tp zu groBer Wert. Dies
wird aber w1ederum kompens1ert indem die thermlsche Geschwindigkeit v§, = 2kgT/m
anstelle der richtigen Fermi-Geschwindigkeit v = 2kp Tr/m, also ein um etwa T/Ty zu
niedriger Wert verwendet wird. Dadurch wird im Drude-Modell durch Zufall der richtige
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Abb. 7.15: Temperaturabhingigkeit 0
der Wirmeleitfahigkeit von reinen 0 1 2 3
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(Messing, Konstantan, Edelstahl). T (K)

Ausdruck fiir die thermische Leitfahigkeit und somit auch das Wiedemann-Franz-Gesetz
erhalten.

7.3.2.2 Temperaturabhangigkeit der thermischen Leitfahigkeit

Wir wollen kurz die Temperaturabhingigkeit der elektronischen thermischen Leitfahigkeit
diskutieren. Mit Hilfe des Wiedemann-Franz-Gesetzes folgt diese sofort aus der Temperatur-
abhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit. Mit p = py = const bei sehr tiefen Temperaturen,
p oc T fiir T << @p und p o T fiir T > Op erhalten wir

T fir T << Op
1
ko< —Toc{T™* firT<®p . (7.3.27)
p

const fiir T > Op

Wir erwarten also, dass k¥ von hohen Temperaturen kommend zunéchst konstant ist und
dann geniigend weit unterhalb von ®p mit abnehmender Temperatur stark ansteigt, ein
Maximum durchlduft und bei sehr tiefen Temperaturen, bei denen die Verunreinigungs-
streuung dominiert, proportional zu T abnimmt. Wir erhalten wie bei der Warmeleitfahig-
keit des Gitters ein Maximum der thermischen Leitfahigkeit, dessen Hohe und Temperatur
von der Reinheit der Probe abhingt. Dieses Verhalten ist in Abb. 7.15 fiir reine Metalle wie
Kupfer oder Aluminium zu sehen. Sehr reine Proben (z.B. hochreines Kupfer) haben ein
sehr ausgeprigtes Maximum bei tieferen, sehr verunreinigte Proben ein flaches bei hohe-
ren Temperaturen. Fiir Legierungen wird das Maximum vollig unterdriickt, da die mittle-
re freie Weglénge fir den gesamten Temperaturbereich durch die temperaturunabhingige
Verunreinigungsstreuung dominiert wird und sehr klein ist. Fiir sehr reine Proben werden
maximale Werte fiir x von mehr als 10 000 W/m K erreicht.

Die elektronische Warmeleitfahigkeit von Metallen ist im Allgemeinen um etwa den Fak-
tor 100 grof3er als die Wirmeleitfihigkeit des Gitters, so dass letztere experimentell schwierig
zu beobachten ist. Der Grund dafiir liegt in der sehr effektiven Elektron-Phonon-Streuung.
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Diese fiihrt in Metallen zu einer im Vergleich mit Isolatoren viel kleineren mittleren freien
Weglinge und damit zu einem sehr kleinen Beitrag der Phononen zur Wirmeleitfihigkeit.
Die in Isolatoren dominierende Phonon-Phonon-Streuung ist in Metallen im Vergleich zur
Elektron-Phonon-Streuung vernachlissigbar klein. Der Beitrag des Gitters zur Warmeleit-
féhigkeit von Metallen kann nur dann beobachtet werden, wenn der elektronische Beitrag
stark unterdriickt wird. Dies ist z. B. in Legierungen der Fall, in denen die Elektronen stark
an Fremdatomen und Defekten gestreut werden, so dass sie wenig zur Wirmeleitfihigkeit
beitragen konnen.

7.3.3 Thermokraft

Bei der Herleitung der Wirmeleitfihigkeit haben wir angenommen, dass kein Ladungstrans-
port stattfindet. Betrachten wir den in Abb. 7.16 gezeigten eindimensionalen metallischen
Leiter, dessen Temperatur T; am einen Ende grofier ist als die Temperatur T, am anderen,
so erhalten wir im Mittel eine Elektronenbewegung von T} nach T5. Da die Elektronen aber
den Leiter nicht verlassen kénnen, sammeln sie sich bei T, an, was zu einem elektrischen
Feld E, parallel zum Temperaturgradienten d T /dx fithrt. Wir definieren nun

E=SVT. (7.3.28)

Die Grofe S bezeichnen wir als Thermokraft oder Seebeck-Koeffizienten."*”°

Wir leiten im Folgenden einen Ausdruck fiir die Thermokraft basierend auf dem einfachen
Modell freier Elektronen ab. Eine tiefergehende Diskussion folgt in Kapitel 9, nachdem wir
in Kapitel 8 das Bandermodell entwickelt haben. Um einen Ausdruck fiir die Thermokraft
abzuleiten, betrachten wir unser eindimensionales Modell in Abb. 7.16. Offensichtlich ist
wegen v; # v, der Mittelwert der Teilchengeschwindigkeit bei x nicht mehr null. Aufgrund
des Temperaturgradienten erhalten wir eine mittlere Diffusionsgeschwindigkeit in x-Rich-
tung:

V1 + V)
2

1
Vdiff = =3 [v(x —vr) —v(x+ vr)] . (7.3.29)
Entwickeln wir v[T(x)] um xo und beriicksichtigen nur den Term erster Ordnung, d.h.
v[T(x)] ~v(xo) + %(x - Xp), so erhalten wir

vait = 3 [ v(30) + S (ve) = () - S0

- 2 ) 2dT dx’ o

"9 Thomas Johann Seebeck, deutsch-baltischer Physiker, geboren am 9. April 1770 in Reval (heute

Tallinn), gestorben am 10. Dezember 1831 in Berlin.

20 Th.J. Seebeck, Magnetische Polarisation der Metalle und Erze durch Temperaturdifferenz (1822-23),
in Ostwald’s Klassiker der Exakten Wissenschaften Nr. 70, Verlag von Wilhelm Engelmann, Leipzig
(1895).
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Abb. 7.16: Zur Entstehung der Thermokraft. Als Ladungstréger werden Elektronen mit Ladung —e an-
genommen, so dass sich am kalten (heifSen) Ende eine Anhidufung negativer (positiver) Ladung ergibt.

Wir koénnen dieses Ergebnis auf drei Dimensionen erweitern, indem wir v2 durch %vz er-
setzen”' und erhalten

7 dv?
Vdiff = ——

VT, 7.3.31
p dTv ( )

Durch den Diffusionsstrom baut sich ein elektrisches Feld auf, das einen Driftstrom
er

Varift = —— E=—-pE (7.3.32)
m

zur Folge hat. Das Minuszeichen resultiert dabei aus der Ladung —e der betrachteten La-
dungstriger (Elektronen). Im stationdren Zustand miissen sich der Diffusions- und Drift-
strom gerade kompensieren, woraus sich

1 d (m?

- — | — T+eE=0 7.3.33

3 3T ( 5 ) VT +e ( )
ergibt. Wir benutzen jetzt noch, dass diT (”‘Tvz) = cy/n, also gleich der Wirmekapazitit pro

Teilchen entspricht, und erhalten

1
E=——c¢cyVT. (7.3.34)
3ne

Mit der Definition (7.3.28) der Thermokraft ergibt sich

1 2 kg kgT 2kg T
Jomm gy mel BN [ (7.3.35)
3ne 6 e Ep 6 e Tg

Hierbei haben wir den Ausdruck (7.2.7) fir die spezifische Warme des freien Elektronen-
gases benutzt. Wir erhalten fiir die Thermokraft S ~ -142 uV/K- TlF Mit Tlp ~ 1072 erhalten
wir also Werte im Bereich von —1 uV/K. Dieser Wert wird in einfachen Metallen in der Tat

21 2
y

.2 2
wir v durch %v ersetzen.

2

Es gilt v2 +v2 +v2 =v* und aulerdem v? = vy = v fiir ein isotropes Medium. Deshalb kénnen
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beobachtet. Allerdings wird die beobachtete Temperaturabhéingigkeit und auch das Vorzei-
chen der Thermokraft im Modell des freien Elektronengases hiufig nicht richtig wieder-
gegeben. Experimentell findet man héufig eine positive Thermokraft. Eine Erklarung die-
ser Tatsache erfordert die Einbeziehung des Gitterpotenzials in die Transporttheorie (siehe
hierzu Kapitel 8). Die im Ausdruck fiir die Thermokraft auftretenden Terme kénnen wir
anschaulich interpretieren. Der Faktor T/ T trigt der Tatsache Rechnung, dass nur ein klei-
ner Bruchteile T/ Ty der Elektronen zu dem Prozess beitragen kann, der zur Thermokraft
fithrt. Der Faktor kg /e gibt gerade das Verhaltnis der von den einzelnen Elektronen im Mit-
tel transportierten Entropie und Ladungsmenge an. Erstere resultiert aus dem angelegten
Temperaturgradienten VT, letztere fiihrt zu einem elektrischen Feld E oc =V ¢,j.

Anmerkung zum Drude-Modell: Das klassische Drude-Modell liefert einen viel zu hohen
Wert fir die Thermokraft. Dies resultiert daher, dass man in (7.3.35) den um etwa den Fak-
tor T/Tg ~ 100 zu groflen klassischen Wert ¢y = 3kg fiir die Warmekapazitit pro Teilchen
einsetzt. Im Rahmen des klassischen Modells tragen alle Elektronen zur Thermokraft bei. In
Wirklichkeit ist es aber aufgrund des Pauli-Prinzips nur eine kleiner Anteil T/ T.

7.3.4 Bewegung im Magnetfeld

In Abschnitt 7.3.1 haben wir die Bewegung von Elektronen® unter der Wirkung eines elek-
trischen Feldes E diskutiert. Wir wollen diesen Fall nun erweitern, indem wir auch Magnet-
felder B berticksichtigen. Die auf die Elektronen wirkende Kraft ist dann durch

F=—¢[E+vxB] (7.3.36)

gegeben. Zusitzlich zur Kraft Fy = —eE durch das elektrische Feld miissen wir die Lorentz-
Kraft F; = —ev x B beriicksichtigen. Fiir die zeitliche Anderung des mittleren Wellen-
vektors (k) aufgrund der wirkenden Krifte und von Streuprozessen erhalten wir dann
(vergleiche (7.3.11))

dk)y F &k _e[E+(v)xB] Jk

9 h . n S (7.3.37)

Im stationdren Zustand muss diese Anderung verschwinden. Mit der mittleren Drift-
geschwindigkeit dv = (v) = h—r‘ik erhalten wir also

ov=-S"[E+ovxB]. (7.3.38)
m

Hierbei erscheint in der Lorentz-Kraft nur die mittlere Zusatzgeschwindigkeit dv, da diese
ja eine mittlere Kraft auf alle Elektronen darstellt. Fiir E = 0 kénnen wir im Kristall zu je-
dem Elektron mit Geschwindigkeit v auch ein Elektron mit Geschwindigkeit —v finden, so
dass die mittlere Lorentz-Kraft verschwindet. Wir weisen darauf hin, dass die eben gemachte

2 Wir benutzen im Folgenden wiederum die Elementarladung e als positive GroRe, die Ladung eines

Elektrons betrigt also —e.
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Betrachtung nur zur Abschitzung der mittleren Driftgeschwindigkeit und damit des mitt-
leren Driftstromes verwendet werden kann. Eine detaillierte Beschreibung der Bewegung
einzelner Elektronen in einem Kristallgitter werden wir erst in Kapitel 9 diskutieren.

Wir nehmen im Folgenden an, dass das Magnetfeld parallel zur z- Achse ausgerichtet ist. Wir
erhalten dann aus Gleichung (7.3.38) fiir die kartesischen Komponenten von v:

E

Oy = —wT (E" + 6vy) (7.3.39)
E}’

&, = ~w.r (E _ M) (7.3.40)

OV, = —w.T (%) . (7.3.41)

Hierbei haben wir die Zyklotronfrequenz
eB 11 1
we= —=1.76x10"'s7' . B[T] (7.3.42)
m

verwendet.”? Losen wir das Gleichungssystem (7.3.39)-(7.3.41) nach &v,, ov, und &v, auf
und fiihren die Stromdichte J, = —nedv ein, so erhalten wir

]q,x 0o 1 —W:T 0 Ex
Joz T o 0 1+wi?)\E,
Hierbei ist
ne*r
0y = (7.3.44)
m

7.3.4.1 Hall-Effekt

Wir betrachten nun die in Abb. 7.17 gezeigte Probenform. Das von aufien angelegte elektri-
sche Feld soll in x-Richtung zeigen, das Magnetfeld in z-Richtung. Ein Ladungsfluss soll nur

A(k - s
3 dlk) _F _ —eB _ eovxB 0 somit O =

h d(k) _eE _ edvxB
dt h h h e dt .

m m

Fiir 7 — oo ergibt sich aus (7.3.37)
Wir erhalten damit

. e
O0Vy = ——E. — w.bv,
m
. e
O0vy = ——E, + 0. 6vy
m
. e
ov,=——E,.
m

Die Losung dieses Gleichungssystems ist eine Kreisbewegung in der x y-Ebene mit der Kreisfre-
quenz w.. Den Fall w.7 > 1 werden wir aber erst spdter in Kapitel 9 diskutieren. In diesem Fall
sind die ebenen Elektronenwellen keine guten Eigenzustinde mehr. Wir miissen den Effekt des
Magnetfeldes gleich von Anfang an berticksichtigen und neue Eigenzustinde berechnen. Fiir Me-
talle ist £ ~ 100 nm bzw. 7 = €/vp ~ 107" s. Mit w. ~ 10" s7" bei B = 1T ist fiir Metalle iiblicher-
weise w.T < 1. Dies dndert sich nur bei sehr hohen Magnetfeldern und sehr reinen Proben bei
sehr tiefen Temperaturen.



7.3 Transporteigenschaften 293

Abb. 7.17: Zur Veranschaulichung des Hall-Effekts. Die Elektronen bewegen sich entgegen der tech-
nischen Stromrichtung J, in die negative x-Richtung. Sie werden dabei durch die Lorentz-Kraft in die
negative y-Richtung abgelenkt und bauen ein elektrisches Querfeld E, auf. Im stationdren Zustand
kompensiert die Kraft Fr = —eE, durch das Hall-Feld die Lorentz-Kraft F, = —edv x B.

in x-Richtung méglich sein. Aus der Bedingung ], ,, = 0 erhalten wir dann aus (7.3.43)
wcTEx +E, =0 (7.3.45)

oder

Bt
Ey=-w.TE, = —67 E, = —uBE, . (7.3.46)

Wir sehen also, dass sich in der Probe ein elektrisches Querfeld in y-Richtung aufbaut. Die-
se Erscheinung bezeichnen wir als Hall-Effekt.”* Das transversale elektrische Feld nennen
wir Hall-Feld. Das Hall-Feld kommt dadurch zustande, dass die Elektronen aufgrund der
Lorentz-Kraft eine Ablenkung in y-Richtung erfahren und sich dadurch auf der einen Stirn-
fliche der Probe ansammeln und von der gegeniiberliegenden abwandern. Dieser Prozess
hilt solange an, bis das entstandene elektrische Feld die Ablenkung der Elektronen im Ma-
gnetfeld gerade kompensiert.

Wir kénnen in (7.3.46) mit Hilfe von (7.3.43) das elektrische Feld E, auch durch ]« aus-
driicken und erhalten:

B B
E, = _eer E. = —uBE, = _eBT Jax _ RyBJgx - (7.3.48)
m m 0y
Die Grofie
1
Ry=-—— (7.3.49)
ne

bezeichnen wir als Hall-Koeffizienten und

E
_ 2 _RyB (7.3.50)
Jo.x

Pxy

2 Edwin Herbert Hall, geboren am 7. November 1855 in Great Falls, Maine; gestorben am 20. No-

vember 1938 in Cambridge, Massachusetts. 1879 entdeckte Hall im Alter von 24 Jahren den spéter
nach ihm benannten Hall-Effekt. Diese Entdeckung geschah im Zusammenhang mit seiner Dok-
torarbeit unter Henry Augustus Rowland (1848-1901). Von 1881 bis 1921 forschte er an der Har-
vard Universitit auf dem Gebiet der Thermoelektrizitit.
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Messung des Hall-Effekts

Fir die Messung des Hall-Effekts verwendet man tiblicherweise die in Abb. 7.18 gezeig-
te Probengeometrie. Man erhélt mit obigen Gleichungen sofort, dass die gemessene Hall-
Spannung durch

Uy = RHB]qb = pH]qb = PTHI (7.3.47)
gegeben ist. Das heifdt, Uy steigt mit zunehmender elektrischer Stromdichte J; und zu-
nehmendem Magnetfeld B sowie mit zunehmender Probenbreite b an. Da man im Ex-
periment B und Jq (z. B. wegen Heizeffekten) nicht beliebig erh6hen kann, muss man die
Probenbreite erhéhen, um eine gentigend grofSe Hall-Spannung zu erzielen. Dabei muss al-
lerdings beachtet werden, dass man nicht durch eine gegenseitige Verschiebung der Span-
nungsabgriffe fir Uy einen longitudinalen Spannungsanteil mitmisst.

o @8 9
L

H:J:BQBG?@GBGBH:GB

@ uu:q:> b _ 0 @ UH
O ONONOIIONONONONC)

. u Y

Abb. 7.18: Typische Probengeometrie zur Messung des Hall-Effekts: Hall-Barren mit Lange L,
Breite b und Dicke d, das Magnetfeld steht senkrecht auf der Probenebene.

als spezifischen Hall-Widerstand. Den Winkel

E eBt
tanfy = -2 = — = gyRy (7.3.51)
E, m

nennen wir Hall-Winkel.

Durch Messung der Hall-Konstanten erhalten wir also das Vorzeichen und die Dichte der
Ladungstriger im untersuchten Festkorper. Um das Vorzeichen des Hall-Effekts im Detail
zu verstehen, miissen wir aber, dhnlich wie bei der Thermokraft, die Bandstruktur des Fest-
korpers berticksichtigen (siehe hierzu Kapitel 8 und 9).

Das Ergebnis, dass der Hall-Koeffizient proportional zu 1/ne ist, kann mit kinetischen Vor-
stellungen verstanden werden, wenn wir annehmen, dass die Ladungstrager mit der Ge-
schwindigkeit 6v driften und dabei die Lorentz-Kraft edv x B senkrecht zum Magnetfeld
erfahren. Das transversale elektrische Feld Ey = B x v = B x ﬁ]q wird gerade zur Kom-
pensation dieser Ablenkkraft benétigt. Die Proportionalitit zu 1/n ergibt sich dabei gerade
deshalb, da sich bei einer gegebenen Stromstérke die Ladungstrager umso schneller bewegen
miissen, je kleiner die Ladungsdichte ist und daher umso stirker im Magnetfeld abgelenkt
werden.
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7.3.4.2 Vertiefungsthema: Magnetwiderstand

Als Magnetwiderstand bezeichnen wir den magnetfeldabhéngigen spezifischen Widerstand
p = p(B) eines Festkorpers. Je nach relativer Orientierung von Strom- und Magnetfeldrich-
tung unterscheiden wir zwischen:

longitudinaler Magnetwiderstand p; B J, (7.3.52)
transversaler Magnetwiderstand  p, BLlJ,. -

Die relative Anderung des elektrischen Widerstands als Funktion des angelegten Magnet-
feldes
B)-p(0) A
MR < PB)—p(0) _ Ap
p(0) p

wird als Magnetowiderstandseffekt oder kurz als MR-Effekt (MR: Magneto Resistance) be-
zeichnet.

(7.3.53)

Transversaler Magnetwiderstand: Wir betrachten wieder die in Abb. 7.17 gezeigte Geo-
metrie. Der von auflen aufgeprigte Strom soll in x-Richtung flieflen und das Magnetfeld soll
in z-Richtung angelegt sein. Mit der Bedingung ] , = 0 folgt aus (7.3.43)

W TE, +E, =0. (7.3.54)

Setzen wir den daraus folgenden Ausdruck fiir E, in (7.3.43) ein, so erhalten wir

_ [ _ 0y )
Jox = T+ ol (Ex - wctEy) = Tl (E. + wlT°E,)
% 2.2
= m(l T W, T )Ex = GOEx . (7355)
c

Wir sehen also, dass p(B) = 1/0y = const ist. In der gezeigten Konfiguration verschwindet al-
so der transversale Magnetwiderstand.” Die Ursache dafiir ist, dass die aus dem Hall-Feld E,,
resultierende Kraft —eE, die Lorentz-Kraft —edv x B = —edv, B, gerade kompensiert. Die
Ladungstriger konnen sich somit mit der Driftgeschwindigkeit §v, in x-Richtung bewegen,
ohne dass sie die Lorentz-Kraft aufgrund des anliegenden Magnetfeldes spiiren. In Experi-
menten beobachtet man allerdings fiir alle nicht-magnetischen Metalle immer einen endli-
chen Magnetwiderstand. Dies zeigt, dass das Bild der freien Elektronen zu einfach ist und
wir fiir die Erkldrung des transversalen Magnetwiderstands unser Modell erweitern miis-
sen. Dies konnen wir z. B. im Rahmen des Modells freier Elektronen durch ein so genanntes
Zweiband-Modell tun, das wir spiter in Abschnitt 9.6.2 vorstellen werden. Wir werden in

% Man beachte, dass die Randbedingung Jq,; = 0 nur fiir die in Abb. 7.18 gezeigte Probengeometrie

erfiillt ist. Wir konnen aber auch eine andere Konfiguration wihlen (z. B. eine Corbino-Scheibe,
siehe The Hall and Corbino Effects, E. P. Adams, Proc. Am. Phil. Soc. 54, 47-51 (1915)), fiir wel-
che die Randbedingung E, = 0 vorliegt. In diesem Fall folgt aus (7.3.43) Jqx = —3%— Ex, d.h ein

2.2
T+wsT

endlicher Magnetwiderstand Ap/p o< B,
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Plausibilitatserklarung fiir den Magnetwiderstand:

Wir gehen davon aus, dass die Ladungstriger nach der mittleren Zeit 7 elastisch gestreut
werden. Die Leitfahigkeit ist proportional zur mittleren freien Weglinge € = vr7. Die La-
dungstrager bewegen sich zwischen den Streuprozessen auf Landau-Bahnen mit Radi-
us R, = vpm/eB, wobei die Umlauffrequenz durch die Zyklotron-Frequenz w. = eB/m ge-
geben ist (siehe Abb. 7.19)

Mit den Bezeichnungen &y = 7v, £y/R. = ¢ und R, = vg/w, ergibt sich aus Abb. 7.19¢ fiir
den Grenzfall niedriger Magnetfelder (¢y << R.)

2 3
i:sin(f):f—l(f) (7.3.56)
R. 2] 2 6\2
und damit
1
2=2¢, (1 - ﬂrzwg) . (7.3.57)

Der spezifische Widerstand p ist reziprok zur effektiven mittleren freien Wegldnge ¢ und
damit ergibt sich

=1l
Ap &' (1-570) &'
Po 6!

(7.3.58)

2
Mit o = ne’r/m und w, = eB/m folgt dann % = 24::213 (%) , was der Kohler-Regel ent-

spricht.

Abb. 7.19: Driftbewegung von Elektronen ohne (a) und mit (b) Magnetfeld. Vollstindige Umldufe
auf Landau-Bahnen sind nur bei sehr niedrigen Temperaturen, sehr reinen Proben und hohen Ma-
gnetfeldern zu erwarten.

Kapitel 9 aber auch sehen, dass wir bei Berticksichtigung des periodischen Gitterpotenzi-
als und des damit verbundenen Ubergangs von freien Elektronen zu Kristallelektronen eine
starke Modifikation der Bewegung von Elektronen in elektrischen und magnetischen Fel-
dern erhalten. Dies werden wir in Kapitel 9 genauer diskutieren.

Anschaulich konnen wir uns den positiven Magnetwiderstand durch eine Verkleinerung der
effektiven freien Weglinge ¢ zwischen zwei Stof3ereignissen erkldren. Die Elektronen bewe-



7.3 Transporteigenschaften 297

gen sich namlich zwischen zwei St6f8en (z.B. mit Verunreinigungen oder Phononen) auf
gekrimmten Bahnen. Nur die langsame Driftgeschwindigkeit erfolgt geradlinig, da sich die
Lorentz-Kraft aufgrund des B-Feldes und die Kraft aufgrund des Hall-Feldes gerade kom-
pensieren. Wichtig ist, dass die Bewegungsgeschwindigkeit zwischen zwei St6fen der Fermi-
Geschwindigkeit entspricht, die wesentlich grofler ist als die mittlere Driftgeschwindigkeit
der Elektronen und folglich in einer wesentlich grof3eren Lorentz-Kraft resultiert. Eine Plau-
sibilitatsbetrachtung zur Verkiirzung der mittleren freien Weglange durch ein transversales
Magnetfeld wird im nachfolgenden Kasten gemacht.

Der beobachtete positive Magnetwiderstand folgt der so genannten Kohler-Regel’*:?-*
A B) - B
e _p(B)-p(0) _ F( ) _ F () | (7.3.59)
Po p(0) p(0)

Hierbei ist F eine Funktion, die von der Art des jeweiligen Metalls abhdngt. Da der Magnet-
widerstand nicht vom Vorzeichen von B abhéngen darf, kann die Funktion F keine lineare
Funktion in B sein. Experimentell beobachtet man in kleinen Feldern meist eine quadrati-
sche Abhingigkeit. Eine Plausibilitdtsbetrachtung dafiir ist im nachfolgenden Kasten gege-
ben, eine tiefer gehende Diskussion folgt spéter in Kapitel 9.

Der positive Magnetwiderstand tritt auch in magnetischen Metallen auf, auch wenn er dort
teilweise von wesentlich grofSeren negativen Magnetowiderstandseftekten (der Widerstand
nimmt mit zunehmendem Feld ab) iiberlagert wird. Gleichung (7.3.59) zeigt, dass der posi-
tive Magnetwiderstand sehr groff werden kann, wenn p, sehr klein bzw. die Streuzeit 7 sehr
grofd ist. Dies ist in sehr reinen Metallen bei sehr tiefen Temperaturen der Fall.”” So nimmt
z. B. in reinem Cu oder Ag der Widerstand in angelegten Feldern von etwa 10 T bei niedrigen
Temperaturen um bis zu 100% zu.*® Bei Raumtemperatur ist der positive Magnetwiderstand
aber generell klein und deshalb nicht fiir Anwendungen nutzbar.

Longitudinaler Magnetwiderstand: Im Modell der freien Elektronen erwarten wir weder
fur das Einbandmodell noch fiir das Zweibandmodell (siche Abschnitt 9.6.2) einen endli-
chen longitudinalen Magnetwiderstand, da die Driftbewegung der Ladungstriger ja paral-
lel zum Magnetfeld erfolgt. Dies steht im Widerspruch zu den experimentellen Befunden.
Da die Bewegung zwischen den einzelnen Streuprozessen aber in beliebige Richtungen er-
folgt und ja nur die mittlere Driftgeschwindigkeit parallel zu B ist, konnen wir die gleiche
Plausibilitatsbetrachtung wie beim transversalen Magnetwiderstand machen und damit eine
effektive Verkiirzung von ¢ und somit endlichen positiven Magnetwiderstand ableiten.

% Kohler, Theorie der magnetischen Widerstandseffekte in Metallen, Annalen der Physik 32, 211

(1938).

27 J. M. Ziman, Electrons and Phonons, Clarendon Press (1963), p. 491.

% Esgilt B/p(0) = ne 1 = new.t. Dader Zyklotron-Radius durch R. = w./vr und die mittlere freie

Weglidnge durch ¢ = viT gegeben ist, kénnen wir auch B/p(0) = neR% schreiben.

2 E. Fawcett, High-field galvanomagnetic properties of metals, Advances in Physics 13, 139 (1964).

30 ER.Fickett, Transverse magnetoresistance of oxygen-free copper, IEEE Trans. Magn. 24, 1156 (1988).
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Fir das detaillierte Verstdndnis des longitudinalen Magnetwiderstands bendtigen wir die
Kenntnis der E(k)-Abhingigkeiten von Elektronen unter dem Einfluss des periodischen
Gitterpotenzials. Wir werden in Kapitel 8 sehen, dass die Flichen konstanter Energie fur
solche Elektronen eine komplizierte Form annehmen konnen. Einen longitudinalen Ma-
gnetwiderstand erwarten wir nur dann, wenn die Fldchen konstanter Energie nicht mehr
wie fiir freie Elektronen kugelsymmetrisch sind. Generell ist die Abhingigkeit des Magnet-
widerstands einer einkristallinen Probe eine komplizierte Funktion der Richtung von Strom
und Magnetfeld relativ zu den Kristallachsen. Diesen komplexen Zusammenhang wollen
wir hier nicht diskutieren.

7.3.4.3 Vertiefungsthema: Magnetowiderstandseffekte

Eine Vielzahl weiterer, meist negativer magnetoresistiver Effekte tritt in ferromagnetischen
Metallen und Schichtstrukturen aus solchen Metallen auf:*'

AMR (Anisotropic MagnetoResistance)
GMR (Giant MagnetoResistance)

CMR (Colossal MagnetoResistance)
TMR (Tunneling MagnetoResistance)
BMR (Ballistic MagnetoResistance)

EMR (Extraordinary MagnetoResistance)
GMI (Giant MagnetoImpedance)

Lange bekannt ist der ,,anisotrope magnetoresistive Effekt“ (AMR), der bereits 1857 durch
Thomson entdeckt wurde und in ferromagnetischen Materialien auftritt. Deren spezifischer
Widerstand ist parallel zur Magnetisierung einige Prozent grofier als senkrecht dazu. Der
AMR ist allerdings erst iiber 100 Jahre nach seiner Entdeckung in die erste technische
Anwendung eingeflossen. Dabei handelte es sich um die Leseeinheit in Bubblespeichern
Ende der 1960er Jahre. Um 1980 wurde mit der Entwicklung der ersten AMR-Sensoren
begonnen. In diinnen Schichten aus weichen ferromagnetischen Materialien ist die Magne-
tisierung leicht drehbar, so dass mit Hilfe des AMR Magnetfeldsensoren realisiert werden
konnen.

Eine rasante Entwicklung der Untersuchung und auch der technischen Nutzung magnetore-
sistiver Effekte setzte Ende der 1980er Jahre ein, als Peter Griinberg und Albert Fert fast zeit-
gleich entdeckten, dass der elektrische Strom in Schichtsystemen, die aus ferromagnetischen
und nicht-magnetischen, metallischen Schichten bestehen, stark von der relativen Orientie-
rung der Magnetisierung in den ferromagnetischen Schichten abhingt.’>**** Es wurde fest-

' siehe z. B. Spinelektronik, R. Gross und A. Marx, Vorlesungsskript, Technische Universitit Miin-

chen (2004).

P. Griinberg, R. Schreiber, Y. Pang, M. B. Brodsky, H. Sower, Layered Magnetic Structures: Evidence
for Antiferromagnetic Coupling of Fe Layers across Cr Interlayers, Phys. Rev. Lett. 57, 2442 (1986).

32

3 G Binasch, P. Griinberg, F Saurenbach, W. Zinn, Enhanced magnetoresistance in layered magnetic

structures with antiferromagnetic interlayer exchange, Phys. Rev. B 39, 4828 (1989).

M. N. Baibich, J. M. Broto, A. Fert, Van Dau Nguyen, E. Petroff, P. Etienne, G. Creuset, A. Friedrich,
J. Chazelas, Giant Magnetoresistance of (001)Fe/(001)Cr Magnetic Superlattices, Phys. Rev. Lett. 61,
2472 (1988).

34
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Peter Griinberg und Albert Fert, Nobelpreis fiir Physik 2007

Der Physiker Peter Griinberg vom For-
schungszentrum Jiilich und sein franzgsi-
scher Kollege Albert Fert von der Univer-
sitdt Paris-Stid erhielten den Nobelpreis
fir Physik 2007 fur ihre Arbeiten zum
Riesenmagnetowiderstand (GMR: giant
magneto resistance). Ihre Grundlagenfor-
schung legte die Basis fiir die Entwick-
lung von leistungsfihigen Lese-Schreib-

Kopfen und damit fiir die Realisierung Z &

kam der erste GMR-Lesekopf fir Com-

puterfestplatten auf den Markt. Langst hat der GMR-Effekt in verbesserten Lesekdpfen fiir
Festplatten, Videobander sowie in MP3-Playern weltweite Verbreitung gefunden. Thre For-
schung legte den Grundstein fiir den Forschungsbereich Spintronik, der den quantenme-
chanischen Spin der Elektronen fiir die Mikro- und Nanoelektronik nutzbar macht.
Albert Louis Frangois Fert wurde am 7. Mérz 1938 in Carcassonne, Frankreich gebo-
ren. Von 1962 bis 1964 war er Assistent an der Universitdt Grenoble und fertigte seine
Abschlussarbeit Résonance magnétique nucléaire de 'hydrogéne absorbé par le palladium
(Kernspinresonanz von auf Palladium absorbiertem Wasserstoff) an. Von 1964 bis 1965 leis-
tete er Wehrdienst, um dann als Oberassistent an die Universitat Paris-Siid zu gehen. Dort
wurde er 1970 mit einer Arbeit iiber die Transporteigenschaften von Eisen und Nickel pro-
moviert und iibernahm die Leitung einer Forschungsgruppe. Seit 1976 lehrt er dort als Pro-
fessor. Seit 1995 ist er zusitzlich wissenschaftlicher Direktor des von ihm mitbegriindeten
gemeinsamen Labors Unité Mixte de Physique seiner Universitdt und des Centre National
de la Recherche Scientifique (CNRS).

Peter Andreas Griinberg wurde am 18. Mai 1939 in Pilsen geboren. Der Schwerpunkt sei-
ner Forschungen liegt auf dem Gebiet der Festkorperforschung. Ab 1962 studierte er an
der Johann Wolfgang Goethe-Universitit in Frankfurt am Main und an der Technischen
Universitit Darmstadt. Von 1966 bis 1969 war er dort Doktorand und wurde 1969 bei Ste-
fan Hifner mit der Arbeit Spektroskopische Untersuchungen an einigen Selten-Erd-Granaten
promoviert. Er verbrachte drei Jahre an der Carleton University in Ottawa, Kanada. Seit
1972 war er Mitarbeiter des Forschungszentrums Jiilich und habilitierte sich in K6ln. Par-
allel dazu war er ab 1984 als Privatdozent und ab 1992 als auflerplanmifliger Professor an
der Universitdt zu Koln tétig. Seit seiner Pensionierung im Jahr 2004 arbeitet Griinberg als
Gast im Forschungszentrum Jiilich im Institut fiir Festkorperforschung (IFF).

gestellt, dass der elektrische Widerstand der Vielschichtsysteme grof} bzw. klein ist, wenn
in benachbarten ferromagnetischen Schichten die Magnetisierungsrichtungen antiparallel
bzw. parallel ausgerichtet sind (siehe Abb. 7.20). Der damit verbundene, sehr grofie magne-
toresistive Effekt (typischerweise einige 10%) wurde Giant MagnetoResistance (GMR) Effekt
genannt. Ein solcher Effekt ist genau das, was gebraucht wird, um die Daten aus Festplatten
auszulesen, wobei magnetisch gespeicherte Information in einen elektrischen Strom umge-
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Abb. 7.20: Magnetwiderstand von Fe/Cr-Schichtstrukturen bei 4.2 K. Es wird ein maximaler Magnet-
widerstand bei einer Cr-Schichtdicke von 0.9 nm beobachtet. Fiir diese Schichtdicke liegt im feld-
freien Fall eine antiparallele Kopplung der Magnetisierungsrichtungen der Fe-Schichten vor (nach
M. N. Baibich et al., Phys. Rev. Lett. 61, 2472 (1988)). Rechts ist ein GMR-Lesekopf gezeigt (Quelle:
IBM Deutschland).

R/R(0)

0.

wv

wandelt werden muss. Daher gingen sehr schnell Wissenschaftler und Techniker daran, den
GMR-Effekt fiir einen Lesekopf auszuniitzen. Bereits 1997, also nur etwa 10 Jahre nach der
Entdeckung des GMR-Effekts, wurde der erste auf diesem Effekt beruhende Lesekopf von
der Firma IBM vorgestellt. Diese Konstruktion wurde sehr schnell Stand der Technik und
auch viele andere Entwicklungen bauen auf den GMR. Die Entdeckung des GMR-Effekts
hat also in kurzer Zeit zu einem grofien wirtschaftlichen Erfolg gefithrt.” Fiir die Entde-
ckung des Riesenmagnetowiderstands wurde der Nobelpreis fiir Physik im Jahr 2007 an den
Deutschen Peter Griinberg und den Franzosen Albert Fert verliehen.

Weitere magnetoresistive Effekte wie der Colossal MagnetoResistance (CMR) Effekt®®-*"-%
oder der Tunneling MagnetoResistance (TMR) Effekt*®** werden heute intensiv erforscht.
Der TMR kommt bereits heute bei der Realisierung von so genannten Magnetic Random
Access Memories (MRAM) zum Einsatz. Hierbei handelt es sich um nichtfliichtige Spei-
cherelemente mit Zugriffszeiten im ns-Bereich.*"*

¥ P.Griinberg, Magnetfeldsensor mit ferromagnetischer diinner Schicht, Patent-Nr.: P 3820475 (1988).

R. von Helmbholt, J. Wecker, B. Holzapfel, L. Schultz, and K. Samwer, Giant negative magnetoresist-
ance in perovskite like La,j3Ba, ;3 MnO,. ferromagnetic films, Phys. Rev. Lett. 71, 2331 (1993).

37 J. M. D. Coey, M. Viret, S. von Molnar, Mixed-valence manganites, Adv. Phys. 48, 167 (1999).
38

36

Y. Tokura (Ed.), Colossal Magnetoresistive Oxides, Gordon and Breach Science Publishers, London
(1999).

J. S. Moodera, L. R. Kinder, T. M. Wong, R. Meservey, Large Magnetoresistance at Room Tempera-
ture in Ferromagnetic Thin Film Tunnel Junctions, Phys. Rev. Lett. 74, 3273 (1995).

T. Miyazaki et al., Spin polarized tunneling in ferromagnet/insulator/ferromagnet junctions, J. Magn.
Magn. Mat. 151, 403 (1995).

Spin Electronics, M. Ziese and M. J. Thornton eds., Springer Berlin (2001).

Magnetische Schichtsysteme, 30. Ferienkurs des Instituts fiir Festkorperforschung, FZ-Jilich
GmbH, Schriften des Forschungszentrums Jiilich (1999).

39

40
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7.4 Niedrigdimensionale Elektronengassysteme

Niedrigdimensionale Elektronengassysteme erhalten wir dadurch, dass wir ein dreidimen-
sionales Elektronengas durch Potenzialwille in einer, zwei oder allen drei Raumrichtungen
geometrisch einschranken. Wir sprechen in diesem Zusammenhang von Quantum Confine-
ment. Fir die Realisierung von niedrigdimensionalen Elektronengassystemen werden haufig
Halbleiter-Heterostrukturen und -Ubergitter verwendet, die aus unterschiedlich dotierten
Halbleitern oder aus Halbleitern mit unterschiedlicher Energieliicke aufgebaut sind (ver-
gleiche hierzu Abschnitt 10.4.1). Sie spielen heute in der Halbleiterphysik eine bedeutende
Rolle. Wir wollen im Folgenden die physikalischen Grundlagen des Quantum Confinements
und einige Eigenschaften der damit realisierten niedrigdimensionalen Elektronengassyste-
me diskutieren.

7.4.1 Zweidimensionales Elektronengas

Wir betrachten ein dreidimensionales Elektronengas, das in einer Richtung, in unserem Fall
in z-Richtung, durch zwei unendlich hohe Potenzialwille bei z = +L/2 auf einen engen Be-
reich der Breite L eingeschrankt wird. Wir schrianken also die Wellenfunktion der Elektro-
nen in z-Richtung stark ein, wogegen die Wellenfunktionen senkrecht zur Einschrankungs-
richtung, d. h. in der x y-Ebene, nach wie vor Bloch-Charakter (vergleiche Kapitel 8) haben
sollen.

Das Verschwinden der Wellenfunktion bei +L/2 impliziert sofort, dass die mdglichen Wel-
lenlidngen bzw. k-Vektoren in z-Richtung gegeben sind durch

2L
Anzir n:1)2)3)”- > (7.4.1)
n
2 m
kyy=—=—n, n=123,.... 7.4.2
zZ,n )Ln L ( )

Die zugehorigen Energieeigenwerte lauten

- hzkin - h? 12

€, = =— —n".
" 2m 2m L2

(7.4.3)

Wir sehen, dass wir im Vergleich zum Fall ohne Einschrankung in z-Richtung eine Erh6hung

- hzkﬁ)l B h? m?

AE=—2t= (7.4.4)

der Grundzustandsenergie erhalten. Wir nennen diese Energieerhohung Confinement-
Energie. Sie wichst proportional zu 1/L? an und ist eine direkte Folge der Einschrinkung
der Wellenfunktion auf den Bereich Az < L. Diese Einschrdnkung im Ortsraum erhoht die
Impulsunschirfe auf Ap, > i/L. Die damit verbundene Energieerh6hung ist durch (7.4.4)
gegeben.
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Um die entsprechenden Wellenfunktionen abzuleiten, benutzen wir die zeitunabhingige
Schrodinger-Gleichung

[_zh;vz + V(z)] ¥(r) = E¥(r) (7.4.5)
mit
V(z) - , (7.4.6)

Mit dem Ansatz
Y(r) = ¢ (z) e ) = ¢, () ™™ (7.4.7)

konnen wir die Schrédinger-Gleichung in zwei unabhingige Anteile aufspalten:

[_Zh:n (aa; + aajz)] e'kr = E, ekt (7.4.8)
h* 9%
[_2111822 - eV(Z)] $u(2) = €0 bu(2) - (7.49)

Fiir die x y-Richtung erhalten wir ebene Wellen mit den bekannten Energieeigenwerten

h2k?
E| = Tm” : (7.4.10)

Fir die z-Richtung erhalten wir die Losung

1 1k nz e L L
—= et fiir -2 <z<+%
¢(z) =1Vt ’ L (7.4.11)
0 fiir |2 > £

mit den Energieeigenwerten (7.4.3). Fiir die Gesamtenergie erhalten wir somit

Wk B2 2
I L)
E,=Ej+e,=—+ ——n". 7.4.12
" (A 2m  2m LG ( )

Wir erhalten also fiir die Eigenenergien Parabeln entlang von k, und k, (siche Abb. 7.21b).
Wir bezeichnen diese Parabeln, die fiir k| = 0 die Werte €,, besitzen, als 2D-Subbinder. Falls
L sehr klein wird, wird der Abstand der Subbénder wegen €, o< 1/L* sehr grofi. Die 2D-Sub-
béander besitzen eine konstante Zustandsdichte (vergleiche (7.1.20) und Abb. 7.2)

A2m _ const fir E > €,

D) (p) =] " . (7.4.13)
0 sonst
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Abb. 7.21: Quantisierung der Energiezustinde eines zweidimensionalen Elektronengases in einem
Rechteckpotenzial. (a) Potenzialverlauf und resultierende Energieniveaus. (b) Energieparabeln der
2D-Subbinder. (c) Zustandsdichte des zweidimensionalen Elektronengases. Die Zustandsdichte ist die
Summe der konstanten Zustandsdichten der einzelnen Subbinder. Die gestrichelte Kurve gibt den Ver-

lauf D(E) o< \/E eines dreidimensionalen Elektronengases wieder.

Die gesamte Zustandsdichte in allen Subbédndern ist gegeben durch

D(E) = > D"/(E). (7.4.14)

Sie ist eine Uberlagerung von konstanten Beitrigen, was in der in Abb. 7.21c gezeigten Stu-
fenfunktion resultiert.

Wir mochten darauf hinweisen, dass fiir die Bestimmung der Eigenenergien ¢, die exak-
te Form des Potenzials V(z) notwendig ist. Bei Halbleitern muss dabei die Existenz von
Raumladungen beriicksichtigt werden. Das bedeutet, dass V(z) von der Dichte der freien
Elektronen und der ionisierten Dotieratome abhidngt und deshalb die Wahrscheinlichkeits-
dichte |¢,,(z)|* in das Potenzial iiber die Elektronendichte eingeht. Man muss deshalb (7.4.9)
selbstkonsistent lsen. In einfachster Naherung kénnen wir jedoch V(z) durch ein Recht-
eckpotenzial oder, wie wir spater in Abschnitt 10.4.1 fiir den Fall von modulationsdotierten
Heterostrukturen sehen werden, durch ein Dreieckspotenzial annidhern. Ferner ist die An-
nahme unendlich hoher Potenzialwille nur eine grobe Nidherung. Bei endlicher Hohe V; des
Potenzialwalls erhalten wir Losungen

L

ae fﬁrz<—5

$n(z) = , (7.4.15)
ae ™ firz> +%

Kz

wobei die charakteristische Abklinglange 1/« gegeben ist durch:

2m

2

=0 (E-Ej+Vp) . (7.4.16)
Die Losung ¥ = ¢,,(z)e'™I" beschreibt eine Welle, die sich parallel zum Potenzialwall frei
ausbreitet und senkrecht dazu exponentiell abklingt. Solche Wellen, deren Wellenvektor in
z-Richtung rein imagindr ist, werden als evaneszente Wellen bezeichnet.
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7.4.2 Eindimensionales Elektronengas

Ein eindimensionales Elektronengassystem konnen wir durch weitere Einschrankung des
zweidimensionalen Elektronengases in der zweiten Dimension, z. B. in y-Richtung, erhal-
ten. Ein solches Elektronengassystem wird als Quantendraht bezeichnet. Mit dem zu (7.4.7)
analogen Ansatz

(r) = Gy (,2) €57 (7.4.17)
erhalten wir die Eigenenergien

2k K R, B,

Eppny = —2 = ——ni+-——n;,
" om 2m  2m 12! 2m L2 >

(7.4.18)

€niny =

wobei die beiden Quantenzahlen n; und n, die Eigenzustinde in der yz-Ebene charakteri-
sieren. Wir erhalten also parabelférmige 1D-Subbénder, die wir durch die beiden Quanten-
zahlen n; und n, klassifizieren konnen. Fiir die Zustandsdichte gilt jetzt

D(E)= Y D\") (E) (7.4.19)

ni,ny
ny,nz

mit

DP) (E) =

ny,nz

m\1/2 - ..
{2L7T (272) (E - eﬂlmz) 1/2 furE 2 6”1»"2 (7 4 20)

sonst
Der Verlauf der 1D-Subbénder und der zugehorigen Zustandsdichte ist in Abb. 7.22 gezeigt.

Wir sehen, dass die Zustandsdichte Singularititen aufweist, wo die Ableitung der Disper-
sionskurven E(k, ) verschwindet (vergleiche hierzu auch (5.3.31) in Abschnitt 5.3.3).

b) E
) ) N~
&1
Eq (k) /
— b n — !
k) F N
€1,3 ,,'
N
/
€1,2 T
,I
E11[_ -0 T
kx 0 1 2 3 4 D/ (m/Zﬂ'zhz)l/z

Abb. 7.22: Quantisierung der Energiezustinde eines eindimensionalen Elektronengases. (a) Energie-
parabeln der 1D-Subbénder. (b) Zustandsdichte des eindimensionalen Elektronengases. Die Zustands-

dichte ist die Summe der 1/\/E — Ej, »,-Zustandsdichten der einzelnen Subbinder. Die gestrichelte
Kurve gibt den Verlauf D(E) o \/E eines dreidimensionalen Elektronengases wieder.
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7.4.3 Nulldimensionales Elektronengas

Ein nulldimensionales Elektronengassystem konnen wir durch Einschrankung eines zu-
nédchst dreidimensionalen Elektronengases in alle drei Raumrichtungen erhalten. Ein
solches Elektronengassystem wird als Quantenpunkt bezeichnet. Sein Energiespektrum
besteht aus diskreten Niveaus dhnlich zu dem von Atomen und hingt von der detaillierten
Form des einschlieflenden Potenzials ab. Man spricht in diesem Zusammenhang deshalb
auch von kiinstlichen Atomen. Die Zustandsdichte ist ebenfalls diskret und kann durch eine
Summe von §-Funktionen beschrieben werden.

7.5 Transporteigenschaften von
niederdimensionalen Elektronengasen

Mit Hilfe des Quantum Confinements konnen in kontrollierter Weise niedrigdimensionale
Elektronengase hergestellt werden. Wir diskutieren im Folgenden den Ladungstransport in
null- und eindimensionalen Elektronengasen. Die Transporteigenschaften von zweidimen-
sionalen Elektronengassystemen werden wir erst spéter in Abschnitt 10.5 im Zusammen-
hang mit dem Quanten-Hall-Effekt diskutieren.

7.5.1 Eindimensionales Elektronengas: Leitwertquantisierung

Die Diskussion des Ladungstransports in eindimensionalen elektrischen Leitern erfolgt in
weiten Teilen analog zum Wirmetransport in eindimensionalen Wérmeleitern (vergleiche
Abschnitt 6.4.6). Als Hauptergebnis werden wir erhalten, dass der Leitwert solcher Struk-
turen quantisiert ist. Wir betrachten den in Abb. 7.23 gezeigten eindimensionalen Trans-
portkanal zwischen zwei Elektronenreservoiren mit chemischen Potenzialen g, und y,. Wir
kénnen einen solchen Kanal z. B. dadurch erzeugen, indem wir ein zweidimensionales Elek-
tronengas lateral einschrinken, so dass die Breite des Transportkanals kleiner als die Fermi-
Wellenlidnge wird. Fiir zweidimensionale Elektronengase in Halbleitern ist dies technisch
einfach realisierbar, da hier die Fermi-Wellenldnge aufgrund der geringen Ladungstrager-
dichte relativ grofd ist. Fiir Metalle ist dies dagegen sehr schwierig, da die Fermi-Wellenldnge
hier im Bereich unterhalb von 1 nm liegt.

Wir nehmen nun an, dass die mittlere freie Weglange wesentlich groler als die Kanallan-
ge sein soll, so dass in dem Transportkanal keine Streuprozesse stattfinden. Das bedeutet,
dass alle Elektronen, die von links oder rechts mit Wellenvektor k; oder k, in den Kanal ein-
treten, mit der Wahrscheinlichkeit T = 1 durch den Kanal transmittiert werden. Im Draht
treten also keine Streuprozesse auf, die Bewegung der Elektronen erfolgt ballistisch. Wir
wollen ferner annehmen, dass die Einschniirung des Kanals in y- und z-Richtung so stark
ist, dass nur, wie in Abb. 7.23 dargestellt ist, das unterste Subband mit Energieeigenwert ¢,
zum Transport beitrdgt. Der Ladungstransport erfolgt dann nur in einem einzigen Trans-
portkanal. Abb. 7.23 verdeutlicht ferner, dass eine zwischen den beiden Kontaktreservoiren
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angelegte Potenzialdifferenz Ay = p; — y, wegen der ballistischen Ausbreitung der Elektro-
nen im Transportkanal nicht lings des Kanals abfillt, sondern an der Kontaktfliche zu den
Reservoiren. Sie kann deshalb als Kontaktspannung aufgefasst werden. Dadurch besitzen
die nach links und rechts laufenden Elektronen unterschiedliche chemische Potenziale, die
wir als Quasi-Potenziale bezeichnen. Dies ist anschaulich klar, da die nach links und rechts
laufenden Elektronen aufgrund fehlender Streuprozess im Transportkanal nicht im thermi-
schen Gleichgewicht sind.

Nach (7.3.6) ist der Strom durch den eindimensionalen Transportkanal gegeben durch

1  h(k' -k")
el T

(7.5.1)

Hierbei sind k' und k" die Wellenvektoren der nach links und rechts laufenden Elektro-
nen. Fir y; = y, ergibt die Summe exakt null und wir erhalten keinen Nettostrom. Die
Summation {iber den Spin-Freiheitsgrad ergibt einen Faktor 2 und wir ersetzen ') durch
[ 2D (k) dk. Mit ZUP) = L/27 erhalten wir

2e r
 P——— f
d 2m J

Hierbei haben wir die Differenz k! — k" durch die Differenz der Besetzungzahlen ausge-
driickt. Wir ersetzen nun dk durch dE/hvy und erhalten

3F

[f' (k) - f7(k)] dk. (7.5.2)

= Lh[ (f(E-p1) - f(E-u))dE (7.5.3)

Hierbei haben wir die Besetzungszahlen f’ und f" durch f(E - ;) und f(E — u,) ersetzt.
Interessant ist hierbei, dass die Gruppengeschwindigkeit der Elektronen vy = ik/m gerade

z
y
AT oo Ay

Abb. 7.23: Eindimensionaler p,--
Transportkanal zwischen zwei
Ladungstrigerreservoiren mit

chemischen Potenzialen y;
und y». In den dreidimensio-
nalen Reservoiren liegt eine pa-
rabelformige Dispersion vor. In

dem eindimensionalen Kanal lie- E k, Zustéinde (Quasi-Fermi-Niveau)
gen aufgrund der Einschniirung p, K. . Mittelwert der
in y- und z-Richtung Subbénder . =" Quasi-Fermi-Niveaus
. . k, Zustdnde —_
vor, von denen im gezeigten Fall e U,

nur das unterste beitragen kann. X
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2D-Elektronengas /_,-/

Abb. 7.24: Leitwertquantisierung in
f einem ballistischen-Quanten-Punkt-
kontakt bei T = 0.6 K. Der Quanten-
4 Punkt-Kontakt wurde in einem zwei-
/ dimensionalen Elektronengas in einer
GaAs/AlGaAs-Heterostruktur erzeugt
(nach B.]. van Wees, H. van Houten,
7~ C. W.J. Beenakker, J. G. Williamson,
0 Y 15 e 1 5 o L. P. Kouwenhoven, D. van der Ma-
’ ’ ’ ’ ’ ~ rel, C.T. Foxon, Phys. Rev. Lett. 60,
u v 848-850 (1988)).

G (2e°/h)

herausfallt. Dies ist vollig analog zum thermischen Transport (vergleiche (6.4.30)), bei dem
die Gruppengeschwindigkeit der Phononen herausfillt. Das Integral tiber die Differenz der
Fermi-Funktionen ergibt gerade Ay = 1 — p, = (—e) U und wir erhalten

8]

e 1h
I,=2—U bzw. R=——. 7.5.4

1 h 2 e? ( )
Wir sehen, dass der perfekt durchlissige eindimensionale Transportkanal (Transmissions-
wahrscheinlichkeit T'=1) den endlichen Leitwert G =25 =2Gq bzw. den Widerstand
R= %e% = %RQ besitzt, wobei der Faktor 2 im Leitwert bzw. der Faktor 1/2 im Widerstand
aus der Spin-Entartung resultiert. Die Grofle

Rq = 25812.807 4434 (84) Q (7.5.5)

bezeichnen wir als Widerstandsquantum. Da diese Grofle erstmals im Zusammenhang mit
dem Quanten-Hall-Effekt von Klaus von Klitzing mit grofSer Genauigkeit gemessen wur-
de, wird sie auch von Klitzing Konstante genannt. Bei endlicher Riickstreuwahrscheinlich-
keit R > 0 bzw. Transmissionswahrscheinlichkeit 7~ < 1 erhalten wir
e’ 1h 1
G=2 2 T bzw. R = ST (7.5.6)

Die durch (7.5.6) gegebene Leitwertquantisierung wurde erstmals in so genannten Quanten-
punktkontakten beobachtet, die eindimensionale Elektronengase in Halbleiter-Heterostruk-
turen darstellen (siehe Abb. 7.24). Dabei wird das eindimensionale Elektronengas durch late-
rale Einschniirung eines zweidimensionalen Systems in einer GaAs/AlGaAs-Heterostruktur
mittels in der Mitte aufgetrennten Gate-Elektroden (Split-Gate) erzeugt. Unter der Gate-
Elektrode wird durch Anlegen einer negativen Gate-Spannung das Elektronengas unter-
driickt, so dass der Stromfluss auf einen eindimensionalen Kanal eingeschrankt wird. Bei der
Messtemperatur von 0.6 K ist die mittlere freie Weglange von etwa 8 um wesentlich grofler als
die Linge des Kanals, so dass die Elektronen ohne St63e den Kanal durchqueren konnen. Die
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Fermi-Wellenldnge betriagt aufgrund der geringen Ladungstrigerdichte des zweidimensio-
nalen Elektronengases etwa 40 nm. Die Breite des Kanals kann durch Variation der negativen
Gate-Spannung verandert werden. Bei U, < —2.2'V ist der Kanal vollkommen geschlossen,
so dass kein Stromfluss stattfinden kann. Wird nun U, reduziert, so wird ein Leitungskanal
nach dem anderen gedffnet und der gemessene Leitwert steigt in Stufen an. Aufgrund der
Spin-Entartung im Nullfeld werden Leitwertstufen mit Abstand 2¢*/h beobachtet. Das suk-
zessive Offnen der Leitungskanile kann leicht in Rahmen von Abb. 7.23 verstanden werden.
Wird die negative Gate-Spannung reduziert, so wird der Kanal breiter, wodurch die Energie-
werte €; der Subbdnder nach unten verschoben werden. Somit tragen nach und nach immer
mehr Subbidnder zum Transport bei, jedes beitragende Subband entspricht einem offenen
Leitungskanal.

7.5.2  Vertiefungsthema: Nulldimensionales Elektronengas:
Coulomb-Blockade

Abschlielend wollen wir noch den Transport tiber eine nulldimensionale Struktur, einen so
genannten Quantenpunkt, betrachten. Bevor wir das tun, miissen wir uns aber zuerst mit
Ladungseffekten beschiftigen, deren Ursache rein klassischer Natur ist. Diese Effekte tre-
ten auch beim Transport {iber kleine dreidimensionale Elektronensysteme auf. Um uns die
Ursache von Ladungseffekten klar zu machen, betrachten wir die in Abb. 7.25 gezeigte Kon-
figuration. Hier ist eine kleine metallische Insel (diese soll zunéchst dreidimensional sein)
iber grof3e Widerstdande R (iiblicherweise verwendet man Tunnelbarrieren) an zwei metal-
lische Kontakte, die wir Quelle S (Source) und Senke D (Drain) nennen, angekoppelt. Ferner
konnen wir die Insel tiber eine kapazitiv gekoppelte Steuerelektrode G (Gate) beeinflussen.
Legen wir eine Spannung Usp an und messen den resultierenden Strom Isp als Funktion
der Steuerspannung Ug, so stellen wir fest, dass der Leitwert G = Isp/Usp scharfe Maxima
aufweist, die einen etwa konstanten Abstand besitzen. Die Ursache fiir diesen Effekt ist rein
klassischer Natur und beruht auf der Tatsache, dass jedes Elektron die diskrete Ladung —e
transportiert.

Abb. 7.25: Aquivalenter Schaltkreis fiir die
Untersuchung des Ladungstransports iiber ei-
ne kleine metallische Insel. Die Insel ist iiber
die Widerstinde R an die Quelle S und Sen-
ke D und kapazitiv an eine Steuerelektrode G
angekoppelt. Die Spannung Usp zwischen
Quelle und Senke ist symmetrisch angelegt.
Mit der Steuerspannung Ug kann die poten-
zielle Energie der Insel verschoben werden.

Um die experimentelle Beobachtung zu verstehen, betrachten wir zuerst die elektrostatische
Energie der Insel. Sie ist gegeben durch
QZ ( Ne ) 2

Eezi— U:
1=5¢c - Qe =3¢

— NeUg . (7.5.7)
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1.5

1.0

Abb. 7.26: Elektrostatische Energie
einer kapazitiv an eine Steuerelektro-
de gekoppelten metallischen Insel als
Funktion der Steuerspannung Ug
und der Elektronenzahl N auf

der Insel. Zwei benachbarte Para-
beln E¢ (N + 1) und E(N) schnei-
den sich bei Ug = (N +1/2)e/C.
Bei Ug = Ne/C betrigt der energeti-
sche Abstand Ec.

Eel / EC

CUG/e

Hierbei ist N eine ganze Zahl und Q = Ne die beziiglich des ladungsneutralen Zustands
fehlende oder tiberschiissige Ladung auf der Insel. Wichtig ist, dass aufgrund der diskreten
Natur der Elementarladung die Ladung Q auf der Insel nur diskrete Werte annehmen kann.
Der erste Term in (7.5.7) gibt die kapazitive Ladungsenergie an und der zweite die potenzi-
elle Energie durch die Steuerspannung Ug. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die
gesamte kapazitive Kopplung der Insel an die Umgebung durch die Kapazitit C der Steuer-
elektrode erfolgt. Wir kénnen Gleichung (7.5.7) durch Ausklammern von e?/2C umformen
und erhalten

2 CUg\* (CUg\?
Eelze—(N— G) —( G) . (7.5.8)
2C e e

Lassen wir den letzten Term, der unabhédngig von N ist weg, so erhalten wir die elektrosta-
tische Energie

2
CUq ) (7.5.9)

Ea(N) = Ec (N -
mit der charakteristischen Energie Ec = e?/2C, die gerade der Ladungsenergie einer Ele-
mentarladung auf der Kapazitit C entspricht. Tragen wir Eq(N) gegen CUg/e auf, so
erhalten wir, wie in Abb. 7.26 gezeigt ist, fiir jedes N eine Parabel. Wir sehen, dass sich
benachbarte Parabeln E(N) und E (N + 1) bei Ug = (N + 1/2)e/C schneiden. Bei die-
ser Steuerspannung kann folglich die Ladung der Insel ohne Energieaufwand um eine
Elementarladung gedndert werden. Dagegen miissen wir bei der Spannung Ug = Ne/C
die Energie Ec aufbringen, um die Inselladung um eine Elementarladung zu dndern.
Fir eUsp < E¢ wird deshalb kein Ladungsfluss tiber die Insel méoglich sein, da die hohe
Coulomb-Energie Anderungen des Ladungszustandes unterdriickt. Wir nennen diesen
Effekt Coulomb-Blockade. Den Energieunterschied benachbarter Parabeln konnen wir
aus (7.5.9) zu

1_CU
Eq(N 1) - Eq(N) :2(iN+E F G)EC (7.5.10)
e

berechnen.
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Um den Coulomb-Blockade-Effekt beobachten zu kénnen, miissen wir sicherstellen, dass
Anderungen des Ladungszustandes nicht durch thermische oder Quantenfluktuationen er-
moglicht werden. Thermische Fluktuationen spielen dann keine Rolle, wenn kg T << Ec ist.
Dies ist gleichbedeutend mit

2 2

oder C«

. 7.5.11
2kgC 2kg T ( )

T <

Setzen wir Zahlen ein, so sehen wir, dass C = 1 fF einer Temperatur von 1 K entspricht. Selbst
wenn wir extrem kleine Kapazititen verwenden, miissen wir die Probe also noch auf tiefe
Temperaturen abkithlen. Wenn es uns aber gelingt, Kapazitaten im aF-Bereich zu realisieren,
konnen wir den Coulomb-Blockade-Effekt auch bei Raumtemperatur beobachten. Um eine
obere Grenze fiir die Grofle der in Abb. 7.25 gezeigten Insel abzuschitzen, konnen wir die po-
tenzielle Energie ausrechnen, die wir aufbringen miissen, um eine Elementarladung aus dem
Unendlichen auf eine Kugel mit Radius R zu bringen. Diese Energie betrigt e? /e R, die dqui-
valente Kapazitit C = ¢yR/2. Damit diese Energie grof} gegen kg T wird, muss R << e*/egky T
sein. Fiir T = 1 K erhalten wir R << 100 um. In der Praxis miissen allerdings metallische In-
seln iblicherweise Abmessungen im 100 nm-Bereich haben, um C = 1{F zu erreichen. Da
die Fermi-Wellenlinge von Metallen im A-Bereich liegt, stellt eine metallische Insel mit die-
sen Abmessungen aber immer noch ein dreidimensionales Elektronensystem dar. Der Ni-
veauabstand AE ~ Eg/ngV der Elektronenzustinde liegt aufgrund der hohen Elektronen-
dichte 1, in Metallen bei einem wiirfelf6rmigen Volumen mit Kantenldnge 100 nm im peV-
Bereich und ist somit wesentlich kleiner als Ec ~ 0.1-1 meV oder kgT ~ 100 uV bei 1K.
Wir kénnen deshalb in guter Naherung von einem kontinuierlichen Energiespektrum aus-
gehen. Das zeigt uns, dass der hier betrachtete Coulomb-Blockade-Effekt nichts mit Quan-
tum-Confinement zu tun hat und ein rein klassischer Effekt aufgrund des diskreten Werts
der Elementarladung ist.

Selbst bei T = 0 fithrt die Tatsache, dass die Ladung im Mittel nur eine Zeit At = R;C/2m
auf der Insel bleibt, zu einer Energieunschirfe I = h/R;C der Ladungsenergie. Hierbei ist
R, = R/2 der gesamte Widerstand, mit dem die Insel an die Umgebung gekoppelt ist. Diese
Unschirfe muss klein gegen E( sein, was gleichbedeutend mit

LA (7.5.12)

R, >
g 62

ist. Der Widerstand Ry muss also grof3 gegeniiber dem Quantenwiderstand Rq sein, um zu
vermeiden, dass Quantenfluktuationen die Beobachtbarkeit des Coulomb-Blockade-Effekts
verhindern.

Wir wollen nun im Detail diskutieren, was bei einer Variation der Steuerspannung Ug = 0
passiert. Variieren wir die Steuerspannung beginnend von Ug = 0 in positive oder negative
Richtung, so wandern wir zundchst auf der N = 0 Parabel nach oben, bis wir den Schnitt-
punkt mit der N = +1 oder N = —1 Parabel erreichen. Die Ladung auf der Insel dndert sich
dann sprunghaft um +e und wir wandern auf der N = +1 bzw. N = —1 Parabel wieder nach
unten. Bei einer Variation von Ug folgen wir also der in Abb. 7.26 rot gestrichelten Kurve,
die den Grundzustand des Systems darstellt. Die Ladung auf der Insel éndert sich dabei je-
weils bei Ug = (N +1/2)e/C sprunghaft um e und bleibt dazwischen konstant. Dies ist



7.5 Transporteigenschaften von niederdimensionalen Elektronengasen 311

(b)

+ YeUg,

T T (d) T T T T T
y,

[ -

: IS

w

T

S

8

©
-3 | | | | | ! ! ! ! !
-2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2

cu /e CU_ /e

Abb. 7.27: Plausibilititsbetrachtung zum Ladungstransport tiber eine metallische Insel fiir (a) Ug = 0
und (b) Ug = ¢/2C. Die blauen Linien im Bereich der Insel markieren die Anderung der potenzi-
ellen Energie bei der durch die Zahlen bezeichneten Anderung der Ladungszahl. Durch Variation
von Ug werden diese Linien entsprechend (7.5.10) nach oben oder unten verschoben. Die gestrichelten
Pfeile markieren verbotene, die durchgezogenen erlaubte Transportprozesse. In (c) ist die Anderung
der Ladungszahl N auf der Insel bei Variation der Steuerspannung Ug gezeigt. In (d) ist der Leit-
wert Gsp = Isp/Usp als Funktion der Steuerspannung Ug bei einer konstanten Spannung Usp < Ec/e

aufgetragen.

in Abb. 7.27(c) gezeigt. Aufgrund von thermischen und Quantenfluktuationen sind die im
Experiment beobachteten Spriinge immer mehr oder weniger stark verrundet.

Wir miissen jetzt noch den Ladungstransport zwischen Quelle und Senke diskutieren. Hier-
bei wollen wir annehmen, dass eUsp << Ec. Bei T = 0 kann Ladungstransport nur dann
stattfinden, wenn beim Transport auf die Insel und von der Insel keine Energie benotigt wird.
In Abb. 7.27(a) ist die Situation fiir Ug = 0 gezeigt. Die Insel befindet sich im ladungsneu-
tralen Zustand (N = 0). Die Anderung dieses Ladungszustandes nach N = +1 oder N = -1
verschiebt die potenzielle Energie der Insel gemaf3 (7.5.10) um +E¢ bzw. —Ec. Die entspre-
chenden Niveaus sind in Abb. 7.27(a) und (b) durch die waagrechten blauen Linien markiert.
Alle durch die gestrichelten Pfeile angedeuteten Transportprozesse auf die oder von der Insel
kosten Energie und sind energetisch nicht moglich. Es findet kein Ladungstransport statt,
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wir befinden uns also im Bereich der Coulomb-Blockade. Ladungstransport wiirde erst dann
einsetzen, wenn wir die Spannung Usp auf den Schwellwert U, = 2Ec/e = ¢/C erhdhen
wiirden. Nehmen wir eine Isp(Usp )-Kennlinie fiir Ug = 0 auf, so findet im gesamten Be-
reich zwischen —U¢, und +Ug}, kein Ladungstransport statt. Dieser Spannungsbereich stellt
den Blockade-Bereich dar.

In Abb. 7.27(b) ist die Situation fiir Ug = e/2C gezeigt. Fiir diese Steuerspannung be-
wirkt gemif (7.5.10) die Anderung des Ladungszustandes von N =0 nach N = -1 keine
Verschiebung der potenziellen Energie. Das entsprechende Niveau liegt deshalb bei der
Fermi-Energie. Wie Abb. 7.27(b) zeigt, konnen in diesem Fall Elektronen fiir beliebig kleine
Usp von der Insel in die Senke wandern und von links aus der Quelle wieder nachgefiillt
werden (durchgezogene rote Pfeile). Das heif3t, fiir diese Steuerspannung verschwindet
der Blockade-Bereich vollkommen und wir erwarten ein scharfes Maximum fiir den Leit-
wert Gsp = Isp/Usp. Aquivalente Maxima erhalten wir fiir Ug = (N + 1/2)e/C. Dies ist
in Abb. 7.27(d) gezeigt. Das Auftreten der dquidistanten Leitwertmaxima konnen wir uns
anschaulich so erkliren, dass wir mit der Steuerspannung die in Abb. 7.27(b) eingezeich-
neten Energieniveaus vertikal verschieben kénnen. Einen Leitwertpeak erhalten wir immer
dann, wenn ein Niveau zwischen den chemischen Potenzialen von Quelle und Senke zu
liegen kommt. Es sei noch angemerkt, dass durch die endlichen Energien kg T, eUsp und T
die scharfen Maxima je nach experimentellen Begebenheiten mehr oder weniger stark
verrundet werden.

Wir miissen uns jetzt noch fragen, was passiert, wenn wir die Insel so klein machen, dass
wir aufgrund von Quanten-Confinement einen Ubergang zu einem quasi-nulldimensiona-
len Elektronensystem mit einem diskreten Energiespektrum erhalten. Der Niveauabstand
der Elektronenzustinde kommt dann bei geniigend kleinen Systemen in den Bereich der
Ladungsenergie E¢ und wir konnen bei der Diskussion der Ladungseffekte nicht mehr von
einem kontinuierlichen Energiespektrum ausgehen. Dies manifestiert sich darin, dass die
Maxima in der gemessenen Isp (Usp ) -Kennlinie nicht mehr dquidistant sind. Sie zeigen viel-
mehr fiir jede Probe charakteristische Abstinde, die das Niveauschema der untersuchten
Probe widerspiegeln. Weitere interessante Effekte kommen durch den Spin der Elektronen
und angelegte Magnetfelder zustande, die wir aber hier nicht diskutieren wollen.
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