SS 2009 29.7.2009

Priifungsklausur Mathematische Physik

Vorbemerkung: Alle Antworten sind ausreichend zu begriinden und alle Rechnungen nachvollziehbar
aufzuschreiben.

1. Auf welche Kurven in der w-Ebene wird die Gerade g = {z € C : Imz = 1} durch die Funktionen
w=e¢e* und w = % abgebildet?

2. a) Berechnen Sie mittels Laplace-Transformation die Lésung der Integralgleichung
¢
p(t) — / sin(t — s)p(s)ds = t, t>0.
0

b) Gilt ¢(z) = ze~="/2 € S(R)? Berechnen Sie unter Verwendung von Resultaten aus der Vorle-
sung die Fouriertransformierte ¢ von ¢.

3. Berechnen Sie alle Eigenwerte und Eigenfunktionen der (zugehorigen homogenen) Integralgleichung

1
(@) — A /0 s(s) ds = f(z)

sowie der dazu adjungierten Integralgleichung. Geben Sie eine Bedingung an f an, unter der die
inhomogene Integralgleichung fiir jedes A € R mindestens eine Losung besitzt.

4. Bestimmen Sie den Typ der Differentialgleichung
Ugg + dUgy — Sty =0
und geben Sie eine Variablentransformation an, die diese auf Normalform iiberfiihrt.

5. Sei = {(z,y) e R2: 0 <z <a, 0 <y < b} X heift Eigenwert des Dirichletproblems fiir den
Laplace-Operator A, wenn

Au=Xu in Q, u=0 auf 99,
nichttriviale Lésungen hat.

a) Bestimmen Sie mit einem Separationsansatz Eigenwerte und Eigenfunktionen des obigen Pro-
blems.

b) Geben Sie mit Hilfe von a) nichttriviale Lésungen u(z,t) der Wirmeleitungsgleichung
U — Au=0in Q x [0,T] mit u =0 auf Q x [0,T] an.

6. Wir betrachten das Doppelschichtpotential

fiir ein beschrénktes Gebiet £2 € R? mit einer konstanten Belegung v(y) = vo.

a) Zeigen Sie, dass W, (z) = 0 fiir z ¢ Q ist (Tipp: Greensche Formel).

b) Bestimmen Sie Wi(x) := : lin%EQ W, (§) fir z € 9Q mit Hilfe der Sprungbedingung.
—z,
c) Begriinden Sie unter Verwendung von b), dass W, (z) = —4m fiir alle z € § ist.

Von den folgenden beiden Wahlpflichtaufgaben ist nur eine zu bearbeiten.
W1. Eine Funktion f € L3(0,7) habe die Fourierreihendarstellung f(z) = Z:’__,Lfn sinnz. Berechnen
Sie (formal) die Losung des Randwertproblems
v (z) +u(z) = f(x) fir0<z<m,
u(0) = u(r) =0,

in Form einer Fourierreihe und zeigen Sie, dass sowohl diese Reihe fiir u als auch die einmal gliedweise
differenzierte Reihe gleichmiBig konvergieren. Welche Eigenschaft von w kann man daraus ableiten?

W2. Ein Integraloperator K¢(z) := fol k(z,s)p(s) ds mit stetigem symmetrischen Kern & : [0,1]? — R
habe mindestens zwei verschiedene Eigenwerte A\; und ). Zeigen Sie, dass die zugehorigen Eigen-
funktionen ¢; und g, orthogonal beziiglich des Skalarproduktes (u,v) = fol u(s)v(s)ds sind.



