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Zugelassenes Hilfsmittel: selbstgeschriebene Formelsammlung.

. Aufgabe 1 (Zufallszahlen, 6 Punkte):
Gegeben sind Zufallszahlen z, dte garrze1 positive Zah\en zwischen 0 und NIAXINT : 231 - 1

sind und einer Gleichverteiiung folgen. Leiten Sie Formeln her, mit denen man aus den Zahlen z

transformierle Zufallszahlen r mit der angegebenen Verteilung (Wahrscheiniichkeitsdichte) erhältl
Beachten Sie, dass die Verteilungen noch normiert werden müssen.

a) Würfel: p(r) - d(r - i) *d(r- 2)+6(r -3)+ 6(r*Q *d(r- b) +d(z- o)

b) P(") - sin(r) mit r e [0, ui)

Hinweis: Ihre Formel soll direkt (ohne if-Abfragen) r aus z berechnen.

o Aufgabe 2 (Random Walk, 6 Punkte):
Betrachtet wird ein Random trValker (Irrläufer) auf einem Quadratgitter (2d). Bei jedem Schritt
springt der Irrläufer exakt I : 5 Gitterkonstanten weit in eine beiiebige Richtung, aber so, dass

er dabei wieder genau auf einem Platz des Gitters landet. AIle erlaubten Sprünge seien gleich

wahrscheinlich; der Startpunkt sei (0,0),

a) Wieviele verschiedene Zie\plätze gibt es bei jedem Sprung? Hinlveis: yETW :5.
b) Geben Sie die mittlere Position (("(t)),(g(t))) des Irrläufers nach l:10 Sprüngen an (mit

Begründung)!

c) Berechnen Sie den rniltleren Abstand ,?(f) : JW|fi tF(ü ebenfalls nach t : l0 Sprüngen!

cl) \\relchen Wert hat die Diffusionskonstante D, rvenn man diesen Irrläufer als diffrrnclicrencles

Teilchen betrachtet?

e) Beschreiben Sie die Auswirkungen auf A(t) und D für den Fall, dass sich der Irrläufer nur
auf den besetzten Plätzen eines unendlichen Perkolationsclusters bei p : p" belvegt, d.h. alle

Sprünge auf nicht zum Cluster gehörende Plätze verboten sind!

o Aufgabe 3 (6 Punkte):

a) (Deterministisches Chaos, 3 Punkte)
Betrachten Sie die iogistische AbbildLrng nn*7: /(r") mit f (*): rx(1- r) mit 0 ( r,. ( 1

und 0 1r /-4. Die erste Bifurkation tritt bei 11 : 3,0000 arif, die zweiNe bei 12 : 3,4492.
Geben Sie basierend auf dieser Information Näherungr,verte für den Punkt 13 der dritten Bi-
furkation und für den Beginn r" des chaotischen Bereichs anl

Hinweis: Geben Sie je eine Formel oder die Werte mit drei Nachkomrnastellen an. Der Wert
der Feigenbaumkonstanten beträgt 6 x 4.6692.

b) (Fourier-TYansformation, Faltung, 2 Punkte)
Ein elektronisches Messgerät soll gleichzeitig den momentanen ivlittelwert und die momentane

Frequenz eines Signals bestimrnen. Die lvlitteirvert-Bestimmung erfoigt gewichtet mit einer

Normalverteiiung der Breite (Standardabiveichung) o urlr die rnonentane Zeit. Wie sind die

Werte der Frequenzmessungen verteilt, lvenn das l\4essgerät optimal arbeitet und das Signal

unkorrelierte Zufallszahlen sind?

Hinweise: Die NormalverteiLung kann als Instrumentenfunktion g(t) in einer Faltung

h(t):s(t)*f(t) (1)

aufgefasst werden. Die Fourier-Tlansformierte einel Normalverteilung

s@) : (tl\/27(o) exp[-(r - t')21Q"2)] (2)

ist wiederurn eine Normalverteilung, und zwar mit der Breite If o staLt o



c) (Signalanalyse, 1 Punkt)
Wie könnte das in Teii b) beschriebene Gerät (bzw,

Frequenz ermittein? Beschreiben Sie (in Worten) eine

Aufgabe 4 Lagrange-Interpolation (6 Punkte):
Vorgegeben ist die folgende \\rertetabelle:

ql-2 0 1 3

Gesucht ist ein Interpolationspolynom 3. Gracles. Geben Sie die Lagrange-Interpolation

berechnen Sie die Koeffizienten li,n(r), wenn die Lagrange-Interpolation drrrch

n

p(r) :111,"@)l@i)
j:r

rlefirriert ist. Geben Sie die Intelpolatiortskurve als Polynorn an. Liegt der Punkt (4,21)

Kurve, die das Interpolationspolynom beschreibt?

Aufgabe 5 Integration nach Gauß (6 Punkte) :

Es sei

r11 l/

I f@)d"r:fw,nJ@^)
J -r m:\

Die GervichteW* und die Stützstellen nm,atr denen die Funktion berechnet rvird, sind unbekannt,

Nach Gauß werden diese 2ll Unbekannten so bestimmt, dass die Quadratur von /(r) ffir die

einfachen Polynome h.(n) : I,r. 12,. . .,r2N-7 exakte Ergebnisse liefert.

a) Bestirnrnen Sie die Gerviclrte und Stützstellen ftir N : 2. Beacb.ten Sie die Verteilung der r-
iir l-t,il.

b) Berechnen Sie mit der für ly' : 2 daraus folgenden Quadraturformel folgendes Integral

r3
La

| (r" + 7)dr (b)
JO

Zeigen Sie, dass die Quadraturformel das exakte Ergebnis liefert!

Aufgabe 6 Wellengleichung (6 Punkte):
Gegeben ist die \,Vellengleichung

1 02u(r,t) E2u(:r,t)
Olilcz ötz 0r2

a) Diskretisieren Sie die Differentiaigleichung bis

kretisierte Gleichung in expLiziler Form.

b) Zeige Sie, dass für den so genannten magischen Zeitschritt

n2 A+2
1 (a\

-:l

A,r2 \ ' ',,

die diskretisierte Gieichung exakt gilt, d.h. sich alle Fehlerterme höherer Ordnung genau

wegheben. Hinweis: zeigen Sie, dass dann die höheren Fehlerterme die \{rellengleichung (??)

erfüllen.

c) Die Lösung der \4rellengleichung 1ZZ; ist eine ebene Welle der Form

u(r,t) - ussi(A'n-at) (B)

Die Dispersionsrelation zr (?i) lautet a(k) : c,k. Die Diskretisierung führt zu numerischer. ;,
Dispersion. k beschreibt den Wellenvektor der numerischen Lösung, der i.a. von A abrveicht.

Gegeben ist

trf : v116r,n\t) - ei(kt\r-un|t) (9)
. -i

Setzen Sie (??) in die diskretisierte Gleichung ein und leiten Sie einen Ausdruck fr-ir cost.,Al

ab! Zeigen Sie , dass man mit Af --+ 0, Az --+ 0 die exakte Dispersionsrelation erhält!
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