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Kapitel 1

Einleitung

In den letzten zehn Jahren hat man in Mitteleuropa eine Zunahme extremer Naturereignis-
se beobachtet. So hatten wir in Deutschland vier grofe Uberflutungen in nur acht Jahren:
die Oderflut (1997), das Pfingsthochwasser in Bayern (1999), die Elbeflut (2002) und das
Augusthochwasser in Bayern (2005). Drei der letzten sieben Winter brachten im Alpenraum
weit {iberdurchschnittlich viel Schnee, was zu vielen tragischen Lawinenungliicken gefiihrt
hat. Aber auch das Wetter hat in den letzten fiinfzehn Jahren Rekorde gebrochen. So war der
Rekordsommer 2003 der wirmste Sommer und der Winter 1989/90 der mildeste Winter, der
seit Aufzeichnung der Temperaturen in Deutschland gemessen wurde, wihrend der aktuelle
Winter (2005/06) eine Kiltewelle mit rekordverdéchtigen Tiefsttemperaturen iiber Ost- und
Mitteleuropa brachte. Diese Haufungen extremer Klimaereignisse beschréinken sich nicht auf
Europa. Wihrend in einem durchschnittlichen Jahr etwa 13 bis 15 tropische Stiirme iiber dem
Atlantik entstehen, von denen sich im Mittel 8 bis 9 zur Hurrikanstérke entwickeln, waren es
im letzten Sommer (2005) 27 tropische Stiirme, davon 22 Hurrikane.

Eines haben alle diese extremen Ereignisse gemein: Sie sind in kurzen Phasen haufiger auf-
getreten, als man es statistisch erwarten wiirde. Man neigt intuitiv dazu, die Haufung dieser
extremen Naturereignisse als nicht-zufillig anzusehen.

In der offentlichen Diskussion werden diese extremen Klimaphénomene schnell der globalen
Klimaerwérmung zugeschrieben. Dass der aktuelle Klimawandel und seine Auswirkungen (un-
abhéngig davon, ob er natiirlichen Ursprungs, antropogenen Ursprungs oder eine Mischung
aus beidem ist) zu einer grofleren Variabilitdt des Klimas und zum haufigeren Auftreten ex-
tremer Wetterereignisse fithren kann, ist unumstritten [Latif 2004, Grassel 2005]. Schaut man
aber in lange gemessene oder rekonstruierte Datenreihen, die mehrere Jahrhunderte zuriick
reichen, oder sieht man in historischen Uberlieferungen und Geschichtsbiichern nach, so fin-
det man, dass extreme Ereignisse wie Diirren und Fluten oder strenge Winter auch schon
damals in bestimmten Epochen gehauft auftraten und in anderen wiederum fast gar nicht.
H&aufungen extremer Ereignisse gab es somit schon in Zeiten, in denen der Mensch noch keinen
Einfluss auf das Klima nahm. Es muss also auch einen natiirlichen Mechanismus geben, der
das gehédufte Auftreten von extremen Naturphinomenen (zumindest im Mittelalter) erkliren
kann.

Mittels der Extremwertstatistik versucht man heutzutage die Eintrittswahrscheinlichkeiten
solcher Extremereignisse moglichst prizise abzuschétzen, um durch geeignete Mafinahmen
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

die Risiken einer Katastrophe zu minimieren. In der klassischen Extremwertstatistik geht
man davon aus, dass extreme Ereignisse, die zeitlich weit genug auseinander liegen, stati-
stisch unabhéngig sind. In der Praxis ist diese statistische Unabhé&ngigkeit unrealistisch. Ein
Beispiel soll dies erklédren. Aus eigener Erfahrung weifl man, dass - egal ob Sommer oder Win-
ter - beispielsweise auf einen sehr warmen Tag wohl wieder ein sehr warmer Tag folgen wird
und auf einen kalten Tag wohl eher wieder ein kalter Tag. Dies hidngt mit den sogenannten
Grofiwetterlagen zusammen, den “Hochs” und “Tiefs”, von denen im t#glichen Wetterbericht
die Rede ist. Sie halten einen Wetterzustand iiber mehrere Tage bis hin zu Wochen sta-
bil und ermdoglichen Wettervorhersagen. Diese Erhaltungsneigung, auch Persistenz genannt,
kann eine charakteristische Eigenschaft eines vermeintlich zufélligen Prozesses sein. Analysen
von langen Temperaturzeitreihen zeigen, dass solche Kopplungen (Korrelationen) noch weit
liber die Zeitskalen von Groflwetterlagen hinaus bis hin zu mehreren Dekaden reichen kénnen
[Koscielny 1998a]. Solche lang anhaltenden Korrelationen werden Langzeitkorrelationen ge-
nannt und zeichnen sich durch eine Potenzgesetz-artig abfallende Autokorrelationsfunktion
aus.

Neben den atmosphiérischen Temperaturzeitreihen findet man Langzeitkorrelationen in den
unterschiedlichsten Prozessen in der Natur, wie zum Beispiel in hydrologischen Abflusszeitrei-
hen, in Meeresoberflachentemperaturen, in biomedizinischen Reihen von Herzschlaginterval-
len, in DNA-Sequenzen, sogar in Volatilititen von Aktienkursen und im Internetverkehr
[Bunde 1994, Bunde 2001, Bunde 2002b].

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Einfluss von Langzeitkorrelationen auf die Extremwert-
statistik untersucht. Dabei habe ich mich auf zwei Gebiete der Extremwertstatistik konzen-
triert: zum einen die Statistik der Wiederkehrintervalle (POT-Methode) und zum anderen
die Statistik der Maximawerte (Gumbel-Statistik). Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Ka-
pitel 2 gebe ich eine Ubersicht der statistischen Grundlagen und stelle Methoden zur Korre-
lationsanalyse vor. Verschiedene gemessene und rekonstruierte Temperaturzeitreihen werden
beispielhaft auf Langzeitkorrelationen untersucht und ihre Resultate mit denen anderer Grup-
pen verglichen. Im selben Kapitel werden numerische Verfahren beschrieben, mittels derer ich
mir kiinstliche langzeitkorrelierte Datensétze zu unterschiedlichen Verteilungen erzeugt habe.
Kaptiel 3 beginnt mit der klassischen Beschreibung der Statistik der Wiederkehrintervalle
(Poisson-Statistik). Es folgen die Ergebnisse zu den Auswirkungen von Langzeitkorrelatio-
nen auf die Intervalle anhand simulierter und echter Datenreihen. Die Form der Verteilungs-
funktion der Wiederkehrintervalle wird ausfiihrlich diskutiert (auch im Anhang). Zusétzlich
werden ausgiebige Finite-Size Untersuchungen und Korrelationsanalysen an den Reihen der
Wiederkehrintervalle durchgefiihrt. Es wird aulerdem gezeigt, wie Langzeitkorrelationen zur
Clusterbildung extremer Ereignisse fithren kénnen und wie man mittels bedingter Wiederkeh-
rintervalle zu einer verbesserten Risikoabschéitzung gelangt. Kapitel 4 beschreibt zunéchst den
Aufbau der klassischen Extremwertstatistik und das Extremwerttheorem. Danach werden die
Ergebnisse der umfassenden numerischen Untersuchungen zum Einfluss von Langzeitkorrela-
tionen auf die Maximawerte und ihrer Verteilung vorgestellt. Es wird gezeigt, wie mittels be-
dingter Maximawerte und bedingter Uberschreitungswahrscheinlichkeiten Risikoabschitzun-
gen in der Maximastatistik auf langzeitkorrelierten Systemen verbessert werden kénnen. Das
Ende von Kapitel 4 beschéftigt sich mit dem Korrelationseinfluss auf die Abschétzung von
Jahrhundertereignissen, wie sie in der praktischen Hydrologie {iblich ist. Kapitel 5 fasst die
Ergebnisse aus Kaptiel 3 und 4 zusammen und gibt einen kurzen Ausblick iiber mogliche
Auswirkungen anderer statistischer Abhéingigkeiten auf die Extremwertstatistik.



Kapitel 2

Langzeitkorrelationen in der
Zeitreihenanalyse

Die Dynamik komplexer (hochdimensionaler) Systeme ist aufgrund der grofien Anzahl an Frei-
heitsgraden und oft auch nicht-linearer Kopplungen nicht exakt beschreibbar [Alligood 1996,
Lam 1997]. Man beschrinkt sich auf die Untersuchung geeigneter Messgrofien, welche ein
dimensionsreduziertes System darstellen, und akzeptiert, dass diese Systeme zufilligen und
zufiillig erscheinenden Fluktuationen unterworfen sind und nur noch Wahrscheinlichkeits-
aussagen zulassen. Die Untersuchung dieser stochastischen Fluktuationen ist eine zentra-
le Aufgabe der Zeitreihenanalyse [Chatfield 1982, Kendall 1990, Schlittgen 1990, Box 1994,
Brockwell 1996]. Statistische Abhéngigkeiten wie Korrelationen koénnen ausgenutzt werden,
um Wahrscheinlichkeitsaussagen zu verbessern. Eine besondere Form dieser Abhéngigkei-
ten bilden die Langzeitkorrelationen, auch Persistenz genannt [Hurst 1965, Mandlbrot 1987,
Bunde 1994, Bunde 2001]. Prozesse bzw. Zufallsgrofien sind persistent, wenn sie dazu nei-
gen, ihren augenblicklichen Zustand bzw. Wert beizubehalten, dass heisst auf grofie Werte
folgen eher grofle Werte und auf kleine Werte eher kleine Werte. Persistenz kann dadurch
iiber gewisse Zeitriume zu erheblichen Abweichungen vom langzeitlichen, globalen Mittelwert
fithren, was auf kurzen Zeitskalen bei der Unterscheidung zwischen Trends und Korrelatio-
nen Probleme bereitet [Feder 1988, Peng 1992, Kantelhardt 2001a, Cohn 2005]. Zur sicheren
Korrelationsanalyse sind moderne Methoden der statistischen Physik notwendig.

Dieses Kapitel soll einen Uberblick iiber Eigenschaften von Langzeitkorrelationen und de-
ren Auftreten in der Natur geben. Dazu werden zuerst die statistischen und mathematischen
Grundlagen vorgestellt und die Eigenschaften von Langzeitkorrelationen beschrieben. Danach
werden kurz die Methoden vorgestellt, mittels derer man Langzeitkorrelationen bestimmen
kann. Der néchste Abschnitt zeigt beispielhaft Ergebnisse zu von mir auf Langzeitkorrelatio-
nen untersuchten meteorologischen und hydrologischen Zeitreihen.

Da die Analayse echter Daten zur Studie von Langzeitkorrelationen aufgrund der oft unzurei-
chenden Statistik nicht ausreicht und aulerdem Kurzzeitkorrelationen bei kurzen Datensétzen
einen storenden Einfluss haben, empfiehlt es sich, kiinstlich erzeugte Daten mit realistischen
Langzeitkorrelationsstrukturen zu erzeugen und zu studieren. Man benétigt dazu numerische
Methoden, mit denen man sich beliebig viele Daten mit vorgegebenen Korrelationseigenschaf-
ten erzeugen kann. Zwei Methoden [Makse 1996, Schreiber 1996], die von mir zur Erzeugung
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4 KAPITEL 2. LANGZEITKORRELATIONEN IN DER ZEITREIHENANALYSE

kiinstlicher langreichweitig korrelierter Zufallszahlen verwendet wurden, werden am Ende die-
ses Kapitels beschrieben.

2.1 Statistische Grundlagen der Zeitreihenanalyse

Die Analyse komplexer dynamischer Systeme basiert auf der Aufzeichnung von geeigneten
Messgrofien « (Variablen) {iber bestimmte Zeitintervalle. Diese Messreihen werden als Zeitrei-
hen bezeichnet [Chatfield 1982, Kendall 1990, Schlittgen 1990, Box 1994, Brockwell 1996].
Viele Variablen sind nur an diskreten Zeitpunkten definiert, wie zum Beispiel monatliche Ge-
haltsauszahlungen, Ernteertrige oder Bundesligaergebnisse. Andere Variablen werden durch
Aggregation iiber eine gewisse Zeitdauer erzeugt. So zum Beispiel Tagesniederschlag, jahr-
liche Passagier-Meilen einer Fluggesellschaft oder das Bruttosozialprodukt. Eine Messgrofe,
die zu allen Zeitpunkten definiert ist, liefert eine kontinuierliche Messreihe wie beispielswei-
se Temperaturen an einem festen Ort, die Position eines Flugzeugs oder Pegelstéinde eines
Flusses. Aus praktischen Griinden werden viele kontinuierliche Zeitreihen diskretisiert. Bei
Temperaturen und Fliissen betrachtet man zum Beispiel Tagesmaxima, Tagesminima oder
Tagesmittelwerte. Man erhélt so wieder eine Zeitreihe (x;)Y;, bestehend aus einer endlichen
Anzahl N von Messpunkten, der “neuen” Linge der Zeitreihe.

Die Messgrofien = sind héufig Beschrankungen unterworfen und verschiedene Messwerte x;
in einer Zeitreihe (z;)Y, treten unterschiedlich hiiufig auf. Ihr genauer Wert erscheint zwar
zuféllig, gehorcht aber einer zugrunde liegenden Verteilungsfunktion P(x), welche oft nicht
exakt bekannt ist, aber durch ein Histogramm einer hinreichend grofien Stichprobe (z. B.
einer langen Zeitreihe) recht gut angenihert werden kann. Dabei sind Aussagen iiber selten
auftretende Ereignisse unweigerlich schlechter als Aussagen iiber hdufig auftretende Ereignisse.

Verteilungen von Messwerten werden unterschieden in Verteilungsfunktionen und deren Dich-
ten, den Verteilungsdichtefunktionen' [Sachs 1974, Papoulis 1984, Papula 1994]. Die Dichten
stellen hierbei das normierte Histogramm einer hinreichend grofien Stichprobe da, wéahrend
man die Verteilungsfunktionen durch das Integral iiber die normierten Dichten erhélt und
damit Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten von Ereignissen gewisser
Grofle oder Mindestgrofle treffen kann. In dieser Arbeit werden alle Verteilungsdichten mit P
bezeichnet, die zugehorigen Verteilungsfunktionen in Kapitel 3 mit W und in Kapitel 4 mit
Gbzw. E=1-G.

Um aus einer Verteilungsfunktion eine Wahrscheinlichkeitsaussage ableiten zu kénnen, muss
die zugehorige Dichtefunktion normiert sein [Sachs 1974], das heisst

/OO P(x)dx = 1. (2.1)

Der Erwartungswert einer Verteilung ist definiert als das erste Moment dieser Verteilung
[Sachs 1974, Papoulis 1984, Papula 1994]

[e o]

T = / 2 P(z)dz. (2.2)

—00

n der Literatur werden oft auch die Bezeichnungen Wahrscheinlichkeitsverteilung und Wahrscheinlich-
keitsdichte verwendet
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Ist die Verteilungsdichte P(z) nicht analytisch bekannt, so kann man den arithmetischen
Mittelwert

N
(z) = % S (2.3)
i=1

einer Stichprobe mit hinreichendem Umfang N als numerische Nihrung fiir den Erwartungs-
wert [Sachs 1974, Papula 1994] betrachten,

(x) ~T. (2.4)

Aus den hoheren Momenten -
= / 2" P(x)dx (2.5)
—0o0
lassen sich Aussagen iiber Symmetrie, Schiefe und Wélbung der Verteilungsdichtefunktion
gewinnen [Sachs 1974, Papula 1994]. Eine zentrale Rolle nimmt dabei das zweite Moment z2?
ein. Aus erstem und zweitem Moment erhélt man die Varianz

00 00 o

var, = / (x —%)*P(2)dx = / (2% — 2Tx +T*)P(x)dx = 22 — T° (2.6)
—00 —0o0

als Maf fiir die Breite der Verteilungsdichtefunktion [Sachs 1974, Papula 1994]. Ist die Ver-

teilungsdichtefunktion analytisch nicht bekannt, muss man auf eine alternative numerische

Definition, die auf einer Stichprobe vom Umfang N basiert, zuriickgreifen

o2 == S (i~ (@), (27)

=1

wobei dhnlich wie beim arithmetischen Mittel bei hinreichend grofler Stichprobe N die N#he-
rung

02 ~ var, (2.8)

erfiillt ist. Die Grofle o, wird als Standardabweichung bezeichnet und macht eine Angabe
iiber die (symmetrische) Streuung der Stichprobenwerte x; um das arithmetische Mittel (x)
[Sachs 1974, Papula 1994]. Da in dieser Arbeit der Schwerpunkt auf numerischen Untersu-
chungen mit riesigen Stichproben liegt, kann hier die Annahme (z) = 7 und 02 = var,
gemacht werden.

Eine Grofle zur Beschreibung von Abh#ngigkeiten der Zufallsvariablen untereinander ist die
Kovarianz [Sachs 1974, Brockwell 1996]. Sie ist definiert als das mittlere Produkt? aus zwei
mittelwertbereinigten Werten x; und x;4s im Abstand s,

1 N-—s

covy(s) = (i — (@) (wis — (@) = 17— D (@i — (@) (@irs — {2)). (2.9)

i=1

Bei statistisch unabhéingigen Werten mit gleicher Verteilungsfunktion (“White Noise”) ist die
Kovarianz fiir alle s > 0 im Mittel Null. Fiir s = 0 ist sie identisch zur Varianz,

cov,(0) = 2. (2.10)

xT

20ft wird der Vorfaktor als 1/N angegeben, was im Falle s < N keinen bedeutenden Unterschied macht.
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Der Quotient aus Kovarianz und Varianz wird als Autokorrelationsfunktion

C(s) == (2.11)

bezeichnet [Sachs 1974, Brockwell 1996]. Aus dieser Definition folgt direkt C'(0) = 1. Eine Au-
tokorrelationsfunktion unterschiedlich von Null fiir s > 0 kennzeichnet statistische Abhéngig-
keit. Die Art ihres Abfalls definiert den Einfluss von vergangenen Ereignissen auf zukiinftige
mit zeitlichem Abstand s. Korrelierte Prozesse zeigen demnach eine Art Geddchinis oder auch
Memory-Effekt. Bei langzeitkorrelierten Reihen fillt die Autokorrelationsfunktion C'(s) nur
sehr langsam (algebraisch) auf Null ab. Mehr dazu im néchsten Abschnitt.

Eine wichtige Eigenschaft eines Prozesses oder einer Zeitreihe ist die Stationaritdt. Ein statio-

nérer stochastischer Prozess befindet sich in einem gewissen statistischen Gleichgewicht, wo-

mit gewéhrleistet sein soll, dass die statistischen Eigenschaften zeitlich konstant bleiben und

sprunghafte Verédnderungen von Mittelwert oder Varianz nicht auftreten. Man sagt, ein Pro-

zess ist stark stationdr, wenn fiir verschiedene Stichproben z1, o, ..., xxy und 144, o4¢, ..., TN+
die Verteilungsfunktion und die Kovarianz im gesamten Prozess identisch und somit un-

abhéingig von ¢ sind [Chatfield 1982, Kendall 1990, Box 1994, Brockwell 1996, v.Storch 1999].

Ein Prozess (x;) wird als schwach stationdir bezeichnet, wenn Mittelwert (z), Varianz ¢2 und
Kovarianz ((z; — (z))(zi+s — (x))) dieselben endlichen Werte annehmen und somit unabhéngig
von t sind [Chatfield 1982, Kendall 1990, Brockwell 1996, v.Storch 1999]. Fiir den prakti-
schen Gebrauch ist schwache Stationaritit vollkommen ausreichend. Starke Stationaritét ist
in der Praxis nicht so einfach nachzuweisen, da die zugrunde liegenden Verteilungsfunktionen

oft nicht bekannt sind und die endlichen Stichproben meist nur brauchbare Ergebnisse fiir
Mittelwert und Varianz liefern. In dieser Arbeit soll mit Stationaritét immer die schwache
Stationaritdt gemeint sein.

Stationaritét ist oft eine Frage des zeitlichen Mafistabs [Brockwell 1996]. Eine tégliche Tempe-
raturzeitreihe {iber wenige Monate ist nichtstationéir auferund des saisonalen Verlaufs. Hinge-
gen kann dieselbe Reihe iiber einen Zeitraum von vielen Jahrzehnten wieder stationér erschei-
nen, da die Saison auf groflen Zeitskalen keinen Einfluss auf Mittelwert und Varianz nimmt.
Ahnlich verhilt es sich mit Korrelationen. Da Korrelationen eine Anordnungseigenschaft sind
und keinen Einfluss auf die Verteilungsfunktion haben, verletzen sie die Stationaritét nicht,
solange die Stichproben nur grofl genug ausfallen. In zu kurzen Ausschnitten kénnen Kor-
relationen, insbesondere Langzeitkorrelationen, nur schwer von Trends unterschieden werden
[Bunde 1994, Kantelhardt 2001a, Cohn 2005]. Trends, auch als Nichtstationaritéten bezeich-
net, fithren zu systematischen Abweichungen in Mittelwert oder Varianz und werden durch
dufere oder innere Einfliisse verursacht [Sachs 1974, Kendall 1990, Brockwell 1996]. Bei den
traditionellen statistischen Methoden in der Korrelationsanalyse und der Extremwertstatistik
geht man davon aus, dass die zugrundeliegenden Prozesse stationér sind. Die Annahme sta-
tiondren Verhaltens ist jedoch fiir viele natiirliche Zeitreihen unrealistisch. Trotzdem ist es
wiinschenswert zu wissen, ob es sich bei der Reihe um eine trendbehaftete oder langzeitkorre-
lierte oder eine Reihe mit beidem handelt, und wie stark die jeweiligen Komponenten in den
Reihen vertreten sind.
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2.2 Langzeitkorrelationen und ihre Detektionsmethoden

Das Verhalten der Autokorrelationsfunktion Gl. (2.11) kann grob in drei Féille unterteilt
werden [Bunde 1994, Bunde 2001]:

e Fiir unkorrelierte Datensitze (r;)Y  gilt aufgrund des Mittelwertabzugs in (2.9)

C(s)=0 ¥V  s>0. (2.12)

e Im Falle kurzreichweitiger Korrelationen gibt es eine charakteristische Korrelationszeit
oder Korrelationslinge sy. Der Zerfall der Korrelationen kann in vielen Fillen etwa
durch einen exponentiellen Abfall von C(s) beschrieben werden,

s

C(s) ~e *x, (2.13)

wobei die (endliche) Korrelationsldnge definiert ist als

L
Sx = lim C(s)ds. (2.14)

L—oo Jg

e Bei langreichweitigen Korrelationen divergiert die Korrelationsldnge sy und es gibt keine
charakteristischen Zeitskalen. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn die Korrelationen
durch ein abfallendes Potenzgesetz

C(s)~s7, 0<vy<1l und s>1, (2.15)

beschrieben werden kénnen. Der Exponent v wird als Korrelationsexponent bezeichnet.

Der Korrelationsexponent ~ gibt die Stdrke der Langzeitkorrelationen an: v nahe bei 0 be-
deutet starke Langzeitkorrelationen und + nahe bei 1 schwache Langzeitkorrelationen. Der
Fall v > 1 wird zu den Kurzzeitkorrelationen gezéhlt, da die Korrelationslédnge Gl. (2.14) fiir
s > 0 wieder endlich ist. Ein v-Wert kleiner oder gleich 0 bedeutet nichtstationdres Verhalten.
Die Korrelationsfunktion wiirde mit anwachsendem Abstand s immer grofler werden und der
Mittelwert der Reihe kénnte im Verlauf der Reihe nicht konstant bleiben. In dieser Arbeit
interessiert aber ausschliellich der Fall 0 < v < 1.

2.2.1 Autokorrelationsfunktion

Die Autokorrelationsfunktion C(s) wurde bereits in Gl. (2.11) im vorherigen Abschnitt vor-
gestellt. Sie beschreibt Zwei-Punkt-Korrelationen zum zeitlichen Abstand s einer stationéren
Zeitreihe [Brockwell 1996, v.Storch 1999],

Culs) = e i = (a)) e — ) 2.16)

Oft findet man auch Definitionen der Kovarianzfunktion, in denen der Vorfaktor 1/(N — s)
lautet, anstatt 1/N. Da in der Praxis aber immer s < N gilt, spielt diese Feinheit hier keine
Rolle.
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C(s)

Abbildung 2.1: Autokorrelationsfunktionen kiinstlich erzeugter Zeitreihen bestehend aus 50000 Ein-
tragen. Rote Linie: Kurzzeitkorrelationen mit einer Korrelationszeit von sx = 100; schwarze Linie:
Langzeitkorrelationen mit dem Exponenten v = 0.6. (a) lineare Darstellung, (b) doppelt-logarithmische
Darstellung.

Abbildung 2.1 zeigt C(s) fiir kiinstlich erzeugte kurzzeit- und langzeitkorrelierte Zufallszahlen
mit Varianz o2 = 1. Die Reihen sind relativ lang (50000 Eintriige), weshalb die Kurven recht
glatt erscheinen. In der Praxis hat man es meist mit kiirzeren Reihen zu tun, was zu einem
weitaus verrauschteren Bild fiihrt. Die Korrelationszeit sy betrégt in der kurzzeitkorrelierten
Reihe 100. Bis zu Skalen s ~ 100 ist Ciy:»(s) noch deutlich grofier Null. In der doppelt-
logarithmischen Darstellung (b) wird dies am starken Abfall im Bereich s > 100 deutlich.
Die langzeitkorrelierte Reihe hat einen Korrelationsexponenten von v = 0.6, was sich in
der doppelt-logarithmischen Darstellung in der Steigung widerspiegelt. Zwar scheint in der
linearen Darstellung (a) Cjang(s) schneller abzufallen als Cpy,.(s). Dies téuscht jedoch, wie
im doppelt-logarithmischen Plot (b) deutlich wird. Im Bereich groBer Skalen liegt Cjupng(s)
wieder deutlich iiber Cy»(s).

Nichtstationaritdten und die endliche Lange realer Zeitreihen machen es oft schwer oder so-
gar unmoglich, aus C'(s) das korrekte Korrelationsverhalten, d. h. im Falle langreichweitiger
Korrelationen den tatséichlichen Korrelatrionsexponenten + als Steigung in einem doppelt-
logarithmischen Plot zu ermitteln. In Abblidung 2.2 ist C(s) fiir langzeitkorrelierte Zufalls-
zahlen (v = 0.6) ohne bzw. mit einem schwachen linearen Trend abgebildet. In der doppelt-
logarithmischen Darstellung (b) scheinen sich trendbehaftete und trendfreie Reihe nur in der
effektiven Steigung zu unterscheiden. Ein Trend macht die Steigung flacher und man be-
kommt einen falschen Korrelationsexponenten. Die Autokorrelationsfunktion eignet sich zur
Bestimmung des Korrelationsverhaltens nur bei sehr langen, stationéren Zeitreihen.

2.2.2 Fourier-Transformation und Power-Spektrum

Betrachtet man die diskreten Werte einer Zeitreihe als Stiitzpunkte auf einer kontinuierlichen
Kurve, so kann man mit Hilfe der Fourier-Transformation [Press 1997] Information iiber vor-
handene Frequenzen (sozusagen Berge und Téler) im Verlauf dieser Kurve und damit auch
Information iiber das Korrelationsverhalten der Zeitreihe gewinnen [Press 1997]. Man be-
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Abbildung 2.2: Autokorrelationsfunktionen kiinstlich erzeugter langzeitkorrelierter Zeitreihen (y =
0.6) bestehend aus 50000 Eintrégen. Schwarze Linie: ohne Trend; violette Linie: mit linearem Trend.

zeichnet diese Form der Korrelationsanalyse auch als Spektralanalyse [Press 1997]. Liegt dem
erzeugenden Prozess der Zeitreihe eine Periodizitdt zugrunde, so ist sie im Frequenzspektrum
(auch Power-Spektrum genannt) als Peak zu erkennen. Ist ein Prozess unkorreliert, so kommen
alle Frequenzen gleichhéufig vor und das Frequenzspektrum ist ein Plateau. Ist ein Prozess
korreliert, so kommen Frequenzen unterschiedlicher Gréfie unterscheidlich haufig vor. Im Falle
von Langzeitkorrelationen liefert das Frequenzspektrum #hnlich wie die Autokorrelationsfunk-
tion auch einen Potenzgesetzverlauf, wie in diesem Abschnitt gezeigt wird. Der analytische
Zusammenhang zwischen Frequenzspektrum und Korrelationsverhalten ist auch fiir die im
Abschnitt 2.4 vorgestellten Methoden zur Erzeugung von Langzeitkorrelationen von grofier
Bedeutung und soll hier ausfiihrlich erklért werden.

Zur Einfachheit und ohne Beschriankung der Allgemeinheit hat in diesem Abschnitt der
stochastische Prozess (v;) den Mittelwert (z;) = 0 und die Varianz ¢2 = 1. Die Fourier-
Transformierte eines solchen stationiren stochastischen Prozesses (z;) der Linge N lautet

dann [Papoulis 1984, Brockwell 1996]
1 g,
F(f)=— ije_%f], f durchlduft alle Frequenzen, (2.17)

wobei sie durch die Wurzel ihrer Lénge normiert ist.

Das Frequenzspektrum P(f) ist durch das Betragsquadrat der Fourier-Transformierten defi-
niert [Press 1997] und lésst sich auf folgende Art als Fourier-Transformierte der Autokorrela-
tionsfunktion darstellen, auch Wiener-Khintchine-Theorem?® genannt [WKT, Gottman 1981,
Rangarajan 2000]:

P(f) = E(f) - F(f) (2.18)

3Streng genommen gilt das Wiener-Khintchine-Theorem nur fiir die Definition der Autokorrelationsfunktion
mit Vorfaktor 1/N anstatt 1/(IN — s). Da aber in der Praxis immer s <« N gilt, spielt diese Feinheit keine
Rolle.
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1 N N N
al 1 & 2ri g 2ri g
Y2 =3 (e— IG-R) o T f(rk))

j—k=s>0 und (2.16) o 1

N
= C(0) +2>  C(s)cos(2rfs/N) (2.19)

Fiir Langzeitkorrelationen folgt mittels der Proportionalitit aus Gleichung (2.15)

N
P(f)~Y s 7cos(2rfs/N). (2.20)
s=1
Um diesen Ausdruck weiter zu vereinfachen, ist folgende Taylorentwicklung
L—enm Pyt => AN/ (2.21)
s=0
mit den Koeffizienten
4 =1 fir s=0 999
T = e L gy > (2:22)

hilfreich (angegeben in [Rangarajan 2000]) und man erhélt
Y s e R =T(1 - ) <(1 S L 1) . (2.23)
s=1

Da die Koeffizienten in (2.22) fiir grofie s immer kleiner (also unbedeutender) werden und fiir
(2.20) nur der Realteil von (2.23) benétigt wird, gilt

00 N
ReZs*“’e%f‘q ~ Zs*“’ cos(2mfs/N). (2.24)
s=1 s=1

Im Falle von Langzeitkorrelationen tragen nur sehr niedrige Frequenzen wesentlich zum Spek-
trum bei, weshalb der Ausdruck in der groflen Klammer um f ~ 0 entwickelt werden kann.
Die Entwicklung liefert (nach [Rangarajan 2000])

N .
Z s Teos(2mfs/N) ~ T(1—~v)Re <(1 - e%f)“’*1 - 1)

s=1
= I'l—7) ((271'f/N)V_1 cos(m(y —1)/2N)) . (2.25)
Fiir den wesentlichen Verlauf des Frequenzspektrums (2.20) gilt also
P(f) ~ 2-T(1=7)cos(n(y—1)/2N)(2nf/N)~"
~ L (2.26)
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Abbildung 2.3: Beispiele zur Fourier-Analyse: (a) Frequenzspektrum P(f) einer kiinstlichen kurzzeit-
korrelierten Reihe aus 65536 Eintréagen in doppelt-logarithmischer Darstellung. Man sieht ein Abflachen
im Bereich niedriger Frequenzen (rote Linine), da dort die Korrelationen aufbrechen. (b) Frequenz-
spektrum einer kiinstlichen langzeitkorrelierten (y = 0.4) Reihe gleicher Lénge. Der rote Fit liefert

eine Steigung von —3 = —0.6, was einem v = 0.4 entspricht. (¢) Frequenzspektrum einer kiinstlichen
langzeitkorrelierten (v = 0.4) Reihe mit einem schwachen linearem Trend. Der rote druchgezogene Fit
liefert eine Steigung von —3 = —0.65. Im Bereich niedriger Frequenzen (entspricht grofien Zeitskalen)

kénnte man sogar eine deutlich steilere Steigung vermuten (griine Linie).

Das Potenzgesetzverhalten der Autokorrelationsfunktion C(s) bei Langzeitkorrelationen mit
Skalenexponent -y zeigt sich also auch in der Spektralanalyse in Form eines Potenzgesetzver-
haltens des Spektrums P(f) mit Skalenexponent (3

P(fy~f" mit f=1-n. (2.27)

Die folgenden drei Beispiele sollen nun die Grenzen dieser Methode zur Bestimmung von
Langzeitkorrelationen aufweisen.

In Abbildung 2.3(a) ist das Spektrum der F ast-Fourier-Transformation (FFT) [Press 1997]
fiir kiinstlich erzeugte kurzzeitkorrelierte Daten der Linge N = 2'6 = 65536 zu sehen. Im
Bereich niedriger Frequenzen (groBer Wellenléngen) flacht es deutlich ab und wird zu einem
Plateau. Der Exponent (3, hier als Steigung aufgrund der doppelt-logarithmischen Auftragung,
geht gegen Null, da es auf diesen Skalen keine Korrelationen mehr gibt. Abbildung 2.3(b) zeigt
das Spektrum einer gleichlangen Reihe, die jedoch mit einem Korrelationsexponenten v = 0.4
langzeitkorreliert ist. Der Fit (rote Linie) leifert den korrekten Skalenexponenten = 0.6.
Liegt dieser langzeitkorrelierten Reihe noch zusétzlich ein linearer Trend auf, wie in Abbil-
dung 2.3(c), so sieht man, dass es im Breich niedriger Frequenzen nicht mehr méglich ist, den
korrekten Exponenten § und daraus folgend + zu bestimmen. Die durch einen Trend iiberla-
gerte, langzeitkorrelierte Reihe ist mittels der Fourier-Transformation nicht zufriedenstellend
auf Korrelationen in den Fluktuationen analysierbar.

2.2.3 Trendbereinigende Fluktuationsanalyse (DFA)

Eine Methode, die zur Bestimmung von Langzeitkorrelationen schon bei deutlich geringeren
Reihenléngen sehr erfolgreich eingesetzt werden kann, ist die trendbereinigende Fluktuati-
onsanalyse (englisch Detrended Fluctuation Analysis, DFA) [Peng 1994, Koscielny 1998a,
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Kantelhardt 2001a]. Sie bildet eine Erweiterung der Fluktuationsanalyse (FA) [Feder 1988]
und ist in [Kantelhardt 2001a] ausfiihrlich beschrieben.

Die vorherigen Methoden haben alle das Problem, dass ihre Ergebnisse durch Trends stark
beeintrachtigt werden. Es wird also eine Methode zur Korrelationsanalyse benétigt, die ge-
geniiber Trends resistent ist. Die DFA wurde zunéchst von Peng et al. in [Peng 1994] und
[Buldyrev 1995] zur Analyse von Korrelationen in DNA-Sequenzen eingefiihrt. Im Laufe der
Zeit wurde sie weiterentwickelt [Bunde 2000, Kantelhardt 2001a] und fand Anwendungen un-
ter anderem in der Zeitreihenanalyse von Temperaturdaten [Koscielny 1996, Koscielny 1998a,
Eichner 2003, Vjushin 2004], Abflussreihen [Kantelhardt 2003b, Kantelhardt 2006] und Herz-
rhythmen [Bunde 2000, Kantelhardt 2001b].

Die Vorgehensweise ist zunéichst analog zur FA (beide ausfiihrlich beschrieben in [Eichner 2002,
Kantelhardt 2001a]). Die kumulierte Reihe (auch das Profil genannt)

l
=Yz omit [=1,2..,N ud Y=Y, =0 (2.28)
i=1

wird in Fenster der Breite s unterteilt. In diese Fenster werden polynomiale Approximationen
(Gauss’sche Methode der kleinsten Quadrate [Zurmiihl 1963]) der Ordnungen n = 0,1, ... ge-
legt und die Abstandsquadrate zwischen Profil Y{,_).,4; und Fit p,, , (i) an jedem Messpunkt
im v-ten Fenster bestimmt (Abbildung 2.4) und es gilt

> )2 o
Y(?jfl).sﬂ- = (Yo-1)s+i — Pnw(i)) mit i=1,2,..,s. (2.29)

Uber diese Abstandsquadrate wird gemittelt und jedem der 2N, Fenster? ein mittleres Fluk-
tuationsquadrat zugeordnet

R
Fg(s,u):;ZY&fl)_SH mit v =1,2,...,2N;. (2.30)
i=1

Durch die polynomiale Approximation p,,, (i) wird das Profil lokal (d. h. im jeweiligen v-
ten Fenster) von polynomialen Trends bis zur Ordnung n bereinigt. Die Originalreihe wird
dadurch von Trends bis zur Ordnung n — 1 bereinigt. Trends, die keinem polynomialen Verlauf
gehorchen, lassen sich mit dieser Methode nur ndherungsweise bereinigen [Kantelhardt 2001a].
Nun wird das arithmetische Mittel iiber die Fluktuationsquadrate aller 2N, Fenster der Breite
s gebildet und die Wurzel daraus gezogen

Lo 1/2
Fo(s) = <2Ns ZFT%(S,I/)> . (2.31)

Man erhélt fir die gesamte Reihe eine mittlere Fluktuationsfunktion F,(s) zu Skalen der
Fensterbreite s. Wie in der Autokorrelationsfunktion wird nun die Skala s variiert bis zu einem
Smagz, Welches nicht grofler als etwa ein Viertel der Gesamtlinge N der Reihe sein sollte. Auch
muss ein S,,;, immer grofer als die Approximationsordnung n sein, da die Fluktuationen sonst
verschwinden wiirden aufgrund der exakten Losbarkeit der Approximationsgleichungen.

4Es gibt 2N, anstatt N, Fenster, da eine Reihe auch riickwirts zerlegt werden kann, um méglichst wenig
Datenpunkte an den Enden der Reihe zu verlieren.
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Abbildung 2.4: (a) zeigt einen Ausschnitt aus dem Profil (schwarz), welches in Fenstern der Breite
s = 100 durch Polynome (griin) der Ordnung n = 2 approximiert wird. Die Differenzenquadrate
dienen als Fluktuationsquadrate. In (b) ist dasselbe nochmal fiir die Breite s = 200 dargestellt. Man
sieht, dass die Approximationen schlechter sind und deshalb die Fluktuationen auf grofleren Skalen s
zunehmen.

w DFA01234

F) 100 |

Abbildung 2.5: (a): DFAO bis 5 einer kiinstlichen unkorrelierten Datenreihe. (b): DFAO bis 5 einer mit
v = 0.6 (o = 0.7) langzeitkorrelierten Datenreihe. Man sieht in beiden Plots die iiberhdhte Steigung
auf kleinen Skalen, besonders bei htheren Approximationsordnungen. Die durchgezogene Linie ist eine
Referenzlinie mit a = 0.5, die gestrichelte mit o = 0.7.
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Plottet man die Ergebnisse in doppelt-logarithmischer Auftragung, so erhélt man die DFA-
Kurven, welche den Approximationsgraden n folgend mit DFAO, DFA1, usw. bezeichnet wer-
den - allgemein DFAn. DFAQ ist nicht trendbereinigend und fiir stationére Reihen vollkommen
ausreichend. Aus der Verwandtschaft zur Fluktuationsfunktion der Fluktuationsanalyse FA
[Hurst 1965, Feder 1988], die mit dem Random-Walk-Modell [Bunde 1994, Fliebach 1995]
hergeleitet werden kann und in der nur die Differenzen zwischen den Anfangs- bzw. End-
punkten zweier aufeinander folgender Fenster beriicksichtigt werden, folgt die Verbindung
zur Autokorrelationsfunktion

FR(s) ~ Fa(s) = ((Yos = Yio1)s)) (2.32)

s 2
(228) <<Z xi+(y_1).5> )
=1
= <Z Lit(v—1)-s ij+(V_1)'5>
i=1 j=1
= Z Z<xi+(v—1)'8xj+(V—1)'5>

i=1 j=1
2.16 u : . .
CL ST S oG —i). (2.33)
i=1 j=1

Unter der Annahme der Zeitumkehrinvarianz der Autokorrelationsfunktion, dass heisst C'(j —
i) =C(i— j), lasst sich Gl. (2.33) weiter umschreiben zu

s s s s 1—1
YD Cli-i)=>_C0)+2-> > C(G—1i) (2.34)
i=1 j=1 i=1 =1 j=1

Die Doppelsumme in diesem Ausdruck darf als Zweifachintegral betrachtet werden, sodass
fiir v < 1 die Proportionalitéit gilt

s 1—1 s 1—1
F2(s)~ Y > ClI—i)~ D D |i—il 7~ —i> . (2.35)
i=1 j=1 i=1 j=1

Fiir Langzeitkorrelationen findet man in der DFA also auch ein Skalenverhalten®, d. h. ein
Potenzgesetzverhalten der Fluktuationsfunktion F),(s) mit einem Skalenexponenten o, welcher
mit dem Korrelationsexponenten v auf folgende Art verkniipft ist [Feller 1951, Peng 1994,

Kantelhardt 2001a]
~

F(s) ~ s mit a=1-— 5 (2.36)
Ein Beispiel mit kiinstlichen Daten ist in Abbildung (2.5) gegeben. Fiir die Untersuchungen an
hydrometeorologischen Zeitreihen hat sich die DFA2 als ausreichend stabil erwiesen, weshalb
hier in vielen DFA-Plots nur die Kurven fiir DFA2 gezeigt werden. In klimatischen Zeitreihen
gibt es sowohl Langzeitkorrelationenen als auch explizite Kurzzeitkorrelationen (Grofwetter-
lagen in Bereichen von ein bis zwei Wochen), die dazu fiihren, dass der Exponent « auf kleinen
Skalen grofier ist. Diskussionen iiber den Einfluss von Trends verschiedener Arten auf die DFA

finden sich in [Kantelhardt 2001a].

®Skalengesetze sind fundamentale Konzepte bie der Beschreibung fraktaler Strukturen [Bunde 1994].
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Abbildung 2.6: Drei Beispiele von langzeitkorrelierten Messreihen: typischer Verlauf einer téglich
gemessenen Temeraturzeitreihe iiber drei Jahre (oben), ebenfalls drei Jahre einer téiglich gemessene
Abflusszeitreihe eines Flusses (mitte) und in sekiindlicher Aufldsung aufgezeichnete Herzschlaginter-
valle iiber einen Zeitraum von etwa acht Stunden (unten). Die Langzeitkorrelationen machen sich in
Form der phasenhaften Abweichungen vom Mittelwert (rot: nach oben, blau: nach unten) bemerkbar.

2.3 Langzeitkorrelationen in der Natur

Langzeitkorrelationen treten in vielen Prozessen in der Natur auf. Prominente Beispiele fin-
den sich in vielen hydrologischen Datensétzen (Pegelstéinde, Abflussreihen) [Mandelbrot 1969,
Pelletier 1997, Kantelhardt 2003b], meteorologischen und klimatologischen Zeitreihen (t#gli-
che und jéhrliche Temperaturzeitreihen, rekonstruierte und historische Temperaturzeitreihen,
Meeresoberflichentemperaturen) [Koscielny 1998a, Pelletier 1999, Talkner 2000, Weber 2001,
Bunde 2002a, Eichner 2003, Monetti 2003, Bunde 2005]. In der Physik begenet man Lang-
zeitkorrelationen in der Festkorperphysik [Schlesinger 1987] und auch in Daten von Turbu-
lenzen [Prasard 1988, Bramwell 1998]. In der Medzin findet man Langzeitkorrelationen in
Herzschlagintervallen bei verschiedenen Schlafstadien [Peng 1993, Schifer 1998, Bunde 2000,
Ashkenazy 2000, Kantelhardt 2001b, Kantelhardt 2003a], in Nukleotid-Sequenzen der DNA
[Peng 1992, Peng 1994, Arneodo 1995, Buldyrev 1995] und neuronalen Signalen [Ivanov 1999].
Langzeitkorrelationen wurden auch in den Volatilitdten ckonomischer Zeitreihen auf dem Ak-
tienmarkt gefunden [Liu 1997, Liu 1999]. Neueste Ergebnisse aus der Erdbebenanalyse zeigen,
dass auch hier ein gewisses Langzeitverhalten vorkommt [Corral 2004, Livina 2005]. Abbil-
dung 2.6 zeigt drei Beispiele fiir natiirliche langzeitkorrelierte Messreihen: der typische Verlauf
einer téglich gemessenen Temperaturzeitreihe iiber drei Jahre (oben), ebenfalls drei Jahre ei-
ner téglich gemessenen Abflusszeitreihe eines Flusses (Mitte) und Herzschlagintervalle iiber
einen Zeitraum von etwa acht Stunden (unten). In den meteorologischen und hydrologischen
Reihen sieht man auflerdem deutlich den Jahresgang in Form eines periodischen Schwankens
des Mittelwertes. Die Fluktuationen nach oben sind rot gekennzeichnet, die Fluktuationen
nach unten sind blau. In rein zufélligen Prozessen sind solche langen blauen und roten Pha-
sen nicht zu erwarten. Sie sind ein erstes Indiz fiir korrelierte Prozesse.

Abbildung 2.7 zeigt die Ergebnisse sehr umfangreicher DFA-Untersuchungen fiir vier verschie-
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Abbildung 2.7: Vier Beispiele von DFA-Untersuchungen hydrometeorologischer Messreihen. Ab-
bildung (a) zeigt das Histogramm der DFA2-Exponenten von Abflussreihen von 24 internationalen
Fliissen und 18 bayerischen Fliissen [Kantelhardt 2006]. Das Korrelationsverhalten ist stark gestreut,
von sehr schwach korreliert (o = 0.55) bis zur Grenze des nichtstationéren Verhaltens (o = 1.0).
Abbildung (b) zeigt das Histogramm der DFA2-Exponenten von 63 untersuchten Meeresoberflichen-
temperaturreihen [Monetti 2003]. Die Werte sind mit einem mittleren « von 0.8 sehr stark korreliert.
Abbidlung (c) zeigt das Histogramm von 100 Niederschlagszeitreihen weltweit verteilter Klimasta-
tionen [Rybski 2002], aufgeteilt in fiinf geografische Kategorien. Téglicher Niederschlag ist nahezu
unkorreliert, nur wenige Stationen zeigen einen a-Wert iiber 0.55. Die téglichen Lufttemperaturen
an diesen Plitzen zeigen ein nahezu universelles Langzeitkorrelationsverhalten mit einem mittleren «
von 0.65 [Eichner 2003]. Ausnahmen bilden kleine Inseln (blau), welche aufgrund ihrer Lage eher dem
Korrelationsverhalten der Meeresoberflichentemperatur aus (b) folgen.
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dene hydrometeorologische Messgroien. Es sei an dieser Stelle nochmal auf die Verwandtschaft
zwischen dem Skalenexponenten o und dem Korrelationsexponenten v hingewiesen:

a=1—~/2 bzw. v=2-2a (2.37)

Abbildung 2.7(a) zeigt das Histogramm der DFA2-Exponenten von Abflussreihen von 24 inter-
nationalen Fliissen und 18 bayerischen Fliissen [Kantelhardt 2006]. Das Korrelationsverhalten
ist stark gestreut, von sehr schwach korreliert (aw = 0.55) bis zur Grenze des nichtstationéren
Verhaltens (o = 1.0). Abbildung (b) zeigt das Histogramm der DFA2-Exponenten von 63
untersuchten Meeresoberflichentemperaturreihen [Monetti 2003]. Die Daten werden von fi-
xierten Bojen und Schiffen entlang ihrer festen Routen gewonnen [Parker 1994]. Die Werte
sind mit einem mittleren o von 0.8 sehr stark korreliert, was auch auf die hohe Warmeka-
pazitit des Wassers zuriickzufiihren ist. Abbildung (c) zeigt das Histogramm von 100 Nie-
derschlagszeitreihen weltweit verteilter Klimastationen [Rybski 2002, Gell-Mann 2003], auf-
geteilt in fiinf geografische bzw. topografische Kategorien ([Diercke 1996]). T#glicher Nieder-
schlag ist demnach nahezu unkorreliert, nur wenige Stationen zeigen einen a-Wert iiber 0.55.
Stattdessen findet man in Niederschlagsreihen hiufig ein ausgeprigtes Multiskalen-Verhalten®
(auch Multifraktalitat genannt) [Feder 1988, Lovejoy 1995, Tessier 1996, Rybski 2002]. An-
ders verhélt es sich mit den téglichen Lufttemperaturen an diesen Plétzen. Sie zeigen ein
nahezu universelles Langzeitkorrelationsverhalten iiber mehrere Dekaden [Koscielny 1998a,
Eichner 2002, Eichner 2003, Bunde 2004b] mit einem mittleren v von 0.6540.03, unabh#ngig
von der geografischen Lage auf dem Festland (wie im folgenden Abschnitt noch gezeigt
wird). Ausnahmen bilden lediglich kleine Inseln (blau), welche aufgrund ihrer Lage eher
dem Korrelationsverhalten der Meeresoberflichentemperaturen aus (b) folgen. Dieses uni-
verselle Verhalten der Temperaturen hat einen praktischen Nutzen beim Testen von Klima-
modellen [Vjushin 2002, Govindan 2002, Vjushin 2004]. Zeigen die modellierten Daten kein
korrektes Langzeitkorrelationsverhalten, so sind die Aussagen und Prognosen, die man aus
diesen Modelldaten ableitet, insbesondere wenn es um die Beurteilung von Trends geht,
sehr eingeschrankt giiltig und fiir lang reichende Vorhersagen unbrauchbar. Dass die Ab-
flussreihen in 2.7(b) ein so ausgepriigtes Langzeitkorrelationsverhalten zeigen, die Nieder-
schldge in (c¢) jedoch nicht, ist vermutlich auf Reservoireffekte im Grundwasser und auf die
(teilweise) fraktalen Strukturen der Einzugsgebiete von Fliissen zuriickzufiihren (siche auch
[Mandelbrot 1969, Turcotte 1992, Rodriguez-Iturbe 1997]).

In den folgenden beiden Unterabschnitten werden Langzeitkorrelationsuntersuchungen an
téglichen Temperaturreihen von 72 australischen Klimastationen und 10 sibirischen und 10
nordamerikanischen tief im Inland liegenden Klimastationen exemplarisch diskutiert, un-
ter anderem auch, weil wir Schlussfolgerungen anderer Gruppen anzweifeln [Kiraly 2005,
Fraedrich 2003, Bunde 2004b]. Auerdem werden rekonstruierte und historische jahrliche Zeit-
reihen hydrometeorologischer Messgrofien vorgestellt, da diese in den kommenden Kapiteln
iiber Extremwertanalysen als praktische Beispiele Verwendung finden.

2.3.1 Téaglich gemessene Temperaturzeitreihen

Das vermutlich prominenteste Beispiel fiir natiirlich auftretende Langzeitkorrelationen fin-
det man in den Fluktuationen téglicher Temperaturdaten [Koscielny 1998a, Eichner 2003]. In

5Grob gesagt gehorchen grofe Fluktuationen einem anderen Skalengesetz als kleine Fluktuationen, Stark-
niederschléige folgen also einer anderen statistischen Gesetzméfigkeit als Nieselregen.
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Abbildung 2.8: Vier Beispiele der DFA-Untersuchungen australischer Temperaturreihen. In Melbour-
ne (a) ergibt die DFA2 (unterste rote Kurve) eine Steigung von « = 0.61 (gestrichelter Fit). In Sydney
(b) und Perth (c) ist der Wert etwas hoher, beide a = 0.67. Sydney zeigt in der DFAO (oberste Kurve)
einen leichten Trend, was vermutlich auf die Stadterwirmung zuriickzufiihren ist. Charleville (d) zeigt
eine deutlich stérkere Persistenz mit o = 0.74. Die unteren schwarzen Linie sind Hilfslinien mit den
Steigungen 0.5 (unkorreliert) und 0.65 (langzeitkorreliert).

der Untersuchung téglicher Fluktuationen ist der Saisonverlauf (Jahresgang) jedoch storend.
Die Saison s; in klimatischen Zeitreihen wird im Vorfeld ermittelt und von den Messgrofien
abgezogen. Dazu werden Mittelwerte aller Kalendertage gebildet, also beispielsweise ein mitt-
lerer 1. Januar, indem iiber alle zur Verfiigung stehenden 1. Januare gemittelt wird, dann ein
mittlerer 2. Januar und so weiter. Man erhélt einen mittleren Jahresgang s; mit

Na(i

)
1
> miponaes  mit i=1,2,..,365, (2.38)
i=1

Ni(i)

S; =

wobei Ng(1) die Anzahl der in der gesamten Reihe vorkommenden 1. Januare ist, N4(2) die
Anzahl aller 2. Januare und so weiter. Aufgrund der jahrlichen Periodizitét gilt per Definition

Si = Si+n-365 mit n € N. (239)

Nun wird von jedem Kalendertag der Messreihe der Wert des zugehorigen mittleren Kalen-
dertages abgezogen und man erhélt die saisonbereinigte Reihe der téglichen Temperaturen,
die weiterhin mit x; berzeichnet wird,

XTi =T — 8 mit i=1,2,...,N. (2.40)
In [Kiraly 2005] haben A. Kiraly und I. M. Janosi 61 australische Temperaturzeitreihen mit-

tels DFA analysiert. Sie finden im Fluktuationsverhalten eine Breitengradabhéngigkeit (Nord-
Siid-Gefille in den Fluktuationsexponenten), die dem in [Koscielny 1998a] und [Eichner 2003]
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Abbildung 2.9: Die geografischen Lagen der 72 australischen Klimastationen. Die meisten Klima-
stationen sind in der Ndhe von Stddten und die meisten Stéddte sind offensichtlich in Kiistennéhe.
Auffallend sind noch Thursday Island, die Insel ganz im Norden, und Tasmanien, die Inseln ganz im
Stiden. Das Inland ist sicherlich aufgrund der unwirtlich heissen klimatischen Verhéltnisse und daher
spérlichen Besiedelung kaum mit Klimastationen bestiickt.
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Abbildung 2.10: Histogramm der ermittelten a-Werte der 69 australischen Stationen, deren Fluk-
tuationsfunktion ein Skalenverhalten aufweist. 3 Stationen der urspriinglich 72 Datenséitze zeigen kein
verniinftiges Skalenverhalten, sodass kein Exponent bestimmbar ist. Die Einteilung in vier verschiedene

Klimaregionen erfolgte nach [Diercke 1996].
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Abbildung 2.11: a-Werte aus dem Histogramm 2.10 als Funktion der siidlichen Breite. (Thursday
Island und Tasmanien sind rot markiert.) Es ist keine ausgeprigte Nord-Siid-Abhéngigkeit der Expo-
nenten zu erkennen. Wiirde man die Station links unten (Cairns, o = 0.63) herausnehmen, wiirde sich
eine leichte Tendenz zeigen, die aber im Rahmen jeder Varianz liegt.

gefundenen universellen Verhalten widerspricht. Da mir ein noch groerer Datensatz (72 au-
stralische Temperaturzeitreihen vom National Climate Centre, Bureau of Meteorology, Au-
stralien [BoM]) zur Verfiigung stand, habe ich die Analyse von A. Kiraly und I. M. Janosi
wiederholt. Hier sollen kurz die Ergebnisse meiner DFA2-Analysen als ein Beispiel fiir Lang-
zeitkorrelationen in der Natur dargestellt werden.

In Abbildung 2.8 sind vier Beispiele von DFA-Kurven australischer Temperaturzeitreihen
dargestellt. Gezeigt sind die DFAO-, DFA1- und DFA2-Kurven (von oben nach unten). Die
durchgezogenen schwarzen Linie sind Hilfslinien mit den Steigungen 0.5 fiir unkorreliertes
Verhalten und 0.65 fiir das universelle Langzeitkorrelationsverhalten bei Temperaturreihen.
Sydney (b) und Perth (c) geben diese Steigung in ihrer DFA2 (gestrichelte Linien) recht
gut wieder (beide o = 0.67). Wéhrend Melbourne (a) eine etwas niedrigere Steigung (o =
0.61) aufweist, zeigt Charleville (d) eine stérkere Persistenz (o = 0.74). Auffillig ist ein
schwacher Trend in Form des leichten Aufwirtsknicks in der DFAQ bei Sydney (eventuell auf
die Stadterwdrmung zuriickzufiihren). Grofiwetterlagen (z. B. stabile Hochs) und Blocking-
Ereignisse [Charney 1979, Hupf 1998] fiithren zu starken Kurzzeitkorrelationen, sodass die
DFA auf kleinen Skalen bei allen Stationen einen stirkeren Anstieg aufweist, als dies bei
kiinstlich korrelierten Daten in Abbildung 2.5 der Fall ist.

Die Lagen aller 72 australischen Stationen sind in Abbildung 2.9 eingezeichnet. Das Histo-
gramm in Abbildung 2.10 zeigt die Ergebnisse der ermittelten a-Werte von 69 Stationen,
kategorisiert nach vier geografischen Zonen. Drei Stationen zeigen kein ausgeprigtes Ska-
lenverhalten, sodass dort kein Exponent zu bestimmen war. Der Peak des Histogramms ist
jedoch nicht so scharf ausgepréigt wie in Abbildung 2.7(d). Die a-Werte streuen trotzdem
recht dicht um « = 0.65 — 0.7. Einziger Ausreisser ist Thursday Islands, eine kleine Insel
im Norden Australiens, mit a = 0.81. Es ist aber bereits bekannt, dass Inseln #hnlich wie
Meeresoberflichentemperaturen aufgrund der hoheren Wirmekapazitit des Wassers stirkere
Persistenz zeigen [Monetti 2003]. Abbildung 2.11 zeigt die Exponenten « als Funktion der
slidlichen Breite. Es ist kein deutliches Nord-Siid-Gefille im Verhalten der Exponenten zu
erkennen.

In [Fraedrich 2003, Blender 2003] finden K. Fraedrich und R. Blender eine geografische Ab-
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Abbildung 2.12: DFA2 Kurven von 10 sibirischen und 10 nordamerikanischen Temperaturzeitreihen
mit ihren geschiitzten Absténden zur néchsten Kiiste. Die jeweils untersten Kurven (blau) stammen
von Kiistenstationen, die roten Kurven sind aus dem Inland. Die Fluktuationsfunktion wurde durch
595 dividiert, sodass eine Steigung von o = 0.5 einer waagrechten Linie entspricht. Die unterste Linie
hat eine Steigung von 0.15, was einem « = 0.65 entspricht. Die Stationen und ihre Reihenléngen sind:
Sibirien: 1. Urumchi (14600d), 2. Tomsk (43272d), 3. Atbasar (23298d), 4. Chita (36653d), 5. Olekminsk
(33493d), 6. Horog (29004d), 7. Swerdlowsk (42705d), 8. Surgut (35438d), 9. Jakutsk (39573d) und
10. Aleksandrowsk (35862d). USA: 1. Huron (20075d), 2. Academy (34643d), 3. Cheyenne (41900d),
4. Gothenburg (36261d), 5. Gunnison (34541d), 6. Spokane (20805d), 7. Winnemucca (41900d), 8.
Pendleton (38690d), 9. Tuscon (35405d) und 10. New York (38690d). Daten erhalten vom Potsdamer
Institut fiir Klimafolgenforschung [PIK]. Abbildung nach [Bunde 2004b].
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Abbildung 2.13: Skalenexponent « als Funktion des Abstands vom Meer derselben Stationen wie
in Abbildung 2.12. Die Abbildung zeigt eindeutig, dass das Korrelationsverhalten fiir innerkontinen-
tale Stationen nicht auf o = 0.5 abféllt und steht damit im Widerspruch zu einer Behauptung in
[Fraedrich 2003]. Das Langzeitkorrelationsverhalten mit o = 0.65 £ 0.03 ist auf dem Festland ein
universelles Verhalten. Abbildung nach [Bunde 2004b)].
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Abbildung 2.14: Historische Hochwiisser der Pegnitz bei Niirnberg, von R. Glaser [Glaser 2001] in
drei Kategorien eingeteilt. Man kann dieser Reihe ansehen, dass es offensichtlich Epochen (z. B. um
1700 herum) gab, in denen binnen weniger Jahre viele Hochwiisser eintraten. Ebenso sieht man in der
Reihe auch Phasen, in denen kaum Hochwésser notiert wurden (z. B. vor und nach 1400).

héngigkeit der Langzeitkorrelationen. Stationen, die weit im Inland liegen, zeigen ihrer Mei-
nung nach systematisch niedrigere Skalenexponenten a (sogar bis 0.5, also unkorreliert), als
solche in Kiistennidhe, wo sie ebenfalls & = 0.65 finden. Diese geografische Abhéangigkeit
kénnen wir in unseren Datensétzen nicht sehen [Eichner 2003, Bunde 2004b]. Abbildung 2.12
zeigt die DFA2-Kurven von 10 sibirischen und 10 nordamerikanischen Klimastationen zusam-
men mit ihren gerundeten Abstdnden zum néchsten Kiistenstreifen. Die roten Kurven stehen
fiir Inland-Stationen, die weit von der Kiiste entfernt sind. Die blauen Kurven représentieren
zwei Kiistenstationen, die & = 0.6 bzw 0.66 zeigen. Das Skalenverhalten wird fiir groe Skalen
bei fast allen Reihen schlechter, was auf die mangelnde Statistik in diesen Skalenbereichen
zuriickzufiihren ist. In Abbildung 2.13 sind die a-Werte als Funktion des Kiistenabstands
gezeigt. Man sieht hier deutlich, dass es keine systematischen, geografisch bestimmbaren Ab-
weichungen vom mittleren Wert o = 0.65 gibt. Die Fluktuationen um diesen Wert erscheinen
eher zufillig. Die von K. Fraedrich und R. Blender verwendete sibirsche Temperaturreihe
stand uns leider nicht zur Verfiigung. Trotzdem meinen wir, mit unseren Analysen eine geo-
grafische Abhéngigkeit von « ausschlieen zu kénnen und den universellen Charakter von
a = 0.65 £ 0.03 fiir das Festland zu untermauern [Bunde 2004b].

2.3.2 Rekonstruierte und historische Zeitreihen

Um saisonale Effekte zu vermeiden, die insbesondere bei Abflusszeitreihen sehr unterschied-
lich ausfallen, sodass sie nicht so einfach zu bereinigen sind wie es bei Temperaturzeitreihen
der Fall ist, verwendet man in der angewandten Extremwertstatistik meist Jahresdaten. Da
die Statistik gemessener Reihen mit zufriedenstellender Qualitét oft nur wenige Jahrzehnte
zuriickreicht, greift man auf rekonstruierte, modellierte und historische Daten zuriick. Die
Rekonstruktion liefert dabei meist Jahresextrema oder Jahresmittelwerte, je nach Messgrofie
und Rekonstruktionsmethode. Historische und auch viele rekonstruierte Zeitreihen haben au-
Berdem den Vorteil, anthropogene Einfliisse wie zum Beispiel den Treibhauseffekt, Flussbegra-
digungen oder Staustufen auszuschliefen. Daher sind Trends in diesen Reihen unwahrschein-
licher und Korrelationen kommen deutlicher zum Tragen.

Methoden der Rekonstruktion von Niederschlags-, Abfluss- und auch Temperaturzeitreihen
findet man u. a. in [Jones 1998, Briffa 2000, Esper 2002, Noren 2002, Soon 2003, Moberg 2005]
und in den dortigen Referenzen. Drei Methoden seien hier kurz erwihnt. Uber die Dicke von
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Baumringen kann man auf die Feuchtigkeit eines Jahres Riickschliisse ziehen und so An-
gaben iiber den Jahresniederschlag machen. Aus Sedimenten lassen sich Riickschliisse auf
Hochwisser und Niedrigwisser ziehen. Lufteinschliisse in Eisbohrkernen liefern Information
iiber atmosphérische Zusammensetzungen. Meistens basieren rekonstruierte hydrometeorolo-
gische Zeitreihen auf Kombinationen verschiedener Rekonstruktionsmethoden.

Historische Zeitreihen bestehen (sofern keine richtige Buchfiihrung exisitiert) meist aus ex-
tremen Wetterereignissen und Katastrophen [Pfister 1999, Glaser 2001, Christensen 2002,
Glaser 2003, Jacobeit 2003, Mudelsee 2003, Mudelsee 2004], da es Ereignisse sein mussten,
die sozusagen erwdhnenswert waren, wie zum Beispiel Uberflutungen. Teilweise wird auch
auf indirekte Informationen zuriickgegriffen. So kann man aus Hungersnéten oft auf ein
sehr trockenes Jahr schlieBen. Abbildung 2.14 zeigt die historische Zeitreihe der Pegnitz
bei Niirnberg, wie sie in [Glaser 2001] zu finden ist. Man kann an dieser Reihe bereits er-
kennen, dass es ganz offensichtlich Epochen geh#dufter Hochwisser und ebenso Epochen mit
geringen Hochwéssern gab. Korrelationsanalysen ergeben fiir diese Reihe einen a-Wert von
o = 0.63 £ 0.05.

Um meine numerischen Resultate zur Statistik der Wiederkehrintervalle (Kapitel 3) und der
Maximastatistik (Kapitel 4) mit Beispielen echter Daten (in diesem Fall rekonstruierte und
historische Datensétze) zu untermauern, standen mir folgende fiinf Zeitreihen zur Vefiigung.
Sie sind in Abbildung 2.15 zusammen mit ihren Histogrammen dargestellt. Die a-Werte kann
man Abbildung 2.16 entnehmen.

e Rekonstruierte Abflussreihe des Sacramento River (USA) iiber 1109 Jahre [Meko 2001].
Der Fluktuationsexponent der DFA-Analyse liefert o = 0.6, was iiber v = 2 — 2« einem
Korrelationsexponenten v = 0.8 entspricht.

e Rekonstruierte Temperaturreihe der Baffin Island (CA) iiber 1241 Jahre [Moore 2001]
mit a = 0.73 (y = 0.55).

e Rekonstruierte Jahresniederschlagsreihe von New Mexico (USA) iiber 2129 Jahre
[Grissino-Meyer 1996] mit o = 0.8 (y = 0.4).

e Historische Niedrigwasserstinde des Nil bei Roda nahe Kairo (EGY) tiber 663 Jahre
[Tousson 1925, Beran 1994, Whitcher 2002] mit o = 0.85 (y = 0.3).

o Rekonstruierte Temperaturreihe der nérdlichen Hemisphire nach M. E. Mann
[Mann 1999] iiber 981 Jahre mit v = 0.95 (y = 0.1).

Die Zeitreihen Baffin, Sacramento und New Mexico werden von der NOA A Paleoclimatological
Data Bank [NOAA]| verwaltet und sind unter http://www.ngdc.noaa.gov/paleo/recons.html
in Internet zugénglich. Die Mann-Reihe der nordlichen Hemisphére, die in letzter Zeit auch
als “Hockey-Schliager” Kurve bekannt wurde, da in ihr die Erderwédrmung der letzten Dekaden
im Verhéltnis recht stark ausfillt, kann man ebenfalls dort {iber das Internet bekommen. Die
historische Nil-Reihe, die schon R. E. Hurst zur Planung des Assuan-Staudamms verwendete
[Hurst 1951, Feder 1988], gibt es unter http://sunsite.univie.ac.at/statlib/S/beran. Zu den
hier verwendeten historischen und rekonstruierten Reihen findet man weitere Angaben im
Netz bei den oben genannten URLs und in den dortigen Literaturhinweisen.
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Abbildung 2.15: Fiinf rekonstruierte und historische Jahresdatenreihen, links die Reihe, rechts das
zugehorige Histogramm der Messwerte. Die Angaben zu den Reihen Sacramento (a), Baffin Island
(b), New Mexico (c), Nil (d) und Mann-Reihe (e) befinden sich im Text. Rekonstruktionen von
Niederschlags-, Abfluss- und Temperaturreihen erfolgen u. a. iiber Baumringe, Sedimente und Eis-
bohrkerne. Man kann am Erscheinungsbild der Messreihen (linke Spalte) schon erahnen, dass die

Korrelationen von oben nach unten zunehmen.



2.4. ERZEUGUNG LANGZEITKORRELIERTER DATENSATZE 25

Sacramento
run—offs

temperature
7 New Mexico
precipitation
Nile
water levels
Mann
north. hem. temp.

s [years]

Abbildung 2.16: Die Abbildung zeigt die Fluktationskurven F(s) der DFA2-Analyse historischer und
rekonstruierter Jahresdaten mit den daraus ermittelten a-Werten. Angaben zu den Reihen (Sacramen-
to ¢, Baffin Island A, New Mexico Vv, Nil O und Mann-Reihe o) befinden sich im Text. Alle Reihen
zeigen langzeitkorreliertes Verhalten, welches in doppellogarithmischer Auftragung in Form einer Ge-
raden mit Steigung « erscheint. Die Auftragung von F(s) ist in beliebigen Einheiten (arb. units =
arbitrary units), da nur die Steigungen « der Kurven von Bedeutung sind. Sie sind iiber a« = 1 — /2
mit dem Korrelationsexponenten « verkniipft. Abbildung nach Bunde05.

Dass es sich bei diesen Reihen um langzeitkorrelierte Reihen handelt, zeigt die DFA-Unter-
suchung in Abbildung 2.16. Es wurde die oben erkliarte DFA2 auf die Datenséitze angewendet.
Die schwarzen durchgezogenen Linien zeigen die asymptotischen Fits. Ihr potenzgesetzarti-
ger Anstieg (Skalenverhalten) ist ein Indikator fiir Langzeitkorrelationen. Die Steigungen der
Kurven liegen alle iiber 0.5, dem a-Wert fiir unkorreliertes Verhalten.

2.4 Erzeugung langzeitkorrelierter Datensétze

Viele statistische Eigenschaften kommen erst bei sehr groflen Stichprobenumfingen bzw. Rei-
henléingen zum Vorschein. Insbesondere gilt dies fiir Langzeitkorrelationen. Jedoch sind genau
die interessierenden Eigenschaften in echten Datensétzen oft mit anderen Eigenschaften (z.
B. Trends) iiberlagert. Um den reinen Korrelationseffekt studieren zu kénnen, ist es notwen-
dig, Datensitze zur Verfiigung zu haben, deren statistische Eigenschaften (Verteilungsfunkti-
on, Korrelationsstruktur, Trendverhalten, etc.) man exakt kennt, und deren Datensatzléngen
man auflerdem beliebig regeln kann.

In meinem Fall sind Datensétze mit bekannter Korrelationsfunktion notwendig. Zur Erzeu-
gung von langzeitkorrelierten Zufallszahlen stehen verschiedene Methoden zur Verfiigung. Ei-
ne sehr bewihrte ist die Fourier-Filtering Methode [Mandelbrot 1971, Saupe 1988, Peng 1991,
Prakash 1992, Makse 1996]. Sie ist jedoch auf Gauss-verteilte Zufallszahlen beschrinkt. Eine
Erweiterung auf langzeitkorrelierte Zufallszahlen mit faktisch beliebiger Verteilungsfunktion
ist ein Iterationsverfahren von T. Schreiber und A. Schmitz [Schreiber 1996, Schreiber 2000,
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Theiler 1992] (hier Schreiber-Verfahren genannt), welches aber auf die Fourier-Filtering Me-
thode zuriickgreift. Beide werden in den folgenden Unterabschnitten erklért. Methoden wie
das FARIMA-Modell (Fractional Auto-Regressive Integrated Moving Average) [Brockwell 1996,
Cohn 2005] oder das Klemes-Modell [Klemes 1974] wurden in den hier dargestellten Analysen
nicht verwendet. FARIMA-Modelle werden hiufig zur Simulation echter Datenreihen verwen-
det, da sie viele Parameter bieten, mit denen man die statistischen Eigenschaften steuern
kann. Die Fourier-Filtering Methode hingegen erlaubt es, mit nur einem Paramter (3 bzw. )
die fiir uns wichtigen Korrelationseigenschaften zu erzeugen.

2.4.1 Fourier-Filtering Methode

Die Fourier-Filtering Methode (FFM) zur Erzeugung langzeitkorrelierter Zufallszahlen ba-
siert, wie der Name verrit, auf der Fourier-Transformation und dem Power-Spektrum (siehe
Kapitel 2.2.2) [Mandelbrot 1971, Saupe 1988, Prakash 1992, Makse 1996, Press 1997]. Ein Si-
gnal oder eine Zeitreihe (z;) mit den beiden Koordinaten x (Ort) und ¢ (Zeit) wird durch die
diskrete Fourier-Transformation [Brockwell 1996, Press 1997] in ein Signal mit den Koordi-
naten F' (Amplitude) und 27 f /N (Frequenz) bzw. f umgeformt (siehe Gl. (2.17)),

F(f) = 1 S s
(f) \/Nzx]e
j=1

Das Produkt der Fourier- Transformierten mit ihrer komplex-konjugierten, P(f) = F(f)F*(f)
bezeichnet man als Frequenz-Spektrum oder Power-Spektrum. Handelt es sich um ein unkor-
reliertes Signal (“White Noise”), so zeigt das Spektrum keine chrakteristische f-Abhéngigkeit
und P(f) in Gleichung (2.18) ist ein Plateau im Frequenzraum (siehe langwelliger Bereich
in Abbildung 2.3(a)). Langzeitkorrelierte Signale zeigen in P(f) einen Potenzgesetzverlauf
(siche Abbildung 2.3b)), d. h. P(f) ~ fPmit0< <1 (y=1-p).

Da die diskrete Fourier-Transformation eine eineindeutige Abbildung des Signals vom Orts-
raum in den Frequenzraum ist, gibt es zu dieser Abbildung auch eine Umkehrfunktion, die
Riicktransformation [Brockwell 1996, Press 1997,

1 N 2mi g
_ F(fen 17, )
= }; (f)e (2.41)

Nun kann man ein stationéres, unkorreliertes Signal oder eine stationére, unkorrelierte Reihe
von Zufallszahlen Fourier-transformieren und das Spektrum P(f) mit dem eines langzeit-
korrelierten Signals Ppey(f) ~ f~7 mit gewiinschtem f8 ersetzen, indem man die Fourier-

Transformierte F'(f) mit /Ppey(f) durchmultipliziert,

Fneu(f) = F(f) Pneu(f) fﬁr f = 17 27 "'7N' (242>

Die Riicktransformation liefert nun Gauss-verteilte langzeitkorrelierte Zufallswerte. Abbil-
dung 2.17 skizziert noch einmal die Vorgehensweise in der FFM. Dass dies nur fiir Gauss-
verteilte Zufallszahlen gilt, lisst sich an Gleichung (2.17) daran motivieren, dass sie eine ge-
wichtete Summe der Signal-Werte x; darstellt und daher nach dem Zentralen Grenzwertsatz
[Sachs 1974, Papoulis 1984] die Amplituden F(f) wieder einer Gauss-Verteilung gehorchen.
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Abbildung 2.17: Skizze der Vorgehensweise in der Fourier-Filtering Methode: 1. Man erzeugt sich
unkorrelierte (Gauss-verteilte) Zufallszahlen. 2. Das Frequenzspektrum P(f) ergibt dann ein Plateau.
3. Das Plateau wird durch ein Potenzgesetz-artig abfallendes Spektrum mit Exponent 3 ersetzt. Dies
kann durch Multiplikation des plateaufésrmigen P(f) mit einem Potenzgesetz der Form f~# geschehen.
4. Die Riicktransformation liefert Gauss-verteilte langzeitkorrelierter Daten mit v =1 — .

Dasselbe gilt nun auch fiir die Riicktransformation in Gleichung (2.41). Waren die urspriing-
lichen Daten x; nun nicht Gauss-verteilt, so miissen nach dem Zentralen Grenzwertsatz die
riicktransformierten Daten einer (annéhernden) Gauss-Verteilung gehorchen. Die Methode
der Fourier-Transformation und Riicktransformation eignet sich also nur zur Erzeugung lang-
reichweitig korrelierter Gauss-verteilter Zufallszahlen.

Ein Nachteil dieser Methode ist, dass effektiv nur ein kleiner Bruchteil (< 1%) des gesamten
Datensatzes zufriedenstellend langzeitkorreliert ist [Peng 1991, Prakash 1992]. Das heisst, die
Autokorrelationsfunktion bricht ihr Potenzgesetzverhalten ab einer gewissen Skala s ab (cu-
toff). H. Makse et al. schlagen in [Makse 1996] deswegen eine Modifikation der FFM vor, die
die gesamte Reihe langzeitkorreliert erscheinen liasst. Dabei wird zuerst die Autokorrelations-
funktion fiir Langzeitkorrelationen C(s) ~ s~7 durch einen Ausdruck ersetzt, der auch bei
s = 0 definiert ist, aber fiir grofie s dasselbe Verhalten zeigt,

C(s) := (1 +s%)7/2, (2.43)

Dieser neue Ausdruck fiir Langzeitkorrelationen wird nun auf einem Interval [-N/2, ..., N/2]
definiert und es werden periodische Randbedingungen C(s) = C(s + N) eingefiihrt. Mak-
se et al. bestimmen analytisch das zugehorige Fourier-Spektrum P, (f) fir Gl. (2.42). Das
neue Spektrum hat dasselbe asymptotische Verhalten fiir kleine Frequenzen f (d. h. lange
Wellenléngen), aber einen abrupten cutoff bei groen Frequenzen (d. h. kurze Wellenléngen)
[Makse 1996]. Dieser cutoff verhindert Aliasing-Fehler und dadurch den cutoffin den Autokor-
relationen nach der Riicktransformation [Makse 1996, Press 1997]. Fiir die Praxis empfehlen
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Abbildung 2.18: Ablauf der einzelnen Iterationsschritte des Schreiber-Verfahrens zur Erzeugung lang-
zeitkorrelierter Zuffallszahlen mit vorgegebener Verteilungsfunktion. (0.) Man erzeugt zunéchst ein
Referenzspektrum Pr.;(f) ~ f~7 aus langzeitkorrelierten Gauss-Zahlen (z. B. mittels der FFM).
AuBlerdem erzeugt man unkorrelierte Zufallszahlen (z;) mit der gewiinschten Verteilungsdichte P(z),
ordnet diese der Grofe nach und erhélt eine Referenzreihe (z7°/). (1.1) Als niichstes nimmt man
die unkorrelierte Reihe (x;), Fourier-transformiert diese und bestimmt das Spektrum P(f). Dieses
Spektrum wird im Schritt (1.2) durch P.s(f) ausgetauscht, indem Fye, (f) = F(f)\/Pres(f)/P(f)
gebildet wird. Die neue Fourier-Transformierte wird in (1.3) riicktransformiert. Die so erhaltene Reihe
(") besitzt das Referenzspektrum, hat aber jedoch nicht die gewiinschte Verteilungsdichte P(x).
Diese wird in (1.4) wieder hergestellt, indem mittels rank ordering die Werte von (z¢*) der Grofle
nach mit den Werten von (x:ef ) ausgetauscht werden. Die neu erhaltene Reihe (wieder (z;) genannt)
hat die gewiinschte Verteilungsdichte P(z), aber das Spektrum P(f) ist aufgrund des Werteaustauschs
wieder etwas verfilscht worden. Wiederholt man mit dieser neuen Reihe (x;) die Schritte 1.1 bis 1.4,
néhert sich das Spektrum dem Referenzspektrum an. Man kann diese Prozedur nun so oft durchfiithren

(n.), bis das Spektrum der neuen Reihe (z;) die gewiinschte Qualitét hat, und dann abbrechen.

Makse et al. die Fast-Fourier-Transformation [Press 1997], um die erw#hnten Schritte nume-
risch durchzufiihren. Die periodischen Randbedingungen verursachen dieselbe Periodizitét in
den erzeugten langzeitkorrelierten Daten. Um Reihen mit offenen Randbedingungen zu er-
zeugen, empfiehlt es sich eine langzeitkorrelierte Reihe mit doppelter Léange 2N zu generieren
und in der Mitte bei N zu unterteilen.

2.4.2 Iterative Methode zur Erhaltung der Ausgangsverteilung (Schreiber-
Verfahren)

Wie bereits erwahnt, hat die Fourier-Filtering Methode zur Erzeugung langzeitkorrelierter
Zufallszahlen den Nachteil, dass sie nur Gauss-verteilte Zufallszahlen produzieren kann. Ein
Verfahren, mit dem man korrelierte Zufallszahlen beliebiger Ausgangsverteilung und sogar
mit beliebigem Power-Spektrum erzeugen kann, ist das iterative Verfahren von T. Schreiber
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und A. Schmitz [Schreiber 1996, Schreiber 2000], auch Schreiber-Test oder Improved Surrogate
Data Test genannt. Es basiert auf einer iterativen Fourier-Filtering Methode, die in jedem Ite-
rationsschritt abwechselnd im Ortsraum mittels Rangordnung (rank ordering) die Verteilung
der Daten korrigiert und im Frequenzraum das Frequenzspektrum anpasst. Ich habe in meiner
Arbeit dieses Verfahren verwendet, um zusétzlich zu den Gauss-verteilten Zufallszahlen auch
exponentiell verteilte, Log-Normal-verteilte und Potenzgesetz-verteilte langzeitkorrelierte Zu-
fallszahlen zu erhalten.

Zuerst erzeugt man sich eine Reihe Gauss-verteilter Zufallszahlen der Lénge N. Diese wer-
den mittels der Fourier-Filtering Methode (Kapitel 2.4.1) zu einem beliebigen vorgegebenen
v langzeitkorreliert. Das aus der Fourier-Transformierten erhaltene Power-Spektrum wird als
Referenzspektrum P r(f) gespeichert. Als néichstes erzeugt man sich eine gleichlange Reihe
(x;) unkorrelierter Zufallszahlen mit der gewiinschten Verteilung, z. B. der Exponentialvertei-
lung. Diese Reihe wird mittels eines Sortieralgorithmus, z. B. dem Quicksort-Algorithmus
[Knuth 1997], der Gréfle nach sortiert (oft als Rangordnung oder rank ordering bezeich-
net) und als Referenzreihe (xgef ) abgespeichert. Man hat nun ein Referenzspektrum fiir die
gewiinschten Korrelationen und eine geordnete Referenzreihe mit der gewiinschten Verteilung.

Mittels Gl. (2.17) erzeugt man aus der Reihe (z;) die Fourier-Transformierte F'(f) und be-
stimmt das Power-Spektrum P(f). Dieses Spektrum ist plateauférmig, da die Reihe unkorre-
liert ist. Nun wird das Spektrum gegen das Referenzspektrum ausgetauscht, indem

Foealf) = F(f)i%{;{) ~ O (2.44)

fiir alle Frequenzen f gebildet wird. Diese neue Fourier-Transformierte wird nun mittels Gl
(2.41) riicktransformiert. Die so erhaltene Reihe (2]°") hat das gewiinschte Spektrum, ist

aber aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes eher wieder Gauss-formig verteilt.

Um die gewiinschte Verteilung wieder herzustellen, miissen die z"“-Werte gegen die x"¢/-
Werte ausgetauscht werden. An die Position des grofiten Wertes der "% kommt der grofite
Wert der z7¢/| an die Position des zweitgroften Wertes der 2% kommt der zweitgrofite Wert
der z"¢/ und so weiter”. Mit der so erhaltenen Reihe kann die Reihe der (x;) iiberschrieben
werden. Sie hat nun die gewiinschte Verteilung und ist auch deutlich korreliert. Aber aufgrund
des Austauschs ist die Potenzgesetz-formige Korrelationsstruktur wieder etwas abgeschwiéicht
worden.

Der Iterationsprozess schreibt nun vor, dass diese neue Reihe (x;) wieder Fourier-transformiert
wird und die Schritte des Spekrtumaustauschs, der Riicktransformation und des Werteaus-
tauschs wiederholt werden. Abbildung 2.19 beschreibt in einem Diagramm noch einmal die
einzelnen Schritte, die in einer Iteration durchgefiihrt werden. Die Reihe (z;), die man durch
die zweite Iteration gewinnt, folgt wieder der gewiinschten Verteilung (sie besteht ja exakt
aus denselben z"¢f-Werten), aber ihre Langzeitkorrelationen sind vermutlich immer noch et-
was schwécher durch den erneuten Austausch. Dieser Iterationsprozess konvergiert nicht im
strengen Sinne, da die Reihen ja endlich sind. Jedoch fiihrt er zu einem Punkt, ab dem jede
weitere Iteration keine Umordnung mehr bewirkt, was bedeutet, dass das Power-Spektrum
der erzeugten Reihe maximal dicht am Referenzspektum liegt.

"Hierzu empfiehlt es sich, die Reihe (27“") ebenfalls mittels dem Quicksort-Algorithmus zu ordnen und die

urpsiinglichen Positionen zuvor in einer Indexreihe (I;) zu speichern.



30 KAPITEL 2. LANGZEITKORRELATIONEN IN DER ZEITREIHENANALYSE

. | 'b) 4 0.15
05 r i ]
| | ‘ ’ )
S o OQ
2 e o :
O 037 | I
' 4 0.09
o DFA1
0.1 ‘ ‘ ‘ ‘ . " O
10" 10° 10° 10° 10 © *
. S

Abbildung 2.19: Qualitéitstest der mittels dem Schreiber-Verfahren erzeugten langzeitkorrelierten
Daten. Abbildung (a) zeigt die Autokorrelationsfunktion C(s) dividiert durch s(=°4 von exponentiell
verteilten Zufallszahlen nach 1 Iteration (rote Kreise), 10 Iterationen (blaue Quadrate) und 100 Itera-
tionen (griine Dreiecke) zusammen mit C'(s) von Gauss-verteilten Daten (schwarze Rauten). In dieser
Auftragung sollten perfekt korrelierte Daten ein Plateau bilden (druchgezogene schwarze Linie). Der
Unterschied zwischen C(s) der Gauss-Zahlen und den iteriert erzeugten exponentiell verteilten Zahlen
wird fiir 1000 Iterationen nicht mehr besser, da das Iterationsverfahren nach der Zusammenstellung
der neuen Reihe die Korrelationen wieder leicht verfilscht. Die Abweichungen vom Plateau sind aber
in dieser Auftragung als sehr gering einzuschétzen. Selbst die Gauss-Zahlen zeigen hier Abweichun-
gen. Abbildung b) zeigt DFA1-Ergebnisse fiir dieselben Daten wie in (a) (Farben wie in (a)). Die
DFA1-Kurve F(s) wurde durch s® dividiert, sodass auch hier die Abweichungen von einem Plateau-
formigen Verlauf ein Qualitatskriterium bilden. Die schwarze Kurve ist die DFA1 der Gauss-verteilten
Referenz-Daten. Man sieht, dass nach 1 Iteration (rot) die Abweichungen auf allen Skalen noch recht
grof sind. Nach 10 Iterationen (blau) und 100 Iterationen sind die Abweichungen nur noch auf ganz
groflen Skalen deutlich. Auch hier kann man nach 1000 Iterationen mit dem Auge keine Verbesserung
zu 100 Iterationen ausmachen. Da die Langzeitkorrelationsbestimmung mittels DFA einer gewissen
Ungenauigkeit unterworfen ist, ist die Qualitdt nach 1000 Iterationen absolut ausreichend.

Fiir meine Untersuchungen habe ich sehr lange Datenreihen erzeugt (N = 22! ~ 2 . 109),
sodass aufgrund der mit N log(/V) ansteigenden Rechendauer der Zeitpunkt, ab dem keine
Umordnung mehr stattfindet, nicht abgewartet werden konnte. Hinzu kommt, dass die ersten
5-10 Schritte den erheblichsten Teil zur Konvergenz des Korrelationspektrums beitragen und
sich danach die Konvergenz drastisch verlangsamt. Bei den Ergebnissen in Kapitel 3 und
4 habe ich mich auf 1000 Iterationsschritte pro Reihe beschriankt. Abbildung 2.19 zeigt am
Beispiel einer langen Datenreihe den Vergleich von DFA- und Autokorrelationsuntersuchungen
mit unterschiedlicher Iterationszahl. Ab ca. 100 Iterationen sind auf den uns interessierenden
Skalen mit bloflem Auge keine Verbesserungen mehr zu erkennen. In der Praxis rdumt man
dem Skalenexponenten der DFA im Mittel einen Fehler von +0.02 zu, was man mit dem Auge
noch erkennen kann.



Kapitel 3

Extremwertstatistik 1I:
Wiederkehrintervalle

Die Extremwertstatistik hat viele Facetten. Die beiden Schwerpunkte aber bilden die Statistik
der Maxima und die Statistik der Wiederkehrintervalle. Wihrend es in der Statistik der Maxi-
ma um die Werte extremer Ereignisse geht, behandelt die Statistik der Wiederkehrintervalle,
salopp formuliert, die Zeitpunkte des Auftretens extremer Ereignisse. Oder, um es praxisbe-
zogener zu formulieren, wihrend sich die Statistik der Maxima damit befasst, wie heftig eine
Katastrophe (z. B. Magnitude eines Erdbebens, Pegelstand einer Flut, Rekordtemperatur,
etc.) ausfillt, versucht die Statistik der Wiederkehrintervalle dariiber Aussagen zu treffen,
wann eine Katastrophe eintritt oder wie lange sie andauert.

Da ich mich in meiner Promotion chronologisch zuerst mit der Statistik der Wiederkehrin-
tervalle befasst habe, mochte ich auch in dieser Arbeit mit diesem Kapitel beginnen. Die
folgenden Unterkapitel beschreiben zunéchst die klassische Statistik der Wiederkehrzeiten,
das heifit Wiederkehrintervalle in unkorrelierten Systemen, bevor ich dann die Eregbnisse
meiner Arbeit zur Statistik in langzeitkorrelierten Systemen darstellen werde.

3.1 Klassische Theorie der Wiederkehrintervalle

Die klassische Theorie der Wiederkehrintervalle ist auch unter dem Namen Poisson-Statistik
bekannt [Possion 1837, Haight 1967, Vazquez 2006]. Sie gilt jedoch nur fiir unkorrelierte Sy-
steme. S.-D. Poisson hatte urspriinglich seine Konzepte der Wahrscheinlichkeitstheorie in
der Justizverwaltung eingesetzt [Possion 1837]. Heute findet sie Anwendung in Verkehrsmo-
dellen, der Unfallstatistik und auch in vielen sozialwissenschaftlichen Fragestellungen und
hat sich als kommerziell niitzlich erwiesen in der Mobilkommunikation, bei Bestandskontrol-
len und auch bei vielen versicherungstechnischen Fragestellungen [Haight 1967, Greene 1997,
Anderson 2003]. In den folgenden drei Abschnitten werden die Grundlagen der Poisson Stati-
stik fiir unkorrelierte Systeme erklért. Dabei wird zunéchst definiert, was ein Wiederkehrinter-
vallist (auch Wiederkehrzeit genannt). Danach wird der analytische Zusammenhang zwischen
Quantilen und Wiederkehrperioden hergeleitet, bevor es schlieflich um die Verteilungsfunktion
(Poisson-Verteilung) der Wiederkehrzeiten geht.

31
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Abbildung 3.1: Definition von Wiederkehrintervallen: Alle Werte einer Zeitreihe (x;), die eine vorge-
geben Schranke ¢ (Quantil) iiberschreiten, werden als Extremwerte betrachtet und definieren Anfangs-
und Endpunkt eines Wiederkehrintervalls . Je groer der g-Wert, desto grofer sind auch die r-Werte.

3.1.1 Definition von Wiederkehrintervallen und Quantilen

In Worten ist ein Wiederkehrintervall bzw. eine Wiederkehrzeit die Dauer zwischen zwei auf-
einander folgenden Ereignissen, die eine gemeinsame Eigenschaft haben. Solche Eigenschaften
konnen das Uberschreiten oder Unterschreiten eines vorgegebenen Schwellwertes sein, oder
ein mehrfaches Uberschreiten einer Schwelle in einem bestimmten Zeitraum, oder sonst ir-
gendein Kriterium, das man den Ereignissen in einer Zeitreihe zuordnen kann [Naess 1998,
Sornette 1997, Shiau 2003, Ehrhardt 2004, Bunde 2005, Altmann 2005, Livina 2005]. In die-
ser Arbeit beschriinke ich mich auf das Uberschreiten einer Schwelle [Bunde 2003, Bunde 2004a,
Bunde 2004d, Bunde 2005, Eichner 2006b]. Diese Form der Extremwertstatistik wird auch
als POT-Methode bezeichnet (aus dem Englischen, Peaks Over Threshold) [Leadbetter 1983,
Smith 1989, Davison 1990, Galambos 1994, Embrechts 1997]. Wie wir im iibernéichsten Ab-
schnitt sehen werden, folgen die Wiederkehrintervalle der POT-Methode auf unkorrelierten
Systemen der Poisson-Statistik.

Gegeben ist also eine Messreihe (7)Y | der Linge N. Ein Wiederkehrintervall wird definiert
als die Zeitdauer r zwischen zwei Ereignissen x; und x;,, die beide iiber einem Schwellwert
q liegen (also z; > ¢ und x;4, > q), wobei dazwischen kein Ereignis iiber ¢ liegen darf (also
xip; < ¢ fir 0 < j < r). Abbildung 3.1 veranschaulicht die Definition fiir drei verschiedene
g-Werte. Die Wiederkehrzeiten r werden im Mittel ldnger, je grofier ¢ gewihlt wird. Ebenso
nimmt die Anzahl N, der Wiederkehrzeiten r; , j = 1,2, ..., N, die aus einer Reihe der Lénge
N bei gegebenem ¢ bestimmt werden kénnen, mit anwachsendem ¢ ab.

Der Schwellwert ¢ trigt oft den Namen Quantil [Gumbel 1958, Sachs 1974, Galambos 1994],
da er bestimmt, welcher Anteil (Quantum) der Verteilungsdichtefunktion P(x) (siche Kapitel
2.1) dariiber bzw. darunter liegt. So wére ein 5%-Quantil der g-Wert, der eben nur von 5% aller
x-Werte einer Verteilung oder einer Messreihe iiberschritten wird. Oft ist die Definition auch
umgekehrt, so dass dies einem 95%-Quantil entsprechen wiirde. In dieser Arbeit verwende
ich die erste Variante. Abbildung 3.2 veranschaulicht den Zusammenhang zwischen Quantil
und Verteilungsfunktion. Das 5%-Quantil einer Gauss-Verteilung hat einen anderen g-Wert
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Abbildung 3.2: Definition von Quantilen: Jeder Messwert () ist Element einer (oft unbekannten)
Verteilungsdichtefunktion P(z). Die Abbildung zeigt eine normierte Gauss-Verteilung mit Mittelwert
0 und Varianz 1. Alle Werte, die nun grofler als eine vorgegebene Schranke ¢ (Quantil) sind, werden
als Extrema betrachtet.

als das 5%-Quantil einer anderen Verteilung, z. B. einer Exponentialverteilung.

3.1.2 Wiederkehrperioden bei verschiedenen Verteilungsfunktionen

Das Quantil ¢ steht in einem direkten, aber von Verteilung zu Verteilung unterschiedlichen
Zusammenhang mit dem Erwartungswert R, der Wiederkehrzeiten,

1 [e o]
R, ::/q P(z)dx, (3.1)

auch genannt Wiederkehrperiode [Smith 1989, Galambos 1994], und gibt die Wahrscheinlich-
keit p = 1/R, an, dass ein Ereignis grofler ¢ eintritt. Ist dagegen die normierte Verteilungs-
dichtefunktion P(x) nicht vollstéindig bekannt, so verwendet man als numerische Schitzung
fiir den Erwartungswert der Wiederkehrperiode das arithmetische Mittel aller N, Intervalle,
basierend auf einer Messreihe der Linge N,

1 &
Ry =+ ;rj. (3.2)

Aus Konsistenzgriinden gilt, sofern keine periodischen Randbedingungen angenommen wer-
den,

Ny
N>> rj=NR, (3.3)
7j=1

Ist die Stammfunktion von P(z) bekannt, kann man den Wert von R, fiir ein vorgegebenes
q durch Gl. (3.1) berechnen. Oft wird in der Fragestellung aber der R,-Wert vorgegeben (z.
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Abbildung 3.3: Skizzen der vier Verteilungsfunktionen, auf denen die kiinstlichen Daten fiir meine
Analysen basieren. Abbildung (a) Gauss-Verteilung mit Mittelwert (z) = 0 und Standardabweichung
o = 1, (b) Exponentialverteilung mit (x) = 1 und o, = 1, (c) Potenzgesetz-Verteilung mit (x) = 3.357
und o, =1 und (d) Log-Normal-Verteilung mit () = 0.763 und o, = 1.

B. hundertjihriges Hochwasser) und man mdochte den zughorigen Schwellwert ¢ (z. B. den
entsprechenden Pegelstand eines Jahrhunderthochwassers) bestimmen.

Fiir zwei der vier einfachen aber in der Natur recht hdufig verbreiteten Verteilungsfunktionen
(siehe Abbildung 3.3), auf denen die kiinstlichen Daten fiir meine Analysen basieren, sei hier
kurz der Zusammenhang hergeleitet. Alle Verteilungen sind auf Varianz o2 = 1 normiert.

¢ Exponentiell verteilte Daten

1
P(zx) = X exp(—z/A), r €RT (3.4)

1 1
= / X exp(—x/A)dx = exp(—q/\) (3.5)

q q
R, = exp(q/N) bzw. q=An(Ry) (3.6)
e Potenzgesetz-verteilte Daten
Plz)=(6 -1z % fir §>1 und z € RT (3.7)
1 = 5 5+1

— = (0 —1)xz °der =gq (3.8)

Ry q

1

R,=¢1 bzw q=Ry"! (3.9)
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Da es bei der Gauss-Verteilung keinen analytischen Ausdruck fiir dieses Integral gibt, muss
man hier auf tabellierte Werte zuriickgreifen, wie sie z. B. in “Bronstein, Taschenbuch der
Mathematik” (2. Auflage), Seite 974 [Bronstein 1995] aufgelistet sind. Dasselbe gilt fiir die
vierte Verteilungsfunktion, die Log-Normal-Verteilung.

e (Gauss-verteilte Daten

1
P(z) = Nors exp (—z2/2), reR (3.10)
F= [ —mew (e = 1-0(0) = gl -alle/VD)] (D
— = exp (—x r=1-— =5l —er :
m ), vEer 9 =3 q
R,=[1-®(q) !, wobei @ tabelliert ist (3.12)
e Log-Normal-verteilte Daten
1
P(x)= exp [—(Inz + p)?/2], reRT 3.13
(5) = o= expl-(nz -+ 1?2 .13
1 © )
— = exp [—(Inz + p)*/2]dx (3.14)
R, q 21w

R, =[1-®(ng+p)]t, @ tabelliert, u = 0.763 ist Mittelwert der Verteilung (3.15)

3.1.3 Poisson-Statistik bei unkorrelierten Systemen

Zufallsexperimente mit konstanten Wahrscheinlichkeiten und nur zwei verschiedenen mogli-
chen Ausgingen (z. B. “Miinzwurf” oder “Ereignis grofer bzw. kleiner Schwellwert”) bezeich-
net man als Bernoulli-Experimente und werden durch die Binomialverteilung [Sachs 1974,
Papoulis 1984, Papula 1994, v.Storch 1999] beschrieben. Ein besonderer Fall ergibt sich, wenn
die Eintrittswahrscheinlichkeiten py und p; = 1 — pg stark unterschiedlich sind, also py <
p1. Ereignisse u dieser Art, die also sehr selten auftreten, geniigen der diskreten Poisson-
Verteilung. Sie ergibt sich aus der Binomialverteilung, wenn das Produkt aus Stichproben-
umfang n und Eintrittswahrscheinlichkeit pg fiir sehr groflie n immer noch recht klein bleibt,
= npy < 10 [Papoulis 1984, FlieBbach 1995, v.Storch 1999]. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir u solcher seltenen Ereignisse in einer Stichprobe vom Umfang n lautet

u
flu) = ('uu—)!e“. (3.16)
Die Poisson-Verteilung kann demnach als Spezialfall der Binomialverteilung bei geringer Ein-
trittswahrscheinlichkeit angesehen werden. Sie findet Anwendung, wenn es um das Zahlen
seltener Ereignisse geht. Daher kommt ihr eine besondere Rolle in der Extremwertstatistik,
insbesondere in der Statistik der Wiederkehrintervalle zu. Man kann sie wie folgt motivieren.

Betrachtet wird ein beliebiger Ausschnitt der Lange r einer Zeitreihe (xl)f\il Zu vorgegebe-
nem Schwellwert ¢ zdhlt man nun alle Ereignisse z; > ¢ im Ausschnitt r. Die Anzahl dieser
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Ereignisse soll mit n, bezeichnet werden. Um die Verteilung aller z; > ¢ analytisch bestim-
men zu kénnen, muss man die Annahmen machen, dass die Eintrittswahrscheinlichkeit p eines
solchen Extremereignisses zeitlich konstant bleibt und die einzelnen Ereignisse statistisch un-
abhéngig sind. Nun zerteilt man den Ausschnitt r in n,. gleichgrofie Segmente, die klein genug
sind, sodass das Eintreten von zwei Extremereignissen in einem Segment vernachléissigbar
wird. Damit kann die Eintrittswahrscheinlichkeit fiir ein Extremereignis in jedem dieser Seg-
mente durch pr/n, angenéhert werden und die n,-Werte im gesamten Ausschnitt r sind dann
néherungsweise binomialverteilt. Betrachtet man nun den Grenzfall n, — oo, also eine belie-

bige Verfeinerung der Segmente, so wird aus der Binomialverteilung die Poisson-Verteilung
[v.Storch 1999]

f(ng) = )™ o gy ng=0,1,2, ... (3.17)

Fiir die Wiederkehrintervalle darf es im Ausschnitt r keine Uberschreitungen geben. Es in-
teressiert nur der Fall n, = 0 bzw. z; < ¢ im Ausschnitt der Lénge 7, und damit

f(ng=0)=e"". (3.18)

Fiir das erste Ereignis am Ende des Ausschnitts » muss aber wieder x; > ¢ gelten, um das
Wiederkehrintervall zu beenden. Das heifit, f(0) muss nochmal mit p multipliziert werden.
Wie wir vom vorherigem Abschnitt wissen, gilt fiir die Eintrittswahrscheinlichkeit p = 1/R,
und somit fiir die Wahrschienlichkeitsdichte der Wiederkehrzeiten

Py(r) = Rie*’“/Rq (3.19)
q

und fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung
Wy(r) = / P,(r")dr' =1 — 77/ Fa, (3.20)
0

Es soll an dieser Stelle noch einmal betont werden, dass diese Herleitung nicht fiir korrelier-
te Daten gilt. Die Verteilung der Wiederkehrzeiten folgt also bei unkorrelierten Daten fiir
verniinftige! ¢-Werte einer Exponentialfunktion, unabhingig von der Verteilungsdichtefunk-
tion P(z) der Daten.

3.2 Statistik der Wiederkehrzeiten bei Langzeitkorrelationen

Eine grundlegende Annahme in der klassischen Extremwertstatistik ist, dass die Ereignisse
x; > q fir grofe ¢ unkorreliert sind, bzw. dass mogliche Korrelationen zwischen Ereignis-
sen, die weit genug von einander entfernt sind, keinen Einfluss mehr haben [Galambos 1978,
Leadbetter 1983]. In diesem Fall wird die Statistik der Wiederkehrintervalle fiir groe ¢-Werte
ausschliellich durch die gerade beschriebene Poisson-Statistik bestimmt und die Reihe der

Wiederkehrzeiten (rj);y:/f: ‘

ist ebenfalls unkorreliert.
Betrachtet man Abbildung 3.4, in der je eine Reihe von Wiederkehrzeiten langzeitkorrelierter
(b) und unkorrelierter (gemischter) Daten (a) gezeigt ist, so féllt sofort auf, dass im korre-

lierten Fall deutlich groflere r-Werte auftreten. Aber es gibt auch Bereiche, in denen viele

IMit “verniinftig” ist gemeint, dass ¢ im Definitionsbereich der z-Werte liegen muss, und im Falle diskreter
Zeitreihen nicht zu klein sein darf, um Diskretheitseffekte moglichst gering zu halten.
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Abbildung 3.4: Wiederkehrintervalle unkorrelierter und langzeitkorrelierter Daten: (a) Reihe der
Wiederkehrzeiten einer unkorrelierten (gemischten) Datenreihe zu einem vorgegebenen ¢, sodass der
mittlere r-Wert R, = 100 ist. Kaum ein r-Wert iiberschreitet die Léange 500. (b) Reihe der Wiederkehr-
zeiten einer langzeitkorrelierten Datenreihe mit v = 0.4 zu selbem R,. Es gibt deutlich mehr r-Werte
von der Grofle 500 und grofler, aber auch viele Bereiche, in denen die r-Werte so klein sind, dass sie
in dieser Auftragung kaum zu erkennen sind.

sehr kleine r-Werte aufeinander folgen. In diesen Bereichen treten extreme Ereignisse gehduft
(in Clustern) auf, wéhrend die groBen r-Werte lange Ruhephasen reprisentieren. Die Ursache
hierfiir liegt offensichtlich in den Langzeitkorrelationen. In den folgenden Abschnitten wird ge-
zeigt, dass Langzeitkorrelationen in der urspriinglichen Messreihe (xz)iil nicht nur die Dauer
der Wiederkehrzeiten beeinflussen, sondern in der Reihe der Wiederkehrzeiten selbst Korre-
lationen verursachen. Dieser Effekt ist von grofier Bedeutung bei der Vorhersage extremer
Ereignisse.

Die folgenden Unterkapitel stellen meine Ergebnisse zum Einfluss der Langzeitkorrelationen
auf die Statistik der Wiederkehrintervalle vor. Dabei werden die Ergebnisse an kiinstlichen
langzeitkorrelierten Daten mit zugrundeliegender Gauss- oder Exponentialverteilung, teilweise
auch mit Potenzgesetz- oder Log-Normal-Verteilung mit sehr grofler Statistik belegt. Fast alle
Ergebnisse wurden iiber 150 Reihen mit je 22! ~ 2 x 106 Datenpunkten gemittelt, wenn nicht
anders ausgezeichnet. Viele beispielhafte Ergebnisse kénnen an echten und rekonstruierten
Datensétzen verifiziert werden, obwohl diese nur einen Bruchteil der Statistik der kiinstlichen
Daten bieten. Um saisonale Effekte auszuschlieflen eignen sich bei hydrometeorologischen
Zeitreihen nur Jahresdaten fiir Extremwertuntersuchungen. Die hier verwendeten Datensétze
wurden in Kapitel 2.3.2 vorgestellt.

3.2.1 Wiederkehrperiode und Varianz

Da Korrelationen nur Einfluss auf die Anordnung von Zahlen in einer Messreihe haben, aber
die Form der zugrunde liegenden Verteilungsdichte P(z) unveréndert lassen, ist die mittlere
Wiederkehrzeit oder Wiederkehrperiode R, nach Gl. (3.1) unbeeinflusst von Korrelationen.
Auch bei unbekannter Verteilungsdichtefunktion P(x), wenn man die Wiederkehrperiode also
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Abbildung 3.5: Wiederkehrperioden als Funktion von ~: Da die Wiederkehrperiode R, direkt aus dem
Quantil bestimmbar ist, also nur von der Lage von ¢ in P(z) abhéngt (siehe Bild 3.2), ist R, unabhéngig
von der Korrelationsstruktur im Datensatz. Bestimmt man die Wiederkehrperiode numerisch aus einer
Stichprobe von Wiederkehrzeiten, so muss im Falle korrelierter Daten gewéhrleistet sein, dass die
Stichprobe grofl genug ist.

mittels Gl. (3.2) numerisch bestimmen muss, bleibt R, unbeeintrichtigt? von Korrelationen,
da sowohl fiir langzeitkorrelierte als auch fiir gemischte (unkorrelierte) Daten die Anzahl der
x; > q gleich bleibt und damit auch die Anzahl N, der Wiederkehrzeiten. Es gilt

N,
1 - N
Ry=—3 rj= 3.21
q NT j:1rj Nr ( )

Abbildung 3.5 zeigt die numerischen Werte fiir R, zu verschiedenen ~-Werten bei Gauss-
verteilten Daten mit ¢ = 2. Die Unterschiede zwischen den R, sind ausschlieBlich auf Rand-
effekte zuriickzufithren, da keine periodischen Randbedingungen angenommen wurden.

Die mittlere Wiederkehrzeit R, bleibt zwar unbeeintrichtigt durch Langzeitkorrelationen,
nicht aber die Varianz o2 der Wiederkehrzeiten,

N,
1 ™
o= i > (Ry—1y). (3.22)
T j:1

In langzeitkorrelierten Systemen treten deutlich gréflere Wiederkehrzeiten auf als in unkor-
relierten Systemen, weshalb die Varianzen grofler werden. Abbildung 3.6 zeigt beispielhaft
die Standardabweichungen (o,) der Wiederkehrzeiten in Einheiten von R, zu verschiedenen
~v-Werten. Die Standardabweichungen werden mit zunehmender Korrelationsstérke, d. h. mit
kleiner werdendem <, betrachtlich gréofer. Das Abfallen am linken Ende basiert auf Diskret-
heitseffekten, die bei kleinen ¢ auftreten, da der kleinstmogliche »-Wert 1 ist und dadurch
(Ry — rj) in Gl (3.22) nach oben durch (R; — 1) beschrénkt. Je grofler die g-Werte, de-
sto grofer ist R, und dieser Effekt verliert schnell an Bedeutung. Fiir ganz grofie ¢ féllt
die Standardabweichung wieder ab, was durch einen Finite-Size Effekt bedingt ist. Auf diese
Finite-Size Effekte werde ich in den nichsten Abschnitten noch niher eingehen.

2Der Einfluss der nicht-periodischen Randbedingungen wird bei sehr grofen Systemen vernachlissigbar.
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Abbildung 3.6: Standardabweichung o, der Wiederkehrzeiten in Einheiten von R, als Funktion von
R, zu Gauss-verteilten unkorrelierten Daten (rote Kreise) und langzeitkorrelierten Daten mit v = 0.7
(griine Quadrate), 0.4 (blaue Dreiecke) und 0.2 (bordeaux Rauten). Die horizontalen gestrichelten Li-
nien entsprechen den theoretischen Standardabweichungen der zugehorigen gefitteten Verteilungsdich-
ten (siehe néchster Abschnitt). Die Abweichungen bei grofien R, sind auf Finite-Size Effekte zuriick-
zufithren. Die Abweichungen bei kleinen R, haben ihre Ursache in Diskretheitseffekten da » € N. Der
kleinste auftauchende r-Wert ist 1. In kontinuierlichen Systemen wéren aber auch Werte zwischen 0
und 1 zu erwarten. Als Konsequenz ist die maximale Differenz zwischen R, und dem kleinstmdoglichen
r-Wert R, — 1 und nicht R,. Diese Einschrinkung der Differenz macht sich bei kleinen R, (R, < 10)
stérker bemerkbar als bei groien R,. Dadurch wird die Standardabweichung fiir kleine R, ebenfalls
kleiner.

3.2.2 Verteilungsdichte der groflen Wiederkehrintervalle

Wie im obigen Abschnitt schon angedeutet wurde, wird die Verteilung der Wiederkehrzei-
ten unter dem Einfluss von Langzeitkorrelationen nicht mehr der Poisson-Statistik Gl. (3.19)
geniigen, da deutlich groflere und viel mehr kleine Wiederkehrintervalle auftreten. Da die
Gesamtzahl der Wiederkehrzeiten N, ja wie R, korrelationsunabhéngig ist, muss es im Ge-
genzug weniger mittlere Wiederkehrzeiten geben. Abbildung 3.7(a) zeigt in halblogarithmi-
scher Auftragung das normierte Histogramm Py (r) der Wiederkehrzeiten bei Gauss-verteilten
langzeitkorrelierten (7 = 0.4) Daten zu drei verschiedenen g-Werten (also drei R,). In die-
ser Auftragung wire die Poisson-Verteilung eine Gerade. Die dargestellten Kurven weichen
aber offensichtlich von einer Geraden ab. Skaliert man die Achsen mit dem jeweiligen R,
so fallen die Kurven aufeinander und geben einen Datenkollaps wie in Abbildung 3.7(b).
Die gemeinsame asymptotische Form dieser Kurven ist eine gestreckt exponentielle Funktion
[Bunde 2003, Bunde 2004a] und lautet
Ay

By(r) = R, exp[—by (r/Ry)"']. (3.23)

Sie ist in Abbildung 3.7(c) als theoretische Kurve (schwarz) eingezeichnet. Dieser Datenkollaps
erlaubt es, in stationéren langzeitkorrelierten Prozessen von Ergebnissen fiir kleine g-Werte
auf Ergebnisse fiir groffe ¢-Werte, bei denen die Statistik nicht ausreicht, zu extrapoliern.
Mischt man die Daten zuvor, d. h. zerstort man die Korrelationsstruktur, so ergibt sich fiir
P,(r) wieder die Poisson-Verteilung, wie in Abbildung 3.7(d) (schwarze Kreise).

Die ~/-Abhgéngigkeit der Normierungsparameter a.s und b, kann aus zwei Normierungsbe-
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Abbildung 3.7: Verteilungsfunktion der Wiederkehrintervalle. Abbildung (a) zeigt in halblogarith-
mischer Auftragung das normierte Histogramm P,(r) der Wiederkehrzeiten r Gauss-verteilter lang-
zeitkorrelierter (v = 0.4) Zufallszahlen zu drei verschiedenen Quantilen: R, = 15 entspricht ¢ = 1.5
(rote Kreise), R, = 44 entspricht ¢ = 2.0 (griine Quadrate) und R, = 162 entspricht ¢ = 2.5 (blaue
Dreiecke). Je grofier das Quantil ¢, desto mehr lange Wiederkehrzeiten (grofle r-Werte) zeigt Py(r).
Abbildung (b) zeigt einen Kollaps der Verteilungsfunktionen zu einer einzigen Kurve, wenn die Auf-
tragung mit R, skaliert, d. h. wenn man R,P,(r) und r/R, auftréigt. Die resultierende Kurve ist eine
gestreckt exponentielle Funktion (siehe Text) und ist einzig vom Korrelationsexponenten v abhéngig. In
Abbildung (c) ist der theoretische Verlauf einer gestreckt exponentiellen Kurve aus Gl. 3.26 zum Wert
v = 0.4 eingezeichnet. Die Ubereinstimmung ist deutlich. Abbildung (d) zeigt den Verlauf der skalier-
ten Verteilung, wenn die Datenreihen zuvor gemischt wurden, d. h. alle Korrelationen zerstért wurden.
Die resultierende Verteilung ist dann eine simple exponentielle Verteilung, die Poisson-Verteilung.
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Abbildung 3.8: Die Verteilungsdichtefunktion der Wiederkehrzeiten langzeitkorrelierter Daten ist
eine gestreckt exponentielle Funktion, welche nur vom Korrelationsexponenten v abhéngen. Fiir die
Abbildung wurde eine Darstellung gewé&hlt, in der die Exponenten als Steigung der Kurven erscheinen.
Gezeigt sind die Verteilungen zu R, = 15 (rote Kreise), 44 (griine Quadrate) und 162 (blaue Dreiecke)
fiir vier verschiedene Korrelationsexponenten v = 1, 0.7, 0.4 und 0.1 (von oben nach unten). Je kleiner
~ desto stérker die Korrelationen. Die obere Kurvenschar basiert auf unkorrelierten Daten. Die gefittete
schwarze durchgezogene Linie hat die Steigung 1, d. h. die gestreckt exponentielle Funktion geht iiber
in die Poisson-Verteilung. Abbildung nach [Bunde 2004a].

dingungen bestimmt werden, die fiir P,(r) gelten miissen,

i P,(r)=1 und iqu(r) = R,. (3.24)
r=1 r=1

Ersetzt man die Summen {iber die diskreten Werte der Wiederkehrzeiten durch Integrale,
kann man das Gleichungssystem mit dem Ansatz (3.23) fiir a, und b,/ l6sen und man erhélt

. _AT@H) r'(2/4")
T T2(1/Y) (/)

Abbildung 3.8 zeigt dieselben Py (r) fiir vier verschiedene Korrelationsexponenten ~. In der
gewihlten Auftragung erscheint der unbekannte Exponent 4/ als Steigung der P, (r). Offen-
sichtlich ldsst sich 4/ mit dem Korrelationsexponenten v identifizieren (' = ). Gleichung
(3.23) lésst sich damit schreiben als

und by = (3.25)

Py(r) = F exp[—b, (r/R,)"]. (3.26)

Eine Tabelle der a, und b, zu verschiedenen y-Werten befindet sich im Anhang A in Tabelle
Al

Die Ergebnisse zur Verteilungsfunktion der Wiederkehrzeiten bei Langzeitkorrelationen be-
sitzen im Fall Gauss-verteilter Zufallszahlen auch ein mathematisches Fundament. Fiir eine
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sehr dhnliche Problemstellung, das sogenannte zero-level crossing (das heifit in unserem Fall
g = 0), konnte von den Mathematiker G. F. Newell und M. Rosenblatt bereits 1962 die ge-
streckt exponentielle Form als obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung Wo(r)
der Intervalle bewiesen werden [Newell 1962]. Die von ihnen gefundene Wahrscheinlichkeits-
verteilung ist von der Form

In[Wy(r)] ~ —Kr7, K >0 und 7€ (0,1). (3.27)

Das asymptotische Verhalten der Dichtefunktion Py(r) zeigt fiir groe r ebenfalls einen ge-
streckt exponentiellen Verlauf?, was mit unseren Ergebnissen iibereinstimmt. Der Beweis er-
klért jedoch nicht den von uns gefundenen Datenkollaps der Kruven fiir ¢ > 0, den man
durch die mit R, skalierte Auftragung erhilt (siehe Abbildung 3.7(b)). Eine ausfiihrliche
Form des Beweises mit einer von mir konstruierten Erweiterung auf die POT-Methode (d.
h. fiir beliebige ¢ > 0) befindet sich im Anhang B dieser Arbeit. Fiir Daten anderer Ver-
teilungsdichten P(z), wie zum Beispiel exponentielle, Log-normale oder Potenzgesetz-artige
Verteilungsdichten, sind mir keine analytischen Beweise bekannt. 3.9 werden im néchsten
Abschnitt diskutiert.

Abbildung 3.9 zeigt P,(r) in doppelt-logarithmischer Auftragung fiir zwei verschiedene -
Werte (rot: v = 0.4 und blau: v = 0.2) und fiir drei weitere Verteilung von z-Werten (expo-
nentiell, Potenzgesetz- und Log-Normal-verteilt) zu R, = 100. Auch die drei weiteren Ver-
teilungen liefern einen Verlauf von P,(r), der durch eine gestreckt exponentielle Form {iber
mehr als eine Dekade gut beschrieben werden kann (Vergleich mit theroretischer, durchge-
zogener schwarzer Linie). Am besten ist der gestreckt exponentielle Fit bei Gauss-Daten. Es
gibt aber offensichtlich auch Abweichungen von diesem Verlauf, die je nach Grundverteilung
unterschiedlich stark ausfallen. Die Abweichungen fiir r > R, sind auf Finite-Size Effekte,
also auf die endliche Reihenléinge N zuriickzufiithren. Die Abbildungen 3.10(a) und (b) zeigen
fiir drei verschiedene Reihenlingen N = 22!, 217 und 2'3 von Gauss-verteilten langzeitkorre-
lierten (v = 0.4) Daten, dass die Abweichungen von der theoretischen Kurve (durchgezogene
schwarze Linie) umso grofler werden, je kiirzer die Reihen sind und je grofier das gewihl-
te Quantil ¢ bzw. die zugehorige Wiederkehrperiode R, ist. Groe g-Werte bzw. R,-Werte
fithren zu einer stidrkeren N-abhéngigen Beschrinkung der maximalen r-Werte. So ist der
theoretisch maximale r-Wert bei einer Reihenlinge von N = 213 = 8192 und einem R, von
250 etwa N — N/R, ~ 8150. Wie Abbildung (b) zeigt, geht P,(r) fiir N = 23 (V) nur bis
etwa rmae ~ Ry x 20 = 5000. Viel gréflere Werte sind bei einer Reihenldnge von N = 221
auch bei mehreren zehntausend Reihen nicht zu erwarten, wodurch bei groflen R, auch die
Standardabweichung o, reduziert wird (siche Abbildung 3.6).

Je linger die Reihen werden, umso dichter liegt P,(r) wieder an der theoretischen Kurve.
Der Abbruch fiir kleine ¢, also kleine R, erscheint in Abbildung 3.10(a) von N unabhingig.
Hier wurde im Vorfeld ein maximaler r/R,-Wert festgelegt, der fiir kleine R, auch bei kurzen
Reihen statistisch noch erreicht wird. Aber auch bei kleinen R, gilt, je langer die Reihe, umso
dichter liegt P, (r) asymptotisch an der gestreckt exponentiellen Funktion. Die Abweichungen
bei kleinen r/R,-Werten in Abbildung

Abbildung 3.11 zeigt, dass der gestreckt exponentielle Verlauf von P,(r) auch bei echten bzw.
rekonstruierten Datensétzen zu beobachten ist. Abbildung (a) zeigt die DFA2-Ergebnisse der

3Es gilt Po(r) = Wi(r) ~ 7 Lte 8" ~ e 57 fiir r — oo, d. h., P(r) wird fiir groBe r durch den gestreckt
exponentiellen Term dominiert.
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Abbildung 3.9: Verteilungsdichtefunktion P, (r) skaliert mit der Wiederkehrperiode R, (in diesem Fall
konstant 100) zu zwei verschiedenen Korrelationsexponenten v = 0.4 (rote Kreise) und v = 0.2 (blaue
Quadrate). Die Verteilungsdichten zu v = 0.2 (blaue Quadrate) sind um einen Faktor 10 nach oben
verschoben, um einen Uberlapp mit v = 0.4 (rote Kreise) zu vermeiden. Die schwarzen durchgezoge-
nen Linien sind die durch v definierten entsprechend normierten gestreckt exponentiellen Funktionen.
Abbildung (a) zeigt die Ergebnisse fiir Gauss-verteilte langzeitkorrelierte Ausgangsdaten, (b) fiir expo-
nentiell verteilte, (c) fiir Potenzgesetz-verteilte (Englisch P ower Law) und (d) fiir Log-Normal-verteilte
Daten. Abweichungen vom gestreckt exponentiellen Verlauf (schwarze Linien) bei grofien r/R-Werten
sind auf Finite-Size Effekte zuriickzufithren (siche dazu Abbildung 3.10). Abweichungen bei kleinen
r/Rq zeigen einen Power-Law Effekt, der bei Potenzgesetz-verteilten (¢) und Log-Normal-verteilten
Daten (d) deutlich stéirker ausfiillt als in (a) oder (b). Abbildung nach [Eichner 2006b).
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Abbildung 3.10: Verteilungsdichtefunktionen P, (r) zu gleichen g-Werten aber unterschiedlichen Rei-
henldngen N. Abbildung (a) zeigt P,(r) fiir einen niedrigen g-Werte mit R, = 10. Der Unterschied
der Histogrammkurven fiir verschiedene Reihenlingen (rot = 22!, blau = 27 und griin = 2'3) ist
relativ gering. Bei grofleren g-Werten in Abbildung (b) (R, = 250) macht sich die Reihenlénge stérker
bemerkbar. Das vorschnelle Abfallen der Histogramme vom theoretischen gestreckt exponentiellen Ver-
lauf (schwarze Linie) in Abhéingigkeit von der Reihenldnge N ist ein starkes Indiz fiir einen Finite-Size
Effekt. Abbildung nach [Eichner 2006b].
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Abbildung 3.11: DFA und Verteilungsfunktion der Wiederkehrzeiten historischer und rekonstruier-
ter Jahresdaten. Die Angaben zu den Reihen (Sacramento o, Baffin Island A, New Mexico v, Nil O
und Mann-Reihe o) befinden sich im Kapitel 2.3.2. Abbildung (a) zeigt nochmal die Fluktuationskur-
ven F(s) aus Abbildung 2.16 der DFA2-Analyse dieser Reihen zusammen mit den daraus ermittelten
a-Werten. Alle Reihen zeigen langzeitkorreliertes Verhalten, welches sich in doppellogarithmischer
Auftragung in Form einer Geraden mit Steigung « zeigt. Die Auftragung von F(s) ist in beliebi-
gen Einheiten (arb. units = arbitrary units), da nur die Steigungen « der Kurven von Bedeutung
sind. Sie sind iiber = 1 — /2 mit dem Korrelationsexponent v verkniipft. Abbildung (b) zeigt die
Verteilungsfunktion P,(r) der jeweiligen Reihen (geschlossene Symbole) und der gemischten Reihen
(offenen Symbole), die zugehorigen gestreckt exponentiellen Fits (durchgezogene schwarze Linien) und
die Poisson-Verteilungen (gestrichelte Linien) fiir die unkorrelierten gemischten Daten. Die Py(r) in
(b) wurden iiber alle Quantile gemittelt fiir die R, > 3 Jahre war und sofern das Quantil noch mehr
als 50 Wiederkehrzeiten pro Reihe zugelassen hat. Damit sich die Kurven nicht iiberlappen, wurden
die y-Achsen jeweils um einen Faktor 10 verschoben. Abbildung nach [Bunde 2005].

historischen und rekonstruierten Reihen aus Jahresdaten, welche in Abbildung 2.15 vorgestellt
wurden (Sacramento, Baffin, New Mexico, Nil und die nordliche Hemisphére). Alle Kurven
zeigen in der DFA Langzeitkorrelationen. Abbildung 3.11(b) zeigt die Verteilungsfunktion
P,(r) der reprisentativen langzeitkorrelierten hydrometeorologischen Zeitreihen (volle Sym-
bole) aus Abbildung (a) im Vergleich mit P,(r) derselben Daten, wenn man diese vorher
mischt, also die Korrelationen zerstort (offene Symbole). Die Kurven der geschlossenen Sym-
bole (ungemischt) passen sehr gut mit den zugehorigen gestreckt exponentiellen Fits (durch-
gezogene schwarze Linien) iiberein. Die offenen Symbole stehen fiir die gemischten Daten und
folgen wie erwartet der Poisson-Statistik (exponentieller Abfall, gestrichelte Linien). Grofie
und kleine r/R,-Werte kommen im ungemischten Fall auf Kosten von mittleren /R, deutlich
haufiger vor als im gemischten Fall.

In [Altmann 2005] verwenden E. G. Altmann und H. Kantz eine andere Definition fiir die
Wiederkehrintervalle, die aber mit unserer POT-Methode verwandt ist. Zur Verteilungsdich-
te P(z) der langzeitkorrelierten Gauss-verteilten Zufallszahlen gibt man ein Intervall Az um
einen Werte z. vor. Eine Wiederkehrzeit r wird nun definiert als die Dauer zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Ereignissen z; und z;4,, welche beide in dem Bereich Az um das vor-
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gegeben z. liegen. Vollig analog zu Gl. (3.1) definiert das Integral

1 ret+Ax
— ::/ P(z)dz (3.28)
RC Te—Ax

den Kehrwert der zugehorigen Wiederkehrperiode. Umgekehrt passt man zu vorgegebenem
R, und festem z. die Breite Ax an.

Bei festem Korrelationsexponent v und vorgegebenem R, (sie verwenden beispielhaft R, =
10, 100 und 1000) finden Altmann und Kantz ebenfalls eine gestreckt exponentielle Vertei-
lungsdichtefunktion, deren Exponent . eine starke Abhéngigkeit sowohl von x. als auch von
Az aufweist. Liegt z. in der Mitte von P(x), zum Beispiel bei z. = 0, und ist R, sehr grof3
(d. h. Az um z. sehr klein), so ergibt sich fiir die Verteilungsdichte der Wiederkehrintervalle
ebenfalls eine gestreckt exponentielle Funktion mit 7. = 7. Wird nun das Intervall Az ver-
grofert (d. h. R, verkleinert), so geht die gestreckt exponentielle Verteilungsdichte iiber in die
Poisson-Statistik fiir unkorrelierte Systeme (v = 1). Lésst man aber in der selben Zeit bei fe-
stem Az das x. aus der Mitte an die Réander von P(x) wandern, so geht die Poisson-Verteilung
wieder in die gestreckt exponentielle Funktion mit . = y {iber.

Altmann und Kantz kommen daher zu dem Schluss, dass die Korrelationen im wesentlichen
von Werten an den Rénderen der Verteilungsdichte P(z) getragen werden. Die Ergebnisse
aus [Altmann 2005] stehen nicht im direkten Widerspruch zu unseren Ergebnissen, obwohl
wir selbst fiir kleine R,-Werte, das heisst ¢ nahe bei 0, die gestreckt exponentielle Vertei-
lungsdichte finden. Jedoch werden in unserer Definition auch bei kleinen R, alle Randwerte
x; beriicksichtigt. Leider fithren Altmann und Kantz in [Altmann 2005] keine Finite-Size Un-
tersuchungen durch, sodass Effekte dieser Art spekulativ bleiben.

3.2.3 Verteilungsdichte der kleinen Wiederkehrintervalle

Im Bereich r < R, sieht man fiir P,(r) in Abbildung 3.9 Abweichungen vom gestreckt expo-
nentiellen Verlauf. Abbildung 3.12 zeigt nochmal genauer das linke Ende von P (r) fir die
vier verschiedenen Verteilungsfunktionen zu je zwei y-Werten (7 = 0.2 und 0.4) und drei
grofien g-Werten* (R, = 150, 250 und 500). Man kann sehen, dass P,(r) in (a) und (b) im
Bereich 0.01 < r/R; < 1 und in (c¢) und (d) im Bereich 0.1 < r/R,; < 1 eher einem Po-
tenzgesetz mit einer Steigung von ungefihr v — 1 in der doppellogarithmischen Darstellung
erscheint (durchgezogene schwarze Linien), als dem gestreckt exponentiellen Verlauf gehorcht
(gestrichelte Linien). Dieser Potenzgesetz-Effekt ist bei Gauss-verteilten (a) und exponentiell
verteilten Zahlen (b) klarer ausgeprigt als bei Potenzgesetz-verteilten (c) oder Log-Normal-
verteilten Zahlen (d). Ein geschlossener Ausdruck fiir die Verteilungsdichte P,(r) ist also eher

von der Form .
(r) = o exp[—by(r/Rq)7] fir > R,
ey (r/Ry)™? fir <Ry,
wobei § nahe bei 1 — v zu liegen scheint. In den unteren beiden Bildern von Abbildung 3.12
sieht man fiir r/R, < 0.1 zusétzlich ein starkes Abknicken nach oben. Dieses Abknicken ist

eine Abweichung sowohl vom gestreckt exponentiellen Verlauf, als auch vom Potenzgesetz-
verhalten. Man sieht es etwas schwicher auch in den Abbildungen (a) und (b). Die Ursache

P,

q (3.29)

*Aufgrund der Auftragung r/R, sind die Abweichungen nur bei grofien R,-Werten zu bemerken, da nur
diese Kurven fiir r = 1 weit genug nach links reichen.
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Abbildung 3.12: Verteilungsdichten der kleinen Wiederkehrzeiten. Abbildungen (a)-(d) zeigen das
linke Ende der Verteilungsdichte P,(r) langzeitkorrelierter Daten der vier z-Verteilungen zu drei ver-
schiedenen R,-Werten, R, = 150 (rote Kreise), 250 (blaue Quadrate) und 500 (griine Dreiecke) und
zwei y-Werten, v = 0.2 (volle Symbole) und 0.4 (offene Sysbole), wobei die Kurven fiir v = 0.2 um einen
Faktor 10 nach oben verschoben wurden, um Uberdeckungen zu vermeiden. Die gestrichelten Linien
entsprechen den gestreckt exponentiellen Funktionen, die durchgezogenen Linien sind Potenzgesetze
mit der Steigung 1 — . In den Abbildungen (a) und (b) zeigt P;(r) ndherungsweise ein Potenzgesetz-
Verhalten im Bereich 0.01 < r/R, < 1, Abbildungen (c) und (d) zeigen dies nur etwa im Breich
0.1 < r/R; < 1. In den Breichen fiir noch kleinere /R, sieht man in allen vier Abbildungen einen
Aufwértsknick (in (a) am schwiichsten). Die Ursache hierfiir liegt in der Diskretheit der Weiderkehr-
zeiten, welche sich bei kleinen 7-Werten bemerkbar macht. Das Potenzgesetz-Regime ist fiir grofie R,
deutlicher, da bei grofien R, der Diskretheitseffekt fiir kleine r/ R, spéter (d. h. weiter links) einsetzt.
Abbildung nach [Eichner 2006b].
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Abbildung 3.13: Verteilung der Wiederkehrzeiten der Linge » = 1 als Funktion von R, bei langzeit-
korrelierten Gauss-verteilten (a) und exponentiell verteilten (b) Daten zu fiinf verschiedenen v-Werten
(v =1.0, 0.8, 0.6, 0.4 und 0.2). Die farblich markierten Geraden haben jeweils die Steigung —v. Offen-
sichtlich gehorcht die relative Haufigkeit der ler als Funktion von R, einem Potenzgesetz mit Exponent
—~. Dies bedeutet, dass der Diskretheitseffekt in Abbildung 3.12 bei Gauss-Daten und exponentiellen
Daten von ¢ bzw. R, unabhingig ist. Abbildung nach [Eichner 2006b.

hierfiir liegt in der Diskretheit der r-Werte, die bei kleinen r-Werten stérker zum Tragen
kommt, als bei grofen. Fiir sehr kleine r-Werte (r = 1, 2, ... < 10) miisste Gl. (3.29) durch
eine diskrete Verteilung ersetzt werden. Die Summen iiber die diskreten r-Werte in Gl. (3.24)
lassen sich auflerdem fiir kleine r-Werte nicht sonderlich gut durch Integrale anndhern. Als
Folge dieses Diskretheitseffekts weichen die Werte von a., und b, aus Gl. (3.25) von ihrem idea-
len Wert fiir Gl. (3.26) ab. Der Effekt ist fiir r = 1 am grofiten, da hier der Diskretheitseffekt
am stéirksten ist, weil es keine Zwischenwerte wie = 0.5 oder 0.01 gibt. Insgesamt sind einige
der ersten Punkte davon betroffen und landen héher als es die theoretischen Kurven vorschrei-
ben, da sich in ihnen auch die Wahrscheinlichkeiten aufrechnen, die den nicht-ganzzahligen
r-Werten zuzuschreiben sind, welche im diskreten System nicht auftreten kénnen, aber im
kontinuierlichen Ansatz fiir P, (r) in Gl. (3.29) zugelassen werden.

Eine besondere Rolle spielen die Wiederkehrzeiten mit » = 1. Sie haben in der Praxis eine
grofle Relevanz, da sie eine Antwort auf die Frage geben, ob das néchste Ereignis wieder ein
Extremereignis mit « > ¢ ist. Also z. B. mit welcher Wahrscheinlichkeit im né#chsten Jahr
wieder mit einer Flut zu rechnen ist. Abbildung 3.13 zeigt die relativen Haufigkeiten der ler
als Funktion von R, fiir Gauss- und exponentiell verteilte Zufallszahlen. Da die Bin-Breite im
diskreten Fall 1 ist, muss die Wahrscheinlichkeitsdichte P,(r) nur mit 1 multipliziert anstatt
integriert zu werden. Gesetzt den Fall, dass soeben ein Ereignis x grofler ¢ stattgefunden hat,
gibt der Plot die Wahrscheinlichkeit an, dass der nun folgende r-Wert ein ler ist. Das heifit im
iibertragenen Sinne, mit welcher Wahrscheinlichkeit im néchsten Jahr wieder mit einer Ka-
tastrophe x > ¢ zu rechnen ist. Im unkorrelierten Fall (Sternchen) ist die Wahrscheinlichkeit
fiir > ¢ konstant 1/R,, fiir jedes Ereignis, so wie man es in der Abbildung ablesen kann. Im
korrelierten Fall ist diese Wahrscheinlichkeit aufgrund der Persistenz grofler. Je starker die
Reihe korreliert ist, umso wahrscheinlicher ist mit einem r = 1 zu rechnen.

Die Wahrscheinlichkeit fiir zwei aufeinander folgende Exremereignisse folgt ndherungsweise
ebenfalls einem Potenzgesetz, aber eher der Art R, (farbige Referenzlinien in Abbildung
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Abbildung 3.14: Autokorrelationsanalyse der Wiederkehrintervalle Gauss-verteilter langzeitkorrelier-
ter Daten. Die z-Werte der offenen Symbole waren mit v = 0.4 langzeitkorreliert. Die zugehorigen
Reihen der Wiederkehrzeiten (R,-Werte siehe Legende) zeigen ebenfalls eine Potenzgesetz-artig ab-
fallende Autokorrelationsfunktion mit nahezu identischem ~. Die y-Achse ist in beliebigen Einheiten
(arbitrary units) aufgetragen, da hier nur das Skalenverhalten interessiert. Die durchgezogenen obe-
ren drei Linien haben die Steigung —y = —0.4. Die vollen Symbole zeigen dieselben Kurven, nur
zu schwicher korrelierten Ausgangsdaten (v = 0.7). Auch hier zeigen die Wiederkehrintervalle das-
selbe Abfallen der Autokorrelationsfunktion wie schon die Ausgangsdaten. Die Wiederkehrintervalle
langzeitkorrelierter Daten sind also ebenfalls langzeitkorreliert, und zwar in etwa mit demselben Korre-
lationsexponent, der schon die Ausgangsdaten charakterisiert. Als Konsequenz folgen in der Reihe der
Wiederkehrintervalle auf lange Intervalle eher wieder lange und auf kurze Intervalle eher kurze, und
es bilden sich Epochen mit nur wenigen Extremereignissen und Cluster gehdufter Extremereignisse.
Abbildung aus [Bunde 2004c].

3.13). Die Abweichungen der Symbole von diesen Werten kénnen bei starken Korrelatio-
nen moglicherweise dhnlich begriindet werden wie bereits das Verhalten der Varianzen (siche
Abbildung 3.6), also mittels Finite-Size oder Diskretheit. In echten Daten sind Ereignisse,
die zeitlich dicht beieinander liegen jedoch oft von Kurzzeitkorrelationen iiberlagert, sodass
ein reiner Langzeitkorrelationseffekt nicht ausreicht, um Vorhersagen fiir Ereignisse in na-
her Zukunft zu verbessern. Hat man es aber mit Jahresdaten zu tun, ist der Einfluss von
Kurzzeitkorrelationen deutlich abgeschwicht.

3.2.4 Korrelationseigenschaften der Reihen von Wiederkehrintervallen

Aus den Untersuchungen an der Verteilungsfunktion P,(r) geht hervor, dass im langzeitkor-
relierten Fall bedeutend mehr kleine Wiederkehrzeiten (r < R,) und grofie Wiederkehrzeiten
(r > Ry) auftreten als im unkorrelierten Fall. Die Verteilungsfunktion (3.29) verrét jedoch
nicht, ob die Reihen der Wiederkehrzeiten selbst irgendwelche Korrelationen aufweisen oder
nicht. Um mdgliche Korrelationen in den Wiederkehrzeiten zu bestimmen, wurden sowohl die
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Abbildung 3.15: Finite-Size Untersuchung an der Autokorrelationsfunktion der Wiederkehrzeiten
Gauss-verteilter langzeitkorrelierter (v = 0.4) Daten. In Abbildung (a) wurde zu R, = 20 die Rei-
henléinge der Datensitze von N = 22! ~ 2 x 10%, 219 ~ 5 x 10°, 217 ~ 10° bis 2'® ~ 3 x 10* variiert.
Um gleiche Statistik zu gewahren, wurde die Anzahl der Reihen jeweils um einen Faktor vier erhoht;
waren es bei N = 22! nur 150 Konfigurationen, iiber die gemittelt wurde, so waren es bei 215 dafiir 9600
Konfigurationen. Je kiirzer die urspriingliche Messreihe ist, desto schneller fillt die Autokorrelations-
funktion vom Potenzgesetz-artigen Verlauf ab. Die Statistik reicht nicht aus, damit C,.(s) das korrekte
Korrelationsverhalten wiedergibt. In Abbildung (b) wurde die Reihenlinge mit N = 22! konstant ge-
halten, aber die ¢-Werte variiert. Die zughorigen Wiederkehrperioden sind 10, 100, 250 und 500. Auch
hier macht sich die reduzierte Anzahl der Wiederkehrzeiten N, ~ N/R, mit grofler werdendem R,
durch ein Abfallen vom Potenzgesetzverlauf bemerkbar. Abbildung nach [Eichner 2006b).

Autokorrelationsfunktion (siehe dazu Kapitel 2.2.1)

Oy — () _ {1 = By)lryus = By)) _ {riryns) = B 530
vary ((rj = Ry)?) (r3) — RZ

als auch die Fluktuationsfunktionen DFAO und DFA1 (siehe Kapitel 2.2.3) der r-Werte be-
stimmt. Abbildung 3.14 zeigt die Ergebnisse zur Autokorrelationsanalyse bzw. zur Autoko-
varianzfunktion cov,(s) fiir Gauss-verteilte Zufallszahlen mit zwei y-Werten (y = 0.4 offene
Symbole und v = 0.7 geschlossene Symbole) und drei verschiedenen ¢g-Werten mit R, = 6.3,
15 und 44. Das lineare Verhalten in der doppel-logarithmischen Auftragung ist ein Indiz fiir
Langzeitkorrelationen innerhalb der r-Werte. Die Steigungen der parallelen Geraden entspre-
chen den Korrelationsexponenten der r-Werte. Es stellt sich heraus, dass diese wieder nahezu
identisch zu v sind. Die Reihen der Wiederkehrzeiten sind also mit demselben Korrelations-
exponent 7y langzeitkorreliert wie bereits die urspriingliche Reihe der x-Werte. Demnach sind
lange und kurze Wiederkehrintervalle nicht zuféllig angeordnet. Vielmehr folgen auf lange
Wiederkehrzeiten eher wieder lange und auf kurze Wiederkehrzeiten eher wieder kurze. Das
hat zur Folge, dass sich zum einen Epochen ausprégen, in denen es so gut wie keine extre-
men Ereignisse gibt, ndmlich wenn lange Wiederkehrzeiten dominieren. Andererseits bilden
sich auch Epochen, in denen Extremereignisse binnen kurzer Zeit sehr hiufig auftreten, also
wenn viele kurze r-Werte aufeinander folgen. Es bilden sich dann sogenannte Cluster von
extremen Ereignissen. Im iibertragenen Sinne gibt es dann viele Katastrophen in kurzer Zeit
hintereinander.

Aus Kapitel 2.2.1 ist bekannt, dass fiir eine sinnvolle Autokorrelationsanalyse eine enorme
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Abbildung 3.16: Autokovarianzfunktion der Weiderkehrintervalle langzeitkorrelierter Daten (7 = 0.4)
der vier Verteilungen (a) Gauss, (b) exponentiell, (¢) Potenzgesetz und (d) Log-normal) zu vier Wie-
derkehrperioden: Ry = 10 (rote Kreise), 20 (griine Quadrate), 50 (blaue Dreiecke) und 100 (bordeaux
Rauten). Die durchgezogenen Linien zeigen die Steigung —y = —0.4. Die Wiederkehrzeiten aller vier
Verteilungen zeigen eine sehr &hnliche, ebenfalls Potenzgesetz-artig abfallende Autokorrelationsfunkti-
on mit nahezu dem selben v-Wert der urspriinglichen z-Werte. Finite-Size Untersuchungen an Gauss-
verteilten Daten sind in Abbildung 3.15 diskutiert worden. Abbildung nach [Eichner 2006b].

Statistik notwendig ist. Da die Reihe der Wiederkehrzeiten um den Faktor R, kiirzer ist als
die Originalreihe (x;) ,, bleibt fiir die Autokorrelationsfunktion nur eine Reihe der Linge
N, ~ N/R, iibrig. Abbildung 3.15 zeigt den Einfluss der Systemgréfen auf die Autokorre-
lationsfunktion Cy(s). In (a) wurden zu langzeitkorrelierten (v = 0.4) Gauss-Daten mit vier
verschiedenen Reihenléngen die Wiederkehrintervalle zu einem g-Wert mit R, = 20 bestimmt.
Je kiirzer die Reihe ist, desto schneller verlisst C,(s) das Potenzgesetzverhalten und fillt ab,
da die Statistik nicht genug grofle r-Werte hergibt. In Abbildung (b) ist zur Reihenlénge
N = 22! die Autokorrelationsfunktion fiir vier verschiedene R,-Werte geplottet. Auch hier
fallt Cr(s) mit groBer werdendem R, ab, da eine ausreichende Statistik fiir sehr groie r > R,
(auch bei R; = 500) auf einer endlichen Reihe nicht erreicht werden kann. Als Konsequenz
konnen die Korrelationen nicht durchschlagen, die Reihe bleibt auf grofien Skalen verrauscht
und C,(s) fillt rapide ab. Um mittels der Autokorrelationsfunktion die Korrelationen der
Wiederkehrzeiten verniinftig bestimmen zu kénnen, sind sehr lange Datensitze nétig, wie
man sie in der Praxis jedoch so gut wie nie zur Verfiigung hat.

Abbildung 3.16 zeigt die Autokovarianzfunktion cov, (s) der Wiederkehrzeiten fiir alle vier un-
tersuchten Verteilungsfunktionen zu ebenfalls vier R,-Werten. Alle Kurven zeigen ein Potenz-
gesetz-artiges Abfallen mit derselben Steigung und indizieren Langzeitkorrelationen. Die Kur-
ven fiir R, = 100 scheinen bereits durch Finite-Size Effekte beeinflusst zu sein. Unabhéngig
von der zugrunde liegenden Verteilungsfunktion der x-Werte zeigen die Wiederkehrintervalle
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Abbildung 3.17: Fluktuationsanalyse der Wiederkehrzeiten: Um Aussagen iiber das Korrelationsver-
halten der Wiederkehrzeiten auf grofleren Zeitskalen zu treffen, ist hier das Ergebnis einer Fluktuations-
analys (DFAO) fiir vier verschieden stark langzeitkorrelierte Reihen mit ¢ = 1.5 gezeigt (y = 0.1,0.4,0.7
und 1.0 (unkorreliert)). Die DFAQ (oder auch FA) hat gegeniiber der Autokorrelationsfunktion den
Nachteil, dass sie auf kleinen Skalen s bei verrauschten Daten nicht das korrekte Korrelationsverhalten
wiedergeben kann. Weifles Rauschen ist den Langzeitkorrelationen iiberlagert, welche erst auf grofien
Skalen zur Geltung kommen. Die resultierenden Korrelationsexponenten v = 2 — 2 aus der Steigung
a der DFAO-Kurven weichen mit zunehmender Korrelationsstérke (also kleinerem ) stérker vom ur-
spriinglichen v ab: a = 0.5 (y = 1.0) steht fiir unkorreliertes Verhalten, a = 0.64 ergibt ein v = 0.72,
also gering schwécher korreliert als die Ursprungsdaten mit v = 0.7, o = 0.78 ergibt ein v = 0.44
(v =0.4) und o = 0.85 ergibt ein v = 0.3, was jedoch recht deutlich von v = 0.1 abweicht. Trotzdem
ist in allen Kurven ein eindeutiges Langzeitverhalten, insbesondere auf grofien Skalen auszumachen.
Abbildung nach [Gell-Mann 2003].

dasselbe Korrelationsverhalten wie die Ausgangsdaten.

Da Autokorrelationsanalysen starken Finite-Size Effekten unterworfen sind, soll hier noch die
DFA Verwendung finden, welche etwas robuster gegeniiber knappen Statistiken ist und in der
Praxis sehr erfolgreich eingesetzt wird, um Langzeitkorrelationen zu detektieren. Die DFA,
vorgestellt in Kapitel 2.2.3, geht auflerdem mit ihren Skalen s deutlich weiter als die Autokor-
relationsfunktion. Sie ist also fiir Aussagen iiber das echte Langzeitverhalten geeigneter als
die Autokorrelationsfunktion. Leider hat sie jedoch den entscheidenden Nachteil, dass in ihr
das Rauschen nicht wie in der Autokorrelationsfunktion herausgemittelt wird, sondern in der
Fluktuationsfunktion den Korrelationen iiberlagert ist und so auf kleinen Skalen s eher die
fiir unkorrelierte Daten charakteristische Steigung o = 0.5 liefert. Hier wollen wir uns daher
auf die Betrachtung der groflen Skalen beschrinken, da die kleinen Skalen schon mittels der
Autokorrelationsfunktion ausreichend beschrieben wurden.

Abbildung 3.17 zeigt die DFAO-Ergebnisse fiir die Reihen der Wiederkehrintervalle mit R, =
15 von langzeitkorrelierten Gauss-Daten mit v = 0.1,0.4,0.7 und 1.0 (unkorreliert). Zwischen
dem Korrelationsexponent v und dem Fluktuationsexponent « besteht der Zusammenhang
v = 2 — 2« (siehe Kapitel 2.2.3). Die gefitteten Steigungen fiir das rechts-asymptotische
Verhalten, die man dem Bild entnehmen kann, liefern numerische ~-Werte, die recht nahe am
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Abbildung 3.18: Fluktuationsanalyse (DFAQ: x, DFA1: o) der Wiederkehrintervalle langzeitkorre-
lierter (y = 0.4) Gauss-verteilter Daten zu (a) R, = 4, (b) 7, (c) 20, (d) 50, (e) 150 und (f) 500.
Asymptotisch erreichen die DFA1 Kurven in allen 6 Graphen die Steigung o = 0.8 (durchgezogene
Linien), was einem vy = 2 — 2ac = 0.4 entspricht. Auf kleinen Skalen sind die Reihen der Wiederkehr-
zeiten recht stark verrauscht, was dort zu einem kleineren Skalenexponent « fiithrt. Fiir kleine Skalen
ist deher die Autokorrelationsfunktionen geeigneter als die DFA.

urspriinglichen ~ liegen: v = 1.0 (steht fiir unkorreliertes Verhalten), v = 0.72 (also gering
schwécher korreliert als die Ursprungsdaten mit v = 0.7), v = 0.44 (anstatt v = 0.4) und
v = 0.3 (was recht deutlich von v = 0.1 abweicht). Ein -Wert von 0.1 gibt sehr starke
Langzeitkorrelationen an und ist bereits dicht am nichtstationdren Verhalten einer Reihe. Die
Korrelationen der Wiederkehrzeiten kénnen dadurch beeintréchtigt werden.

Der Einfluss der Quantilgrofle auf die DFA-Kurven ist in Abbildung 3.18 gezeigt. Dargestellt
sind die DFA0O- und DFA1-Kurven der Wiederkehrzeiten fiir sechs verschiedene R,-Werte von
Gauss-verteilten Daten mit v = 0.4. Die Verkiirzung der Reihenlénge IV, der r-Werte fiihrt da-
zu, dass das rechts-asymptotische Verhalten durch das Rauschen auf kleinen Skalen (o ~ 0.5)
nicht korrekt bestimmt werden kann. In diesen Bereichen eignet sich die Autokorrelations-
funktion besser zur Bestimmung des korrekten Korrelationsverhaltens. Die durchgezogene
Linie hat die Steigung o = 0.8 (entspricht v = 0.4) und man bekommt den Eindruck, dass
die Kurven (insbesondere DFA1) sich asymptotisch dieser Steigung tatséchlich annéhern. Das
zentrale Ergebnis aber ist, dass auch die DFA ein eindeutiges Skalenverhalten liefert, auch
wenn die hier bestimmten Exponenten etwas schwéichere Korrelationen beschreiben.

Durch die Langzeitkorrelationen, die sich auch in den Wiederkehrintervallen wiederfinden,
nimmt die Vergangenheit Einfluss auf die Zukunft. Ein zukiinftiges Wiederkehrintervall ist
vom Betrag her dem vorhergehenden Intervall &hnlich. Auf einen grofien r-Wert folgt eher
ein grofler, auf einen kleinen r-Wert eher ein kleiner. Dies steht nun vollig im Wiederspruch
zur klassischen Poisson-Statistik, in der der darauffolgende r-Wert im Mittel immer R, ist.
Dieser Einfluss soll im néchsten Abschnitt geklért werden.
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Abbildung 3.19: Definition bedingter Wiederkehrzeiten: Es werden nur diejenigen Wiederkehrzeiten
r (rot) betrachtet, welche in der Reihe der Wiederkehrzeiten unmittelbar auf eine Wiederkehrzeit der
Lénge ro folgen.

I r r

0 r
<—><—>‘

Sequenz der Wiederkehrintervalle

3.2.5 Bedingte Wiederkehrintervalle

Will man den Effekt der Langzeitkorrelationen zur Verbesserung von Prognosen und Risiko-
abschitzungen ausnutzen, muss der Einfluss der Vergangenheit auf die Zukunft beriicksichtigt
werden. Mittels bedingter Wiederkehrintervalle kann der Memory-Effekt, d. h. die Abh#ngig-
keit kiinftiger Wiederkehrintervalle von vorhergehenden Wiederkehrintervallen, quantifiziert
werden. Abbildung 3.19 erldutert das Prinzip der bedingten Wiederkehrintervalle. Es werden
nur solche r-Werte berticksichtigt, welche in der Reihe der Wiederkehrintervalle umittelbar
auf einen r-Wert einer gewissen Grofle ro (die “Bedingung”) folgen. Aufgrund der Korrelatio-
nen in den Wiederkehrintervallen folgen auf grofie r¢ eher grofle r und auf kleine rg eher kleine
r. Dies wird deutlich, wenn man iiber die bedingten r-Werte zu vorgegebenem ry mittelt, also
die bedingte Wiederkehrperiode Rq(ro) bestimmt. R,(ro) ist die im Mittel zu erwartende Wie-
derkehrzeit, wenn die Dauer zwischen den beiden vorherigen Extremereignissen rg betrigt.

Abbildung 3.20 zeigt die bedingten Wiederkehrperioden R, (7o) als Funktion von rg in Ein-
heiten der unbedingten Wiederkehrperiode R, zu vier verschiedenen g-Werten bei Gauss-
verteilten Daten mit v = 0.4 (volle Symbole) und gemischten, also unkorrelierten Daten
(offene Symbole). Der Memory-Effekt der Langzeitkorrelationen wird daran deutlich, dass
der bedingte Mittelwert R,(ro) fiir kleine Bedingungen (ro < Ry) kleiner als R, ausfillt, und
fir grofe Bedingungen (ro > R;) mit anwachsendem ry sehr stark anwéchst und deutlich
grofer als R, wird. So folgt auf einen r-Wert der Gréfie ro = 0.1R,; im Mittel ein r-Wert
der Grofe Ry(rg) ~ 0.75R, und auf einen r-Wert der Grofie 19 = 10R, im Mittel ein 7-
Wert der Grofle Ry(rg) ~ 2R,. Die bedingte Wiederkehrperiode ist also auch ein Maf}, um
abzuschétzen, ob man sich in einer Ruhephase oder in einem Cluster gehadufter Extremereig-
nisse befindet. Mischt man die Daten zuvor, so werden die Korrelationen zerstort und es gilt
R,(r9) = Ry (offene Symbole, konstant bei Ry(rg)/R, = 1). Dass die Kurven der korrelierten
Daten bei ro/R,; = 1 bereits iiber R,(ro)/R,; = 1 liegen, ist eine Konsequenz der Diskret-
heit der r-Werte: der kleinste r-Wert hat den Wert 1 und Zwischenwerte wie 0.5 oder 0.01
kommen nicht vor. Folglich sind die bei rg < R, hdufiger auftretenden ler etwas zu grof und
erhohen R,(ro) stérker gegeniiber R,. Dieser Effekt verschwindet fiir grofie 7o-Werte, da hier
aufgrund der Korrelationen deutlich weniger ler auftreten. In der gew#hlten Darstellung in
Einheiten von R, skalieren die R,(rg)-Kurven fiir verschiedene Quantile ¢ (hier R, = 10, 20,
50, und 100). Dieses Skalenverhalten hat den Vorteil, dass man zur Verbesserung der Sta-
tistik bei schlechter Datenlage, wie es in echten Daten meist der Fall ist, iiber verschiedene
q-Werte oder g-Bereiche mitteln kann, um glattere Ergebnisse zu erhalten. Auflerdem wurden
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Abbildung 3.20: Bedingte Wiederkehrperioden: Die Abbildung zeigt die arithmetischen Mittelwerte
aller bedingten Wiederkehrzeiten zu vier verschiedenen Quantilen (R, = 10 rote Kreise, R, = 20 griine
Quadrate, R, = 50 blaue Dreiecke und R, = 100 braune Rauten) von Gauss-verteilten langzeitkorre-
lierten Daten (y = 0.4, volle Symbole) und den gemischten Daten (unkorreliert, offene Symbole) als
Funktion der vorherigen Iintervalllinge ro. Die bedingten Wiederkehrperioden R4(r¢) und die Bedin-
gungen 1y sind in Einheiten von R, aufgetragen und bringen so die vier Kurven zu einem Datenkollaps.
Der Anstieg der Kurven mit grofler werdendem 7o bedeutet, dass auf grofie r-Werte héaufiger grofie
r-Werte folgen, und das Abfallen der Kurven fiir kleine rg unter 1 bedeutet analog, dass auf kleine
r-Werte eher wieder kleine r-Werte folgen. Dieses Verhalten ist eine direkte Auswirkung der Lang-
zeitkorrelationen auf die Wiederkehrintervalle und erklért das korrelationsbedingte Clustern extremer
Ereignisse. Abbildung nach [Bunde 2004a].

die Ry(rp)-Kurven fiir die Auftragung logarithmisch gebinnt. Das heifit, es wurden bei grofien
ro-Werten mehrere zusammengefasst, da sonst die schlechter werdende Statistik die Kurven
sehr stark verrauschen wiirde. Die Anzahl der ro-Werte pro Bin wéchst dabei exponentiell
an, sodass die logarithmische Auftragung dquidistante Absténde bei grofien ro-Werten liefert.
Diese Form des Binnens wurde auch bei den Histogrammen in den vorherigen Abschnitten
angewendet, wenn die Auftragung der z-Achse logarithmisch gewéhlt war. Die Ergebnisse
basieren auf einer Statistik von 150 Konfigurationen mit jeweils 22! Datenpunkten.

Abbildung 3.21 zeigt die bedingten Wiederkehrperioden auch fiir die anderen drei Vertei-
lungsfunktionen. Die gewéhlten g-Werte entsprechen R, = 5, 10, 50 und 250. Man sieht zwar
Unterschiede im exakten Verhalten der R,(ro)-Kurven, aber bei allen vier Verteilungen ist
die Tendenz dieselbe: 1. Nach kurzen Wiederkehrzeiten ist eher mit einer weiteren kurzen
Wiederkehrzeit zu rechnen und Extremereignisse kénnen clustern. 2. Nach einer langen Wie-
derkehrzeit ist eher mit einer langen Wiederkehrzeit zu rechnen und Extremereignisse treten
seltener auf. In Abbildung 3.21(e) sind nur vier R,(rg)-Kurven fiir R, = 100 gezeigt, aber jede
fiir eine der vier Verteilungsfunktionen. In dieser doppellogarithmischen Auftragung erscheint
das Anwachsen von R,(ro) mit rg fiir Potenzgesetz-verteilte Zahlen und Log-normal-verteilte
Zahlen fast linear zu sein, was wiederum einem Potenzgesetzverhalten im funktionellen Zu-
sammenhang von R,(rg) entsprechen wiirde.
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Abbildung 3.21: Bedingte Wiederkehrperioden als Funktionen von 7¢ bei langzeitkorrelierten Daten
(v = 0.4) der vier untersuchten Verteilungen. Abbildung (a) zeigt das Ergebnis fiir Gauss-verteilte
Zahlen zu vier vorgegebenen Wiederkehrperioden R, = 5 (rote Kreise), 10 (griine Quadrate), 50
(blaue Dreiecke) und 250 (bordeaux Rauten). Der Korrelationseffekt ist deutlich zu erkennen: auf
grofle 9 sind im Mittel deutlich gréfiere »-Werte als R, zu erwarten und auf kleine ry kleiner r-
Werte. Durch die Skalierung mit der unbedingten Wiederkehrperiode R, werden die vier Kurven zum
Kollaps gebracht. Abbildung (b) zeigt dieselben Resultate fiir exponentiell verteilten Daten, (c) fiir
Potenzgesetz-verteilten Daten und (d) fiir Log-Normal-verteilte Daten. Alle vier zeigen den korre-
lationsbedingeten Memory-Effekt durch einen sehr dhnlichen Verlauf der Kurven. In Abbildung (e)
sind nochmal zu R, = 100 die Kurven der vier Verteilungen (Gauss: rote Kreise, exponentiell: griine
Quadrate, Potenzgesetz: blaue Dreiecke, Log-Normal: bordeaux Rauten) eingezeichnet. Es gibt zwar
Unterschiede in den Kriimmungen, aber die Tendenz ist bei allen vier Verteilungen mit selbem v = 0.4
dieselbe. Abbildung nach [Eichner 2006b].



56 KAPITEL 3. EXTREMWERTSTATISTIK I: WIEDERKEHRINTERVALLE

Um das Clustern und die Ruhephasen auch in oft viel zu kurzen gemessenen oder rekonstru-
ierten Datensétzen studieren zu kénnen, muss man die Statistik verbessern, indem man be-
stimmte ro-Bereiche zusammenfasst. Anstatt ro-Werte vorzugeben, kann man die Bedingung
auch wie folgt formulieren: Es werden nur die r-Werte beriicksichtigt, welche unmittelbar
auf einen ro-Wert folgen, der gréer oder kleiner als ein vorgegebener Schwellwert ist. Als
Schwellwert bietet sich R, oder auch der Median r* der r-Werte an. Man kann die gréeren
r-Werte dann mit 4+ und die kleineren mit — indizieren. Fiir die bedingten Wiederkehrper-
ioden bedeutet das, dass man ein R(Jj bzw. ein R~ erhdlt. Der Median hat gegeniiber R, als
Bedingung den Vorteil, dass sich R(‘; bzw. R, aus derselben Anzahl an rT-Werten wie r~-
Werten zusammensetzen und damit die gleiche statistische Giite haben. Abbildung 3.22(a)
zeigt zwei Werte fiir R;‘ und R, bei Gauss-verteilten langzeitkorrelierten Daten (v = 0.4,
siehe z-Achse) mit dem Median r* als Bedingung. Die Langzeitkorrelationen lassen die Werte
in etwa symmetrisch um R;r/f/Rq =1 bei etwa R;‘/Rq ~ 1.2 und R, /R, ~ 0.8 erscheinen.
Variiert man nun v und damit die Stérke der Korrelationen, so erhélt man die beiden Kurven
fiir R; und R, als Funktion von v, wie sie in Abbildung (b) gezeigt sind. Die beiden Kur-
ven beruhen fiir jeden v-Wert (in 0.05er Schritten) auf 150 Reihen kiinstlicher Gauss-Daten
mit Reihenlingen N = 22!. Abbildung (c) zeigt die Resultate fiir die echten Daten, die be-
reits in Kapitel 2.3.2 und in Abbildung 3.11 vorgestellt wurden. Man sieht, dass die Werte
der bedingten Wiederkehrperioden innerhalb der Fehlerbalken der kiinstlichen Jahresdaten
(schwarze T-férmige Linien) liegen. Um aus den echten Daten trotz der geringen Statistik
noch Ergebnisse fiir R;r bzw. R, zu bekommen, wurden die Ergebnisse fiir jede Reihe tiber
einen g-Bereich gemittelt, was aufgrund des Datenkollaps in Abbildung 3.20 gerechtfertigt ist.
Dabei wurde der ¢g-Bereich jeweils so gewéhlt, dass der kleinste ¢-Wert noch eine Wiederkehr-
periode von R, > 3 Jahre ergab und der gréfite g-Wert noch mindestens 50 Wiederkehrzeiten
in jeder Reihe lieferte. Abbildung (d) zeigt mit den offenen Symbolen noch die Ergebnisse
fiir die gemischten (also unkorrelierten) echten Daten. In diesem Fall sollte R;‘ ~ R, ~ R,
gelten, was das Bild auch bestétigt.

In Abbildung 3.23 wurden die bedingten Wiederkehrperioden R;‘ und R, noch erweitert,
indem auch der vor-vorhergehende Wert r_; beriicksichtigt wurde. Die beiden neuen Grofien
R(‘]H' bzw. R~ setzen sich aus all jenen r-Werten zusammen, deren unmittelbarer Vorgénger
ro und dessen Vorginger r_; beide grofer bzw. kleiner als R, waren. Es wurde fiir dieses
Bild als Bedingung R, statt des Medians r* gewahlt, da bei den kiinstlichen Daten kein so
grofler Wert auf eine ausgewogene Statistik gelegt werden muss wie bei den echten Daten.
Die Statistik kann hier nahezu beliebig verbessert werden. Da der Median kleiner als R, ist
(aufgrund der korrelationsbedingten riesigen Anzahl an r-Werten mit r = 1), werden durch
die Bedingung ro > R, grofle r-Werte stérker betont als durch die Bedingung ro > r*. R;
wird demnach im stark korrelierten Fall deutlich grofier, wenn es mit rg > R, bedingt ist,
anstatt mit ro > r*. Vergleicht man R aus Abbildung 3.23(a) mit R} Abbildung 3.22(b),
so sieht man nochmal den unterschiedlichen Einfluss der Bedingung 7. In Abbildung 3.23(a)
sind die Ergebnisse von R, R, R, und R~ fiir Gauss-verteilte Daten zu R, = 50 in
Einheiten von R, gegeniiber v aufgetragen. Der Korrelationseffekt (das Auseinanderlaufen
der +-Kurven) ist bei den zweifach bedingten Gréfien RS * und R, ~ noch stérker als bei den
einfach bedingten R(‘; und R, . Eine gemischte Grofe, also so etwas wie R;“ oder R T wiirde
den Memory-Effekt nur geschwicht zeigen, da sie der Erhaltungsneigung der langzeitkorre-
lierten r-Reihe nicht entspricht. Deshalb wurde einer solchen Grofle kein Interesse gewidmet.
Die durchgezogenen schwarzen Linien liegen bei 1 und deuten die Lage fiir den unkorrelierten
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Abbildung 3.22: Bedingte Wiederkehrzeiten R / ~(ro) langzeitkorrelierter Gauss-verteilter (a,b) und
echter Daten (c,d) als Funktion vom Korrelationsexponent . Aufgrund der geringen Statistik echter
Daten haben wir die Reihe der Wiederkehrzeiten unterteilt in die Reihen derjenigen r-Werte, welche
unmittelbar auf ein r¢ grofer dem Median r* aller r-Werte folgen (ihr Mittelwert wurde mit R;r
bezeichnet) und in die Reihe aller r-Werte, welche unmittelbar auf ein ro kleiner dem Median r*
folgen (mit dem Mittelwert R ). Abbildung (a) zeigt fiir Gauss-verteilten Daten mit v = 0.4 die
beziiglich des Medians bedingten Wiederkehrperioden R, (unteres Kreuz) und R, (oberes Kreuz),
also in etwa den Mittelwert der linken bzw. rechten Hélfte der Kurven von Abbildung 3.20. Abbildung
(b) zeigt das numerische Ergebnis (gestrichelte Kurven) fiir viele verschiedene y-Werte. In Abbildung
(c) sind die zugehorigen Fehlerbreiten der getsrichelten Kurven aus (b) eingezeichnet und aulerdem
die Resultate fiir die echten Datensétze, die schon in Abbildung 3.11 betrachtet wurden (Symbole
siche Legende). Zerstort man die Korrelationen mittels mehrfachen Mischens der echten Datensétze,
so konnen die Bedingungen keinen Einfluss auf die bedingten Wiederkehrperioden haben. R;r und R
sollten nahezu identisch zu R, sein und der Quotient somit 1. Abbildung (d) zeigt die Resultate fiir
die echten Daten, wenn sie zuvor gemischt wurden (offene Symbole). Abbildung nach [Bunde 2005].
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Abbildung 3.23: Bedingte Weiderkehrperioden Ry~ und Rf ™/~ in Einheiten von R, (hier R, = 50)
als Funktion des Korrelationsexponent v zu den betrachteten vier Verteilungen: (a) Gauss, (b) expo-
nentiell, (c) Potenzgesetz und (d) Log-Normal. R} (blaue Kreise, oben) bzw. R, (blaue Kreise, unten)
bezeichnen die einfach bedingten Wiederkehrperioden, die sich aus den Wiederkehrintervallen r zu-
sammensetzen, welche unmittelbar auf ein Intervall ro > R, (+) bzw. 79 < Ry (—) folgen. R}
(rote Kreise, unten) bzw. R~ (rote Kreise, oben) bezeichnen die doppelt bedingten Wiederkehrpe-
rioden, bei denen sowohl der unmittelbar vorhergehende Wert 7y gréfer bzw. kleiner R, ist als auch

der vor-vorhergehende Wert r_;. Formal also: Rf* = Ry(ro > Ry Ar_1 > R,), R~ analog. Das

Auseinanderlaufen der Kurven mit kleiner werdenden ~-Werten ist eine direkte Konsequenz der Lang-
zeitkorrelationenen der urspriinglichen xz-Werte auf die Reihen der zugehorigen Wiederkehrzeiten r.
Im unkorrelierten Fall (y > 1) degenerieren alle R-Werte zu R, (horizontale schwarze Linie). Man
beachte die halblogarithmische Auftragung. Alle Werte sind iiber 20 Reihen mit jeweils knapp 42000
r-Werten gemittelt. Abbildung nach [Eichner 2006b).

Fall an. Die Abbildungen (b), (¢) und (d) zeigen die Resultate fiir die anderen drei Vertei-
lungsfunktionen. Der Effekt ist bei Potenzgesetz- und Log-Normal-verteilten Daten in der
halblogarithmischen Auftragung sogar stérker als bei Gauss- oder exponentiell-verteilten Da-
ten. Der zu erwartende r-Wert ist bei v = 0.2 im zweifach bedingten Fall bis zu einem Faktor
4 groBer (++) oder einem Faktor 2.5 kleiner (——) als R,. Alle Ergebnisse beruhen auf einer
Statistik von 20 Reihen mit jeweils 22! Datenpunkten, was bei R, =50 etwa 42000 r-Werten
pro Run entspricht.

3.2.6 Bedingte Verteilungsdichten der Wiederkehrintervalle

Da die Grofie Ry(rp) und ebenso die Grofien Ry /~ und Ry /=7 aus dem vorherigen Kapitel
bedingte Mittelwerte darstellen, also demnach verbesserte Naherungen fiir den Erwartungs-
wert von Wiederkehrzeiten in langzeitkorrelierten Systemen, gewinnt man aus ihnen keine
Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber einzelne mogliche Wiederkehrintervalle. Oft lautet in der
Praxis eine relevante Fragestellung, wie wahrscheinlich es ist, dass das néchste Wiederkehr-
intervall langer oder kiirzer als ein vorgegebener Schwellwert r. ist, der sich deutlich von den



3.2. STATISTIK DER WIEDERKEHRZEITEN BEI LANGZEITKORRELATIONEN 59

filled: ry/R, = 1/4
open: r,/R, = 4

= 10
S o
o (S}
o 107 N
o 'lfg 0
10 *5 ¥ 53
<] y=04
P
10’4 1 1 [

Abbildung 3.24: Verteilungsdichtefunktionen der bedingten Wiederkehrintervalle: Abbildung (a) zeigt
fiir Gauss-Zahlen mit v = 0.4 die skalierten Verteilungsdichtefunktionen R, P, (r|ro) zu drei verschiede-
nen Quantilen (Rq = 15, 25 und 44) und zwei verschiedenen Bedingungen, ro/R, = 4 (offene Symbole)
und ro/Rg = 0.25 (volle Symbole). Man sieht in dieser Auftragung deutlich die grofiere Hiufigkeit der
grofen r/R,-Werte nach grofien ro/R,-Werten (offene Symbole iiber geschlossenen Symbolen). Abbil-
dung (b) zeigt dieselben Kurven nochmal, wobei die z-Achse mit (r/R,)” aufgetragen wurde, sodass
ein gestreckt exponentieller Verlauf als Gerade erscheint (siehe schwarze Linien). Man sieht, dass die
bedingten Verteilungsdichten P, (r|ry) rechts-asymptotisch (fiir grofie r/R,-Werte) einen gestreckt ex-
ponentiellen Verlauf annehmen (bis auf das Finite-Size-typische Abfallen fiir grofie R,). In Abbildung
(c) sind dieselben Kurven in doppelt-logarithmischer Auftragung dargestellt, um den Bereich kleiner
r/R,-Werte zu betonen. Das Verhalten der Kurven bei kleinen r-Werte dreht sich gegeniiber (a) um,
da auf kleine ro/R,-Werte hiufiger kleine r/R,-Werte folgen. Abbildung nach [Bunde 2005].

obigen Mittelwerten unterscheidet. Dazu ist es notwendig, den Verlauf der bedingten Vertei-
lungsfunktion der Wiederkehrintervalle zu kennen. Aus ihrer Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion P,(r|rp) lassen sich die relevanten Grofen fiir Risikoabschitzungen bestimmen. Das erste
Moment ist (per Definition) die bedingte Wiederkehrperiode R4(rg). Die Wahrscheinlichkeit,
einen r-Wert grofler oder gleich einem vorgegebenen Schwellwert r. zu erhalten, wenn der
vorherige r-Wert von der Grofle ro war, ist dann

Wo(r > re|ro) = / Py(r'|ro)dr'. (3.31)

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen rp-bedingten r-Wert kleiner als r. ist Wy(r < r¢|rg) =
1 —Wy(r > relro).

Abbildung 3.24 zeigt die bedingten Verteilungsdichtefunktionen P,(r|rg) basierend auf allen
r-Werten, deren Vorgénger 7y entweder im Bereich rg ~ 1/4R, oder ro ~ 4R, liegen. Dabei
wurde dem Bereich um ry die Breite +0.1ry gegeben. In (a) ist die Auftragung halbloga-
rithmisch. Man sieht ein deutliches Auseinanderlaufen der Kurven fiir grofile r-Werte. Die
Kurven fiir grofe ro/R, liegen im Bereich grofier r/R,-Werte iiber den Kurven fiir kleine
ro/Rq, da sich in den Verteilungsdichten bei groBen r¢/R, korrelationsbedingt mehr grofie
r/RqsWerte wiederfinden als in den Verteilungsdichten bei kleinen ro/R,. In (b) ist auf der
x-Achse (r/R,)" aufgetragen, da in dieser Darstellung eine gestreckt exponentielle Form als
Gerade erscheint. Man sieht, dass auch die bedingten Verteilungsdichtefunktionen asympto-
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Abbildung 3.25: Bedingte Verteilungsdichtefunktionen der Wiederkehrintervalle kiinstlicher und ech-
ter Daten: Wie im Zusammenhang mit Abbildung 3.22 bereits erklért, sind bei der Analyse echter
Daten mit Riicksicht auf die geringere Statistik die Bedingungen ro > 7* (P (r)) baw. ro < r*

(P, (r)) sinnvoller. Abbildung (a) zeigt die bedingten Verteilungen der Wiederkehrintervalle kiinstli-

cher Gauss-Daten mit denselben Reihenléngen und denselben fiinf verschiedenen y-Werten, welche aus
der DFA-Analyse der echten Reihen aus Abbildung 3.22(a) bestimmt wurden (von oben nach unten:
~v=0.8,0.55,0.4, 0.3 und 0.1). Die offenen Symbole stehen fiir PqJr (r), die vollen fiir P, (7). Es wurden
hier 10000 Konfigurationen iiber einen Quantilbereich gemittelt, sodass R, > 3 war und die Anzahl
der Wiederkehrzeiten pro Run nicht unter 50 fiel, um eine moglichst gute Statistk der Wiederkehr-
intervalle zu erreichen. Abbildung (b) zeigt dieselben Resultate fiir die fiinf echten Reihen (Symbole
siehe Abbildung 3.22). Man sieht auch hier den Korrelationseffekt im Auseinanderlaufen der bedingten
Verteilungen im Vergleich der offenen Symbole mit den geschlossenen Symbole. Die Abbildung basiert
auf Berechnungen von Jan W. Kantelhardt und ist aus [Bunde 2005].

tisch fiir grofle /R, einen gestreckt exponentiellen Verlauf annehmen. Die Abweichungen bei
grofien r/R,-Werten sind denselben Finite-Size Effekten zuzuschreiben wie in Abbildung 3.10.
Fiir grofie ¢ bzw. grofie R, fallen die Kurven frither vom geraden Verlauf einer gestreckt ex-
ponentiellen Funktion ab (Vergleich mit durchgezogenen schwarzen Lininen). Abbildung (c)
zeigt in doppelt-logarithmischer Auftragung den Bereich fiir kleine r/R,. Hier dreht sich die
Lage der Kurven um. P, (r|rg) verlduft fir den groBeren ro/R,-Wert unter der Kurve fiir den
kleineren ro/R,-Wert, da aufgrund der Korrelationen im Falle kleiner o/ R,-Werte in Py (r|r¢)
auch mehr kleine r/R,-Werte zu erwarten sind.

Dass dieser Effekt so auch in echten Daten zu sehen ist, bestétigt Abbildung 3.25. Abbildung
(a) zeigt die Groflen P, (r) und P, (r), welche als Bedingungen ro/R, > r*/R, und 7o/Ry <
r*/R, haben (ganz analog zu R(Jj und R;), wobei r* wieder der Median aller r-Werte zu
gegebenem g-Wert ist. Die zugrunde liegenden Datensétze waren Gauss-verteilt mit denselben
Korrelationsexponenten und denselben Reihenldngen wie sie die echten Reihen aus Abbildung
3.11 haben. Es wurde jedoch iiber 10000 Reihen gemittelt, um glatte Kurven zu bekommen.
Die Kurven laufen im Bereich grofier r/R,-Werte auseinander und die Kurve P," liegt dort
iiber . Abbildung zeigt nun die Ergebinsse fiir die echten Datensétze, wie sie in Abbildung
2.15 und 3.11 verwendet wurden. Der Korrelationseffekt ist auch in den echten Datensétzen
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Abbildung 3.26: Quotient aus bedingter Verteilungsdichte P, (r|rg) und unbedingter Verteilungsdichte
P,(r) Gauss-verteilter (a,b,c) und exponentiell verteilter (d,e,f) langzeitkorrelierter (v = 0.4) Zahlen.
Abbildungen (a) und (d) zeigen das Verhiltnis fir die Bedingung ro/R, = 1/4, (b) und (e) fiir
ro/Ry = 1 und (c) und (f) fiir ro/R, = 4. Der Datenkollaps besteht aus sechs verschiedenen R,
Werten: Ry = 20 (rote Kreise), 50 (griine Quadrate), 100 (blaue Dreiecke nach unten), 150 (bordeaux
Rauten), 250 (orange Kreuze) und 500 (tiirkise Dreiecke nach oben). Man sieht, wie sich das Maximum
mit anwachsendem rg nach rechts verschiebt, sogar divergieren zu scheint. Insbesondere die Epochen, in
denen lange Ruhephasen aufeinanderfolgen, erzeugen einen groflen Unterschied zwischen der bedingten
und der unbedingten Verteilungsdichte. Im unkorrelierten Fall ist P,(r|rg) unabhingig von ¢ und
demnach gleich P,(r), sodass der Quotient 1 ergibt (durchgezogene schwarze Linie). Die oberen drei
Graphen basieren auf einer Statistik von 1000 Konfigurationen mit N = 22! Datenpunkten, die unteren
drei Kurven auf 150 Konfigurationen derselben Lange. Der Korrelationseffekt erscheint verteilungs-
unabhéingig und nur von der Bedingung, also dem Einfluss der Vergangenheit auf die (unmittelbare)
Zukunft, abhéingig zu sein. Abbildung nach [Eichner 2006b].
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Abbildung 3.27: Definition der bedingten Latenzzeiten 7,(t|ro) bei vorangegangener Ruhephase der
Lénge t: In vielen praktischen Fragestellungen nach zukiinftigen Ereignissen hat man noch die Infor-
mation der unmittelbaren Vergangenheit seit dem letzten Ereignis. In Systemen mit Abhéngigkeiten,
also z. B. langzeitkorrelierten Systemen, nimmt diese Dauer ¢ #hnlich wie bereits ro Einfluss auf das
Eintreten zukiinftiger Ereignisse. Die uns jetzt interessierende Grofle 7,(t|rg) (bedingte Latenzzeit)
setzt sich also zusammen aus den r-Werten, die unmittelbar auf ein r¢ folgen und auflerdem eine Min-
destlidnge t iiberschritten haben. Die mittlere bedingte Latenzzeit schliefit damit alle kurzen Intervalle
aus, die seit dem letzten Extremereignis hétten eintreten kénnen.

deutlich zu sehen. Fiir die Analyse wurde iiber dieselben g-Bereiche gemittelt wie in Abbildung
3.22.

Abbildung 3.26 zeigt fiir Gauss- und exponentiell verteilte langzeitkorrelierte Daten das
Verhéltnis von bedingter und unbedingter Verteilungsdichte der Wiederkehrzeiten zu drei
verschiedenen Bedingungen ro/R, = 1/4, 1.0 und 4. Die Sequenz der Bilder verdeutlicht
nochmal den starken Korrelationseffekt auf die Verteilungsdichtefunktionen und die daraus
resultierenden Verschiebungen der Peaks mit anwachsender Bedingung. W&hrend kleine Be-
dingungswerte eine (leichte) Erhéhung der Wahrscheinlichkeitsdichte bei kleinen r/R,-Werten
verursachen, rutscht der Peak bei grofien Bedingungen zu grofien r/R,-Werten und scheint bei
sehr grofien Bedingungen sogar zu divergieren. Hier fiihrt die endliche Reihenldnge und damit
stark beschriankte Lénge der maximalen Wiederkehrintervalle in einen Bereich, in dem keine
Statistik mehr vorhanden ist, die Kurven brechen ab. Durch die Beschrdnkung der r-Werte
nach unten (kleinster r-Werte ist 1) ist der Effekt bei kleinen r/R,-Werten zwar schwécher.
Er ist aber nicht zu unterschétzen, da diese ler fiir das Clustern, also das gehdufte Auftreten
von Extremereignissen zusténdig sind. Das divergente Erscheinen der grofien r-Werte besagt,
dass die Ruhephasen, die auf lange Ruhephasen folgen, wieder mit hoher Wahrscheinlichkeit
sehr lang werden. In langzeitkorrelierten Systemen sind also nach langen Ruhephasen Extre-
mereignisse keineswegs iiberféllig. Im Gegenteil, sie sind ein Indiz dafiir, dass auch weiterhin
eine ruhige kurz- und mittelfristige Zukunft ohne viele Extremereignisse bevorsteht.

3.2.7 Bedingte Latenzzeiten

Die bedingten Wiederkehrintervalle beriicksichtigen die Vergangenheit in Form eines vollstandi-
gen Wiederkehrintervalls zwischen den letzten beiden Extremereignissen. Es wird jedoch nicht
beriicksichtigt wie lange das letzte Extremereignis bereits zuriickliegt. Angenommen, das letz-
te Extremereignis (z; > ¢) fand zum Zeitpunkt i statt, dann kann seit dem bereits die Zeit
t vergangen sein, ohne dass ein weiteres Extremereignis stattgefunden hat (z,4; < ¢ fiir
j=1,2,...,t). Diese Dauer t zwischen dem jetzigen Zeitpunkt und dem letzten Extremereig-
nis enthélt im korrelierten Fall zusétzliche Information, die ebenfalls beriicksichtigt werden
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Abbildung 3.28: Bedingte Latenzzeiten 7,(t|rg) Gauss-verteilter langzeitkorrelierter Daten (y = 0.4)
bei vorangegangener Ruhephase der Lénge ¢t = 0 (geschlossene Symbole, 7,(t = 0|rg) = R4(ro)) und
t = Rq/4 (offene Symbole). Die Kurven fiir die gewihlten Quantile (siehe Legende) werden auch fiir die
GroBe 74(t|ro) durch Skalieren mittels der unbedingten Wiederkehrperiode R, zum Kollaps gebracht.
Die bedingte Lantenzzeit (offene Symbole) liegt fiir die gew#hlten Parameter v = 0.4 und t/R, =
0.25 etwa um den konstanten Wert 0.5 iiber der bedingten Wiederkehrperiode R4(rg) (geschlossene
Symbole), d. h. je linger die Ruhephase schon andauert, um so linger muss im Mittel auf das kommende
Extremereignis gewartet werden. In langzeitkorrelierten Systemen gilt demnach, je linger die aktuelle
Ruhephase schon andauert und je ldnger die Zeit zwischen den beiden letzten extremen Ereignissen
dauerte, um so langer ldsst das zukiinftige Extremereignis auf sich warten. Die Abweichungen bei
grofen ro/R,-Werten und groBen R, sind auf Finite-Size Effekte zuriickzufithren.

muss. Die verbleibende Restdauer bis zum néchsten Extremereignis (Englisch residual waiting
time) mochte ich hier mit Latenzzeit 7(t) bezeichnen. Beriicksichtigt man neben ¢ auch das
vorangegange ro, so hat man die bedingte Latenzzeit (oder Restwartezeit) 74(t|rg). Abbildung
3.27 stellt die Definition von 7,4(t|rg) graphisch dar. Da wir uns nur fiir die Mittelwerte von
74(t|ro) zu vorgegebenem t und r( interessieren, steht 7,4(t|ro) analog zur bedingten Wieder-
kehrperiode Ry(rp). Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet man sich an einem Extremereignis und es
gilt 74(0|rg) = Ry(ro). Bei bekannter bedingter Verteilungsdichtefunktion Pg(r|r¢) lautet die
Definition der bedingten Latenzzeit

7. (tlro) ::/t (r — )P, (r|ro) dr// (rlro)dr (3.32)

Der Einfluss der bereits verstrichenen Dauer t seit dem letzten Extremereignis ist in Abbildung
3.28 fiir Gauss-verteilte langzeitkorrelierte Daten (v = 0.4) dargestellt. Dort wird die Kurve
der bedingten Wiederkehrperiode R4(rg) = 74(0|rg) (volle Symbole) aus Abbildung 3.20 mit
der bedingten Latenzzeit 74(t|ro) fiir ¢ = R,/4 verglichen. Das Ergebnis zeigt, je linger die
aktuelle Ruhephase t anhélt und je grofer die letzte Wiederkehrzeit rg war, umso langer wird
die Zeit 7 bis zum néchsten Extremereignis dauern. Fiir t/R, = 1/4 ist die zu erwartende
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Abbildung 3.29: Bedingte Latenzzeiten 74(t|rg) als Funktion von ro (a) und ¢ (b) in doppelt-
logrithmischer Auftragung (Anm.: in dieser Abbildung x statt ¢). Abbildung (a) zeigt, wie in Abbildung
3.28, das Anwachsen der bedingten Latenzzeit als Funktion von Bedingung 7o fiir vier verschiedene
t-Werte (von unten nach oben: t/R, = 0 (entspricht R,(r¢)), 0.25, 1 und 4) und vier ¢-Werte (¢ = 1.0,
1.25,1.5 und 1.75). Abbildung (b) zeigt die bedingten Latenzzeiten als Funktion der anhaltenden Ruhe-
phase ¢ (hier z). Die obere diinne Linie steht fiir die Bedingung ro/R, = 8, die untere fiir /R, = 1/8.
Die mittlere Linie entspricht der Mittelung tiber alle moglichen Bedingungen und somit einer Grofe
74(t). Das Bild zeigt, je langer die Ruhephase ¢ schon andauert, um so langer muss im Mittel auf das
kommende Extremereignis gewartet werden. In langzeitkorrelierten Systemen findet man demnach ein
eher unintuitives Anwachsen der Latenzzeiten. Das heifit, je langer die aktuelle Ruhephase schon an-
dauert und je ldnger die Zeit zwischen den beiden letzten extremen Ereignissen dauerte, um so langer
lasst das zukiinftige Extremereignis auf sich warten. Abbildung entnommen aus [Bunde 2005].

Verlangerung gegeniiber Ry, also die Differenz zwischen R (ro) und 74(Ry/4|r0), etwa konstant
0.5R, und 74(Ry/4|r0)/Rq liegt sogar fiir kleine r9/R, deutlich iiber R,.

Die Beriicksichtigung von rg in langzeitkorrelierten Systemen fiihrt dazu, dass 74(R,/4|ro)
genau wie Ry(rp) mit anwachsendem ry ebenfalls anwichst. Der Einfluss von ¢ schliefit fiir die
Bestimmung von 7,(R,/4|rp) nicht nur alle Werte r < ¢ aus, sondern verursacht aufgrund der
Langzeitkorrelationen auch noch einen dhnlichen Effekt wie rq: Wenn ¢ bereits grof3 ist, steigt
die Wahrscheinlichkeit, dass das néchste Intervall r =t + 7,(t|ro) ebenfalls gréofer wird. Ab-
bildung 3.29(b), in der 74(t|ro) als Funktion von ¢ aufgetragen ist, zeigt sogar, dass fiir grofie ¢
auch 7,(t|rg) ansteigt. Je grofer t ist, desto linger wird auch 7,(t|rp). Entgegen der intuitiven
Erwartung, dass nach einer gewissen Ruhephase ¢t nun endlich wieder mit einem Extremer-
eignis zu rechnen sein sollte, zeigt dieses Bild, dass die verbleibende Zeit bis zum né#chsten
Extremereignis umso lénger ist, je langer die aktuelle Ruhephase ¢ bereits anhilt. Nach lan-
gen Ruhephasen rg und anhaltender Ruhephase ¢ wird in langzeitkorrelierten Systemen ein
néchstes Extremereignis nicht etwa “iiberfillig”, sondern ldsst mit hoher Wahrscheinlichkeit
noch weiterhin auf sich warten. Dieser Effekt ist in unkorrelierten Daten nicht zu sehen.

Abbildung 3.30 zeigt die Lantenzzeiten als Funktion von v mit ¢/R, = 0.25 fiir Gauss-Daten
(gestrichelte Linien) und fiir die echten Daten, wie in Abbildung 3.22. Dabei wurde die Gréfie
T,;— / ~(t) vollig analog zu R; /= gebildet (siche Kapitel 3.2.5). Als Bedingung wurde auch hier
aus statistischen Griinden der Median r* gewéhlt. Der g-Bereich, iiber den gemittelt wurde,
ist ebenfalls mit dem aus Abbildung 3.22 identisch. Die Ergebnisse der echten Daten liegen
(bis auf die Temperaturreihe von Baffin Island) innerhalb der Fehlerbalken. Zum Kontrast
sind auch die Ergebnisse der gemischten Daten (offene Symbole) gezeigt. Sie laufen nicht
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Abbildung 3.30: Bedingte Latenzzeiten 7, /= (t) bei vorangegangener Ruhephase der Lange t = 1/4R,,
kiinstlicher (a) und echter (b) langzeitkorrelierten Daten als Funktion der Korrelationsexponenten +.
Die Abbildung ist véllig analog zur Abbildung 3.22. Abbildung (a) zeigt das Anwachsen von 7,f(t)
mit stérker werdenden Korrelationen wihrend 7, (t) zum gewihlten ¢/R, = 0.25 in etwa konstant
bleibt, aber bereits deutlich gréfer als die unbedingte Wiederkehrperiode R,. Abbildung (b) zeigt die
Resultate fiir die echten Reihen aus Abbildung 3.11 (volle Symbole) und die zugehérigen gemischten
Reihen (offene Symbole). Die Latenzzeiten der gemischten Reihen liegen tiber R, der Quotient fiir die

gemischten Reihen liegt bei etwa 1.1. Abbildung nach [Bunde 2005].

auseinander, liegen aber etwas iiber der Linie fiir Tq " (t)/Rq = 1, etwa bei 1.1. Referenz
[Sornette 1997] hat sich mit diesem Problem auseinander gesetzt und Schrelbt es einem Finite-
Size Effekt zu.
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Kapitel 4

Extremwertstatistik 11:
Statistik der Maximawerte

Die Extremwertstatistik ist in den letzten 50 Jahren zu einer der wichtigsten Disziplinen
der Statistik und der angewandten Wissenschaften geworden [Gumbel 1958, Galambos 1978,
Leadbetter 1983, Galambos 1994, Coles 2001]. Sie hat auBerdem Einzug gehalten ins Risi-
komanagement der Finanzmérkte, ins Versicherungswesen und besonders in Riickversiche-
rungen, welche sich am intensivsten mit Naturkatastrophen und Katastrophen jeglicher Art
auseinandersetzen miissen [Smith 1996, Embrechts 1997, Embrechts 1999, Danielsson 2000,
Reiss 2001]. Aber auch in vielen physikalischen und technischen Bereichen ist sie ein wichti-
ges Instrument [Bramwell 1998, Bramwell 2000, Raychaudhuri 2001, Dean 2001, Guclu 2004,
Majumdar 2004]. Die Extremwertstatistik, d. h. die Statistik der Maximawerte, trifft Wahr-
scheinlichkeitsaussagen fiir Ereignisse, die oft extremer sind als alle, die bisher beobachtet
wurden. Wenn beispielsweise ein neuer Damm gebaut wird, so soll dieser wéihrend seiner Le-
bensdauer von sagen wir 100 Jahren einen Schutz gegen alle Fluten garantieren, die innerhalb
dieser 100 Jahre vorkommen kénnen. Meistens gibt es aber nur verléssliche historische Aufzei-
chungen, die nur wenige Jahrzehnte zuriickreichen. Um also die Grofle einer Flut abzuschétzen,
die hochstens alle 100 Jahre auftritt, muss man aus den Aufzeichnungen extrapolieren. Es ist
Aufgabe der Extremwerttheorie, ein mathematisches Geriist zu liefern, mittels dessen diese
Abschitzungen so realistisch wie moglich werden. Zum einen, um moglichst hohe Sicherheit
zu gewéhren, zum anderen aber auch, um unnotige Kosten (z. B. bei einem félschlich iiber-
dimensonierten Bau eines Damms) zu sparen.

Da man in der Praxis so gut wie keine empirischen oder physikalischen Richtlinien zur
Verfiigung hat, die eine dem Problem angepasste mathematische Extrapolation vorschrei-
ben, bedient man sich asymptotischer Argumente. Dies sieht dann wie folgt aus: x1, x2, ...
seien Messwerte, beispielsweise téglich gemessene Pegelstdnde oder Tageshdchsttemperaturen.
Dann ist

R)

m® = max{z1,s,..., x5} (4.1)

der maximale Pegelstand oder die maximale Tageshdchsttemperatur einer R-tégigen Be-
obachtung. Da das exakte statistische Verhalten der x; in der Praxis nicht bekannt ist,
kann auch keine exakte Aussage iiber das Verhalten von m(? getroffen werden. Jedoch
kann unter gewissen Bedingungen, die im Folgenden noch erklért werden, das Verhalten von

67



68 KAPITEL 4. EXTREMWERTSTATISTIK II: STATISTIK DER MAXIMAWERTE

m®B) fiir R — oo durch Grenzwertgesetze bestimmt werden. Diese Grenzwertgesetze liefern
fir die Verteilungen der Maxima Modelle, welche mittels der beobachteten Werte z; und
mP) angepasst (gefittet) werden und erlauben es, auf unbeobachtete Werte zu extrapolieren
[Gumbel 1958, Galambos 1978, Leadbetter 1983]. Diese Methode, auch Eztremwertparadigma
genannt [Coles 2001], hat ganz offensichtlich Schwichen, da man im Rahmen der Extrapola-
tion dem Prozess eine gewisse statistische Glétte (Stationaritit) unterstellt, welche nur vage
gemessen werden kann. Es ist aber bis heute keine bessere Vorgehensweise etabliert, mal
abgesehen vom unwissenschaftlichen intuitiven Raten. Die Schwéchen der Methode sind:

e Die asymptotischen Modelle und Aussagen gelten prinzipiell nur fiir unendlich grofe
Systeme. In der Realitdt sind alle Systeme endlich.

e Die meisten Modelle gelten unter idealisierten Bedingungen, welche in der Realitét so
garantiert nicht herrschen (z. B. statistische Unabhéngigkeit).

e Viele Modelle passen oft besser, wenn gewisse Informationen vernachléssigt werden
[Coles 2001], wenn zum Beispiel Ausreifler nicht beriicksichtigt werden.

Der letzte Punkt bedarf vielleicht etwas mehr Erkldrung. Eine gingige Methode zur Aufzeich-
nung von Extremdaten ist, dass man nur die Maximalwerte einer bestimmten Periode R, bei-
spielsweise R = 365, also Jahresmaxima, notiert. Unter der Annahme, dass R grof§ genug ist,
liefert die asymptotische Argumentation nun ein Modell, welches auf das Verhalten von Jah-
resmaxima zuriickgreift. Jedoch kommen in manchen Jahren auch extremere Ereignisse vor,
die nicht typisch fiir Perioden der Lénge 1 Jahr sind, sondern z. B. typisch fiir 100 Jahre. In der
Praxis werden diese Ausreifler hiufig aus der Statistik ausgeschlossen mit dem Argument, dass
es sich hier nicht um Jahresmaxima handelt, sondern um Jahrhundertmaxima, und diese die
Statistik der Jahresmaxima verzerren wiirden. Wird ein Jahrhundertmaximum f#lschlicher-
weise als Jahresmaximum eingestuft, kann dies in den Modellen zur Folge haben, dass sich
die Abschétzungen fiir Jahrhundertmaxima verschieben. Daher kann diese Vorgehensweise im
Risikomanagement fatal sein. Ein Ausschluss von Information, damit ein theoretisches Modell
besser passt, kdme aber auch einem Anpassen der Realitéit an das gewédhlte Modell gleich und
nicht dem Umgekehrten. Je nach Fragestellung muss neu entschieden werden, welche Daten
sich fiir welches Modell eignen und welche Aussagen das gewihlte Modell zulésst.

In diesem Kapitel studiere ich den Einfluss von Langzeitkorrelationen auf die Statistik der
Maximalwerte. Dabei gilt das besondere Augenmerk dem praxisrelevanten Fall eines endli-
chen R-Werts (z. B. R = 365 bei Tagesdaten). Die asymptotischen Gesetze der klassischen
Extremwerttheorie gelten fiir R — oo, was in der Praxis natiirlich nicht zu realisieren ist.
Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut: Im néchsten Abschnitt beschreibe ich die klassische Ex-
tremwerttheorie mit ihren drei Grenzverteilungen. Danach zeige ich in detailierten Studien,
welche Effekte Langzeitkorrelationen auf die Extremwertstatistik haben und wie man sie zur
Verbesserung von Risikoabschétzungen und der Vorhersage von Jahrhundertereignissen aus-
nutzen kann. Dazu kommen auch Ergebnisse von einigen Beispielen echter Datenreihen, wie
sie auch schon im Kapitel 3 {iber die Wiederkehrintervalle gezeigt wurden.
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4.1 Klassische Theorie der Extremwerte

Die klassische Theorie der Extremwerte, die bei Hochwasser, Starkniederschlégen, Seewellen
und Erdbeben etc. angewendet wird, wurde als erstes von Fréchet (1927) und von Fisher
& Tippett (1928) eingefithrt [Frechet 1927, Fisher 1928]. Spéter entwickelte und verbreitete
Gumbel (1958) ihre Anwendung [Gumbel 1958]. Nach der klassischen Extremwert-Theorie
geht die Verteilung des grofiten (bzw. des kleinsten) Wertes von identisch und unabhéngig
verteilten Zufallsvariablen in eine asymptotische Verteilung iiber, die nur vom rechten (bzw.
linken) Ende der urspriinglichen Verteilung abhéngt [Gumbel 1958]. In diesem Kapitel mochte
ich die klassische Extremwerttheorie, wie sie von Fréchet, Fisher, Tippett und Gumbel be-
griindet wurde und heute noch Anwendungen hat, kurz erldutern.

4.1.1 Das klassische Modell

In dem der Maxima-Statistik zugrunde liegenden Modell [Gumbel 1958, Leadbetter 1983,
Coles 2001] besteht eine Folge (x;)%; (Stichprobe, Messreihe, Realisation, etc.) aus stati-
stisch unabhéngigen Zufallsvariablen. Die Messwerte z; folgen einer gemeinsamen aber nicht
hinreichend gut bekannten Verteilungsdichtefunktion P(z). Die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten eines Ereignisses z = m (mit m € R) ldsst sich nicht angeben, da sie das Mafi Null
hat bzw. physikalisch der Ausdehnung einer Punktmasse entspricht. Stattdessen fragt man
zum Beispiel nach der Wahrscheinlichkeit W fiir das Eintreten eines Ereignisses x kleiner
einer gegebenen Schranke m
m

Wz <m)=F(m)= / P(z)dz. (4.2)

—00

Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses oberhalb dieser
Schranke
W(x >m)=1—F(m). (4.3)

In der Extremwertstatistik interessiert man sich fiir das Verhalten des groften Wertes m ()
innerhalb einer Stichprobe (z;)£; vom Umfang R,

(R)

m"Y = max{z1,z2,..., TR} (4.4)

Wenn R zum Beispiel die Anzahl der Messungen innerhalb eines Jahres ist, entspricht m (%)
dem Jahresmaximum. Die m)-Werte folgen nun einer Verteilungsdichtefunktion Pg(m). Die
Wahrscheinlichkeit W (m () fiir das Ereignis der GréBe m() in Gl. (4.4) lisst sich wie W (z)
nicht angeben, da es sich hier ebenfalls um eine Wahrscheinlichkeit mit Maf§ Null handelt.
Stattdessen fragt man nach der Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert m?) kleiner einer gegebe-
nen Schranke m auftritt. Dies ldsst sich theoretisch exakt herleiten, vorausgesetzt die Zufalls-
variablen z; (Messwerte) sind statistisch unabhéingig und identisch verteilt, abgekiirzt i.i.d.
(aus dem Englischen fiir independent and identically distributed, [Sachs 1974]), und folgen
einer vollstéindig bekannten Wahrscheinlichkeitsdichte P(z). Dann gilt fiir die Wahrschein-
lichkeit Gr(m), dass in einer beliebigen Stichprobe vom Umfang R ein Wert m® auftaucht,
der kleiner als eine gegebene Schranke m ist,

Gr(m) = W(m®P <m) (4.5)
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= Wz <m,za <m,..,zg <m)

2, W(z1 <m) -W(xa<m)-..-W(zr <m)

W Wz <m) W<m) ..-W(x<m)

— [Fm)" (46)

Schritt (i) nutzt die statistische Unabhéngigkeit aus, Schritt (ii) die identische Verteilung der
;. Fiir die Wahrscheinlichkeit, einen Wert m(® gréfer einer Schranke m zu finden, gilt dann

W(mT > m) =1— Gr(m) =: Er(m). (4.7)

Dieser Ansatz hilft in der Praxis leider nicht weiter, da die statistische Unabhéngigkeit der
Variablen nicht gewéhrleistet ist und F' fiir grofle m nicht hinreichend bekannt ist aufgrund
der unvollstdndigen Kenntnis von P(z). Kleine Fehler in der Schétzung von F kénnen dann
zu sehr groBen Fehlern in F'® fithren. Man muss akzeptieren, dass I’ an den Réndern praktisch
unbekannt ist und versuchen, eine moglichst gute Annzherung fiir [F'(m)]® bzw. G g(m) direkt
zu finden.

Hierbei geht man intuitiv vor. Ein Beispiel soll dies erldutern: Angenommen, man hat eine
Methode mittels derer man mit hoher Zuverléssigkeit vorhersagen kann, dass ein bestimmter
Fluss innerhalb der néchsten 30 Jahre keine neuen Deiche braucht (d. h., der Wasserpegel
bleibt unter einer bestimmten Hohe h). Jeder praktisch veranlagte Mensch wiirde nun dieselbe
Methode auch fiir Vorhersagen der néchsten 33 Jahre verwenden. In anderen Worten, G r(m)
dndert sich bei einem groflen R kaum gegeniiber einem etwas grofleren R. Da die Verteilung
Gr(m) und die Variation von m(® durch das unbekannte F(m) im Zusammenhang ste-
hen (Gln. ((4.6)), wire das akkurate mathematische Aquivalent zu obigem “naivem” Ansatz
[Galambos 1978], dass nach einer simplen linearen Transformation (Renormierung) mit Kon-
stanten ag > 0 (Skalenparameter) und ug, (Lokalisationsparameter) die GréBe (m) —ug) /ag
mit groBer werdendem R mehr und mehr unabhéngig von R wird, also gegen einen Wert
M < oo konvergiert.

lim = = M < oo. (4.8)

Das bedeutet, aus

(R) _ —
QR aR
folgt
(R) _ —
i m UR _ M —UR .
< = == . .
Aﬂf;OW< o S o ) Aim, Gnlm) = G(M) )

Das besondere hieran ist nun, dass die Verteilung G vollig unabhiingig von R und F® ist.
Das heifit, dass bei bekanntem G die Ausgangsverteilung P(z) der x; keine wichtige Rolle
mehr spielt, sofern die Renormierungskonstanten ., und ., auf irgendeine Art bestimmt
werden konnen. Im folgenden mochte ich us mit v und oo mit o abkiirzen und fir G(M)
die Schreibweise G/(**) einfiihren. Gesucht sind als nichstes die Bedingungen, unter denen
dieser “naive” Ansatz mathematisch gerechtfertigt ist. Zusétzlich soll die Grenzwertverteilung
G und eine Methode angegeben werden, mit der die Konstanten v > 0 und w aus GG bestimmt

werden konnen.
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4.1.2 Drei Typen von Extremwertverteilungen

Das zentrale Ergebnis der klassischen Extremwertstatistik ist das sogenannte Extremal Types
Theorem, zuerst aufgestellt von Fréchet (1927) und Fisher & Tippett (1928) und spiiter be-
wiesen von Gnedenko (1943) [Frechet 1927, Fisher 1928, Gnedenko 1943]. In Worten besagt
es, dass es als Grenzverteilungen Gr(m) fiir Maximawerte nur drei mogliche Extremwertver-
teilungen gibt. Bevor ich diese drei Extremwertverteilungen vorstelle, mochte ich zunéchst
den Begriff Mazimum-stabil erldutern (siehe beispielsweise [Gumbel 1958, Leadbetter 1983,
Coles 2001]).

Eine Verteilungsfunktion bezeichnet man als Mazimum-stabil, wenn man zu allen R-Werten
einen Lokalisationsparameter uz und einen Skalenparameter g > 0 finden kann, so dass

Gr(m) =G (m;R“R> . (4.11)

gilt. Das heifit, alle Verteilungsfunktionen G r der Maxima fallen mit der von R unabhéngigen
Kurve G zusammen und bilden einen Datenkollaps, sobald man die Maxima m mit u g und ag
skaliert. Man beachte, dass hier nicht die Konvergenz von G gegen G gemeint ist, sondern
Gleichheit gilt (siehe z. B. Kapitel 1.3 in [Leadbetter 1983]).

Nun besagt ein Theorem (siehe Theorem 1.4.1 auf Seite 10 in [Leadbetter 1983]), dass die
einzigen Verteilungen, die diese Eigenschaft erfiillen, zu einer der folgenden drei Verteilungen

gehoren:
G1 <m - u> = exp [—e*%] fiir —o< Pt oo (4.12)
a a
m—u 0 fir =t <0
G < o' ) N { exp [— (=) =] fiir =t >0 und mit ¢ >0 (4.13)
m—u exp [—(—12=u)? fiir et <0 und mit ¢ >0
G ( 5 > = { ) [ ] e Tew S g (4.14)

Diese drei Verteilungen sind genau die drei moéglichen Extremwertverteilungen. Thre zugehori-
gen Verteilungsdichten sind in Abbildung 4.1 skizziert. Jede Maximum-stabile Verteilung ist
also eine dieser drei Extremwertverteilungen!, die hiufig folgende Synonyme haben:

e Typ I: Gumbel-Verteilung, 1. Extremwertverteilung oder Doppelexponentialverteilung
e Typ II: Fréchet-Verteilung, 2. Extremwertverteilung oder Log-Gumbel-Verteilung

e Typ III: Weibull-Verteilung oder 3. Extremwertverteilung

Das Extremal Types Theorem (sieche Theorem 1.4.2 auf Seite 11 in [Leadbetter 1983] oder
Theorem 3.1 auf Seite 46 in [Coles 2001]) besagt nun, dass die Verteilung der Maxima nach
Gl. (4.4) aus Stichproben von beliebig aber stationér verteilten i.i.d. Zufallszahlen mit an-
wachsendem R gegen eine Maximum-stabile Verteilung konvergiert. Es kommt dann nur eine
der drei moglichen Extremwertverteilungen als Grenzwertverteilung in Frage. Formal heifit

Umgekehrt besagt das Theorem auch, dass jede Extremwertverteilung Maximum-stabil ist. Somit gibt es
tatséchlich nur drei Extremwertverteilungen.
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Abbildung 4.1: Dichtefunktionen der drei Extremwertverteilungen: Gumbel (rot), Fréchet (griin) und
Weibull (blau). Die Parameter fiir die Kurven beziehen sich auf die Gln. (4.12), (4.13) und (4.14) und
wurden zur Anschauung wie folgt gewédhlt: u = 0, = 1 und ¢ = 1.5 fiir Fréchet und £ = 2 fir
Weibull.

das, dass fiir R — oo die Folgen der Skalenparameter ap und Lokalisationsparameter up die
Wabhrscheinlichkeitsverteilung G r(m) — G(™*) konvergieren lassen, wobei G eine der drei
Extremwertverteilungen? ist.

Die Verteilung der Maxima muss also selbst nicht Maximum-stabil sein, sie muss nur gegen
eine Maximum-stabile Verteilung fiir R — oo konvergieren:

GR(m):G<m_uR> —>G<m_“> (4.15)

aR «

Dieser Aspekt ist von grofler Wichtigkeit fiir die Praxis. Dadurch ist es erlaubt, numerisch
erhaltene Histogramme mittels einer dieser drei Extremwertverteilungen anzun#hern (fitten).
Es gilt dann beispielsweise fiir alle Verteilungen, die im Anziehungsbereich der Gumbel-
Verteilung (Typ I) liegen

Gr(m) _}G<m—u> = exp [—e*m;u] (4.16)
o
und fiir die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichten
- 1 m—u -
dGr(m) = Pr(m) — P <m u) = —exp [—e_ ol u] . (4.17)
dm @ @ @

Die Verteilungen, die man numerisch gewinnen kann, sind Gr(m) bzw. Pr(m). Diese kann
man mittels der Ausdriicke der rechten Seiten von Gln. (4.16) und (4.17) fitten, sofern R grof}
genug ist. Es sei hier jedoch nochmal darauf hingewiesen, dass die in der Praxis verwendete
Grofle bei Tagesdaten, ndmlich R = 365, nicht mit unendlich gleichzusetzen ist.

Die Bestimmung der Fit-Parameter « und wu erfolgt entweder iterativ iiber die Mazximum-
Likelyhood Methode [Sachs 1974] oder iiber folgende zwei Gleichungen
V6

a=-—0R und u=(m) — Ve, (4.18)
T

2Umgekehrt ist auch jede Extremwertverteilung Grenzwertverteilung von G r(m)
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welche sich mittels der Methode der Momente herleiten lassen [Chow 1988, Stdcker 1995,
Hosking 1997, DVWK 1999]. Dabei sind o die Standardabweichung und (m) der Mittelwert
der Maxima und ., = 0.577216 die Euler’sche Konstante. Da sich die Werte der beiden
Moglichkeiten zur Bestimmung der Parameter o und u nur recht wenig unterscheiden, habe
ich die Gleichungen der zweiten Methode gewihlt. Sie finden aufgrund ihrer Einfachheit auch
in der Praxis héufige Anwendung [DVWK 1999].

Die Gumbel-Verteilung (Typ I) wurde von Gumbel in grofem Mafle bei der Hochwassersch étz-
ung angewendet. Sie hat nur zwei Parameter, Lokalisationsparameter « und Skalenparameter
a. Der Lokalisationsparameter u ist gleichzeitig der Modalwert (der wahrscheinlichste Wert)
der Verteilung. Der Skalenparameter « ist ein Maf§ fiir die Streuung, welche nur von der
Varianz 012% der Maxima abhéngt.

4.1.3 Generalisierte Extremwertverteilung GEV

Die drei Extremwertverteilungen, Gumbel (Typ I), Fréchet (Typ II) und Weibull (Typ III),
lassen sich ebenfalls als Grenzfille einer einzigen verallegmeinerten Form, der General Extre-
mevalue Distribution, kurz GEV, darstellen [Gumbel 1958, Coles 2001]. Die Form der GEV

lautet
G(m;“> :exp{— [1+§<m;u>]w}, (4.19)

wobei als zusétzlicher Parameter der Formparameter £ hinzugekommen ist. Typ II (Fréchet)
und Typ III (Weibull) entsprechen genau den Féllen £ > 0 und £ < 0 [Coles 2001]. Der Fall
¢ = 0, eigentlich nicht definiert, wird als Fall £ — 0 behandelt und liefert als Grenzverteilung
Typ I (Gumbel)? [Coles 2001],

G(”Z“) = exp [—e*’”;“], (4.20)

wobei —oco < =% < oo. Die drei Grenzverteilungen unterscheiden sich im wesentlichen in

ihren rechten Enden (siehe Abbildung 4.1) und lassen sich mittels £ klassifizieren in

e Typ I (Gumbel-Verteilung): £ — 0: “light tail”
e Typ II (Fréchet-Verteilung): & > 0: “heavy tail”

e Typ III (Weibull-Verteilung): £ < 0: “bounded tail”.

Um zu entscheiden, welche der drei Extremwertverteilungen nun im Speziellen Anwendung
findet, muss der Formparameter { (numerisch) bestimmt werden. Dies ist nicht immer nétig,
da es allgemeine S#tze iiber diverse Ausgangsverteilungen der Ursprungsdaten x; gibt, welche
Aussagen dariiber treffen, gegen welche der drei Extremwertverteilungen die Maximavertei-
lungen konvergieren.

3Man nutzt die Konvergenz (1 4 5%)_1/5 — e T fiir £ — 0.
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Abbildung 4.2: Zentraler Grenzwertsatz und Extremwert-Theorem visualisiert am Bespiel von Nieder-
schlagsdaten der Stadt Oxford (GB). Abbildung (a) zeigt die in Millimeter (mm) gemessene Reihe tégli-
cher Niederschlagsmengen in Oxford iiber einen Zeitraum von 144 Jahren (1853 - 1997) (Daten erhalten
von D. Rybski [Rybski 2002]). Abbildung (b) zeigt das zugehérige Histogramm in halb-logarithmischer
Darstellung. Die lineare Form lisst auf einen exponentiellen Abfall fiir alle Niederschlagsmengen > 1
mm schliessen. Tage ohne Regen (< 1 mm) folgen diesem Schema nicht. Abbildung (c) zeigt die ku-
mulierten Jahresniederschlige, Abbildung (d) das zugehérige Histogramm in linearer Darstellung. Die
Form des Histogramms hat bereits deutlich Gauss-Charakter, der Zentrale Grenzwertsatz ist aufgrund
der Summation der Tageswerte “sichtbar” geworden. Abbildung (e) zeigt die Jahresmaxima, bestimmt
nach der Methode aus der Abbildung 4.3. Das zugehorige Histogramm ist asymmetrischer als das der
kumulierten Jahreswerte in (d). Die Rechtslastigkeit ist ein deutliches Indiz fiir die Annéherung an die
Gumbelkurve (Abbildung 4.1 bzw. Typ I aus dem Extremwert-Theorem).

4.1.4 Verteilungen im Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung

Fine der héufigsten Verteilungen in der Natur, insbesondere in Meteorologie und Klimatologie,
ist die Gauss-Verteilung, auch Normalverteilung genannt. Ihre Haufigkeit hat ihre Begriindung
im Zentralen Grenzwertsatz [Sachs 1974, welcher besagt, dass sich durch Summation oder
Mittelung von vielen Zufallszahlen beliebiger Verteilung mit endlichem Mittelwert und end-
licher Schwankung (d. h. schwach stationiir) als gemeinsame Verteilung der Summenwerte
bzw. Mittelwerte die Gauss-Verteilung herauskristallisiert. Diese Eigenschaft eines Prozesses
wird auch Summen-Stabilitdt genannt. Ein Beispiel ist der Jahresniederschlag, welcher sich
aus kumulierten Tagesniederschldgen zusammensetzt. Wiahrend eine Verteilungsfunktion fiir
den Tagesniederschlag noch recht wenig Verwandtschaft mit der Gauss-Kurve aufweist, wird
die Ahnlichkeit bei Jahresdaten doch sehr deutlich. Abbildung 4.2 vergleicht die Histogramme
der gemessenen Tagesdaten mit den kumulierten Jahresdaten und den Jahresmaxima.
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Messgroflen, die sich aus multiplizierten Werten zusammensetzen, sind héufig Log-Normal-
verteilt [Sachs 1974]. Eine Grofle, die sich aus multiplizierten Werten zusammensetzt, wird
durch Logarithmieren zu einer normalverteilten Grofle, da die Logarithmen der Produkte in
Summen zerfallen. Die Eigenschaft eines Prozesses, der zur Log-Normalverteilung fiihrt, wird
auch als Produkt-Stabilitit bezeichnet. Ein Beispiel hierfiir sind Gehélter, denn Einkommens-
erhohungen erfolgen prozentual (also multiplikativ), sodass grofle Gehélter stérker erhoht
werden als kleine. Auf Dauer bleiben dadurch die vielen kleineren Einkommen niedrig und
die wenigen groflen wachsen deutlich stérker, was zu einer Schiefe der Verteilung fiihrt (siehe
Abbildung 3.3(d)).

In einem der vorherigen Abschnitte wurde bereits die Mazimum-Stabilitdt vorgestellt. Prozes-
se, deren Maxima fiir beliebig grofle Intervalle R immer derselben Verteilung gehorchen, sind
Mazimum-stabil. Die einzigen Verteilungsfunktionen, die diese Eigenschaft besitzen, sind die
drei Extremwertverteilungen [Leadbetter 1983, Coles 2001]. Aufgrund des Extremwerttheo-
rems konvergieren auch Verteilungsfunktionen von Maxima beliebiger stationérer Prozesse
mit anwachsendem R gegen eine dieser drei Extremwertverteilungen.

Es gilt nun zu entscheiden, welche der drei Extremwertverteilungen fiir den untersuchten Pro-
zess in Frage kommt. In [Leadbetter 1983] sind zwei Theoreme gegeben (Theorem 1.6.1, Seite
16 und Theorem 1.6.2, Seite 17), welche bei bekannter Verteilungsdichte bzw. bei bekannter
Verteilungsfunktion Entscheidungskriterien liefern, welcher Typ von Extremwertverteilung zu
erwarten ist. Da jedoch in der Praxis die Verteilungsfunktionen nicht bekannt sind, sondern
auf Fit-Funktionen beruhen, beschrinkt man sich auf das Konvergenzverhalten dieser weni-
gen Fitfunktionen. Im selben Buch [Leadbetter 1983] wird gezeigt, dass die Gauss-Verteilung,
die Exponentialverteilung und die Log-Normalverteilung ebenso wie die Gumbel-Verteilung
selber im Einzugsbereich (domain of attraction) der Gumbel-Verteilung liegen, wéhrend die
Potenzgesetz-Verteilung (auch Pareto-Verteilung genannt) gegen die Fréchet-Verteilung kon-
vergiert [Leadbetter 1983, Coles 2001]. Alle Aussagen iiber numerische Ergebnisse der folgen-
den Kapitel befassen sich mit Daten, die entweder Gauss- oder exponentiell verteilt sind, und
damit im Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung liegen. Bei echten Daten ist das Wissen
um die Konvergenz nicht gegeben. Trotzdem kann man oft herausfinden, von welcher Art die
Verteilung ist und zu welcher der drei Extremwertverteilungen ihre Maxima daher konvergie-
ren. Kumulierte Groflen, wie z. B. Jahresniederschldge oder Durchfliisse, sind aufgrund des
Zentralen Grenzwertsatzes nahezu Gauss-formig verteilt und demnach im Anziehungsbereich
fiir Gumbel.

4.1.5 Reale Systeme und endliche Reihenlingen

Alle mathematischen Aussagen und Beweise iiber das asymptotische Verhalten (R — oo) der
Maxima setzen unendliche Reihenléingen voraus. Dies ist in realen Systemen natiirlich nicht
gegeben. Gingige Datenséitz von Pegelstinden, Abflussdaten, Tagestemperaturen, Nieder-
schligen oder auch Erdbeben sind selten ldanger als 150 Jahre. Aufgrund der natiirlich vorge-
gebenen Periodizitdt von einem Jahr wird R im Falle von Tagesdaten auf R = 365 gesetzt. Die
Reihe der Tagesdaten wird in Blécke der Lange 1 Jahr zerteilt und in jedem dieser Blécke das
Jahresmaximum bestimmt. Abbildung 4.3 erldutert diese sogenannte Blockmazima-Methode
[Coles 2001].

1) interessiert, als

In der Praxis ist man weniger an der asymptotischen Verteilung G(
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Abbildung 4.3: Definition von Maximawerten einer Zeitreihe (Blockmaxima): eine Zeitreihe aus bei-
spielsweise téglich gemessenen Daten x;, i = 1,2,..., N wird in Segmente (Blocke) der Linge R (hier
R = 365, also Jahre) unterteilt. Die grofiten Werten in den Segementen, gekennzeichnet durch die
Kreise, bilden die Reihe der Jahresmaximalwerte m;, j = 1,2, ..., Ng mit Ng = N/R.

an Gr(m) aus Gl. (4.9). Durch die Beschrankung von R ist die statistische Unabhéngig-
keit in vielen Datensétzen, insbesondere bei solchen mit Langzeitkorrelationen, nicht mehr
gewdhrleistet. Zwar ist man aufgrund der geringen Statistik der echten Messreihen in der
Zuverlassigkeit von Prognosen deutlich beschrénkt, andererseits kann aber die statistische
Abhéngigkeit der Daten auf endlichen Skalen R ausgenutzt werden, um Prognosen iiber die
nahe Zukunft deutlich zu verbessern. Die folgenden Kapitel stellen meine Ergebnisse zum
Einfluss von Langzeitkorrelationen auf die Statistik der Maximalwerte, insbesondere auf Jah-
resmaxima und Jahrhundertmaxima, dar.

4.2 Statistik der Maximawerte bei Langzeitkorrelationen

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut. Als erstes diskutiere ich den Einfluss der Langzeitkorre-
lationen auf die Verteilungsfunktionen Pgr(m) und Gr(m), wobei das besondere Augenmerk
bei R = 365 liegt, da dies der praxisrelevante Wert (Jahresmaxima) ist. Im néchsten Teil
untersuche ich die Autokorrelationen in den Reihen der Maxima und den Einfluss der Sy-
stemgroflen auf diese. Danach betrachte ich bedingte Maxima, um den Korrelationseinfluss
fiir verbesserte Vorhersagen auszunutzen. Im letzten Teil dieses Kapitels geht es dann um die
in der Hydrologie verwendete Griofie HQ100 (auch Q190 genannt), welche man zur Beschrei-
bung 100-jéhriger Ereignisse verwendet. Alle Ergebnisse an kiinstlichen Daten (Gauss- und
exponentiell verteilt) sind mit sehr grofer Statistik untermauert. Hinzu kommen Ergebnisse
von langzeitkorrelierten echten und rekonstruierten Datensétzen.

Da in diesem Kapitel immer angegeben wird, welcher R-Wert zur Bestimmung der Maxima
verwendet wurde, werden die Maxima ab jetzt nur noch mit m bezeichnet. Der Mittwelwert
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aller Maxima einer Reihe zu gegebenem R wird mit mp bezeichnet
g MR
mpg = (m) = N Z; m;. (4.21)
=

Die theoretische Grofie G(™*) spielt von jetzt ab keine wichtige Rolle, es werden nur noch

die numerisch bestimmten Verteilungen Pr(m) und Gr(m) betrachtet.

4.2.1 Verteilungen der Maxima

Die Verteilungsfunktion der Maxima hat verschiedene Darstellungen. Wéhrend sie formal
immer in integrierter Form, also als Wahrscheinlichkeitsverteilung G r(m), angegeben ist,
wird graphisch zumeist die Form der normierten Wahrscheinlichkeitsdichte Pgr(m), also die
Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung gew#hlt. Aber auch die Dichte hat zwei Darstel-
lungsmoglichkeiten. Die eine ist das einfache normierte Histogramm Pgr(m) der tatséchlich
gemessenen Maxima. Die andere ist eine reskalierte Form, in der die Maxima um den Lokali-
sationsparameter u verschoben und in Einheiten des Skalenparameters o angegeben werden.
Diese letzte Version hat, wie in den vorherigen Abschnitten bereits erwéhnt, den Vorteil, dass
die Kurven fiir verschiedene R iibereinander liegen, sofern R grofl genug gewihlt wurde. Die
integrierte Wahrscheinlichkeitsdichte G r(m), also die Wahrscheinlichkeitsverteilung, basiert
auch auf der reskalierten Darstellung, welche formal durch die drei Typen der Extremwert-
verteilungen berschrieben wird. Die Abbildungen 4.4 und 4.5 vergleichen die numerischen
Verteilungen fiir unkorrelierte und langzeitkorrelierte Daten.

Abbildung 4.4 zeigt numerische Ergebnisse dieser drei Darstellungen der Maxima-Verteilungen
fiir urspriinglich Gauss- (a,c,e) und exponentiell (b,d,f) verteilte unkorrelierte z-Daten. Ab-
bildung (a) zeigt das normierte Histogramm Pg(m) der Maxima m fiir vier verschiedene
R-Werte (R = 6, 30, 365 und 1500). Man kann gut erkennen, wie sich mit anwachsendem R
die Form der Kurve von der Gauss’schen Glockenkurve wegentwickelt und sich einer rechts-
lastigen Maxima-Verteilung anndhert. Abbildung (b) zeigt dieselben Kurven fiir uspriinglich
exponentiell verteilte z-Daten. Wéhrend fiir R = 6 (Kreise) noch die Form der Exponential-
verteilung am abrupten linken Anstieg zu erahnen ist, kann man bei den grofleren R-Werten
nur eine Verschiebung nach rechts beobachten, aber keine Formveranderung mehr. Abbildun-
gen (c) und (d) zeigen dieselben Kurven in der reskalierten Darstellung. Die durchgezogene
schwarze Kurve ist der analytische Ausdruck fiir die Ableitung der Gumbel-Kurve. Man sieht
hier, dass die gewéahlten (realistischen) R-Werte bei den Gauss-Zahlen noch nicht in der
Groflenordnung sind, in der der Gumbel-Fit die Realitéit beschreiben konnte. Zwar ist die
Kurve fiir R = 1500 (Dreiecke) steiler als die Kurve fiir R = 6, aber beide sind noch deutlich
von der Ableitung der Gumbel-Kurve entfernt. Im Falle der exponentiell verteilten Daten
liefern die Kurven in dieser Darstellung rein optisch bereits einen perfekten Datenkollaps. Die
Abbildungen (e) und (f) zeigen die integrierten reskalierten Histogramme G g(m) mit einer
zweifach logarithmierten y-Achse. Die Gumbel-Kurve G(*-*) (durchgezogene schwarze Li-
nie) erscheint so als Gerade. Man sieht hier, dass die Konvergenz fiir die gewihlten R-Werte
insbesondere bei kleinen und grofien Maxima m fiir Gauss-verteilte Daten noch recht schlecht
ist, bei den exponentiell verteilten Daten hingegen ist der Fit exzellent.

Abbildung 4.5 zeigt dieselben Kurven fiir Gauss- und exponentiell verteilte Daten, die mit
~v = 0.4 langzeitkorreliert sind. Die Kurven in Abbildungen (a) und (b) wirken gegeniiber dem
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Abbildung 4.4: Verteilungskurven der Maxima aus Segmenten unterschiedlicher Lingen R fiir unkor-
relierte Daten x; mit (a,c,e) Gauss’scher und (b,d,f) exponentieller Verteilungsdichtefunktion P(z).
Abbildungen (a,b) zeigen die Verteilungsdichtefunktionen Pr(m) von Maxima zu vier verschiedenen
R-Werten: R =6 (o), 30 (O), 365 (¢) und 1500 (). Skaliert man die m-Achse mit (m —u)/« und mul-
tipliziert man Pr(m) mit «, so erhilt man einen Kollaps dieser Kurven, siehe (c¢,d). Die durchgezogene
Kurve ist die Gumbel-Verteilungsdichte Gl. (4.17). Abbildungen (e,f) zeigen die zugehérigen integrier-
ten Verteilungen Gpr(m) zusammen mit der Gumbel-Verteilung Gl. (4.16). Zu beachten ist, dass die
Maxima der exponentiell verteilten Daten deutlich schneller gegen die Gumbelkurve konvergieren, als
die der Gauss-verteilten Daten. Abbildung nach [Eichner 2006a.
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unkorrelierten Fall in Abbildung 4.4 gedrungener. Der reskalierte Fall zeigt insbesondere fiir
Gauss (c) deutliche Abweichungen vom Gumbel-Fit (durchgezogene Linie). Bei exponentiel-
len Daten (d) scheinen die Abweichungen nur bei R = 6 deutlich zu sein. Dies hat aber eine
simple Erklarung: R = 6 ist ein sehr kleiner R-Wert, weshalb in Pg(m) und Gg(m) noch das
abrupte linke Ende der Exponentialverteilung durchschldagt. Dies ist bei korrelierten Daten
stirker als bei unkorrelierten, da im korrelierten Fall auch kleinere Werte als Maxima iden-
tifiziert werden®. Bei groferen R-Werten scheint dieser Effekt wieder zu verschwinden. Die
Darstellungen in (e) und (d) zeigen, dass die Konvergenz gegen die Gumbel-Kurve (durchge-
zogene Linie) deutlich stidrker von der Ausgangsverteilung P(x) bestimmt wird, als von den
Langzeitkorrelationen. Langzeitkorrelationen scheinen die Konvergenz nur zu verlangsamen.
Da die Gumbel-Verteilung erst fiir R — oo erreicht werden muss, ist dieses Resultat insbeson-
dere bei langzeitkorrelierten exponentiell verteilten Daten erstaunlich, da R deutlich kleiner
als die Korrelationsldnge s, = oo ist und somit keine statistische Unabhéngigkeit der Maxima
gewihrleistet ist. Dies ist jedoch Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des Extremwerttheorems.
S. M. Bermen hat bereits 1964 in [Berman 1964] gezeigt, dass auch bei langzeitkorreliertem
Verhalten die Konvergenz fiir R — oo gewihrleistet ist. Eine abgewandelte Form des Bewei-
ses findet sich auch in [Leadbetter 1983]. Jedoch basieren beide Versionen des Beweises fiir
R — oo auch auf der Tatsache, dass dann R nicht mehr kleiner als s, ist. Wir finden aber,
dass die Konvergenz im Falle exponentiell verteilter Daten bereits bei endlichen R-Werten
beliebig gut erreicht wird.

In Abbildung 4.6 sind die unskalierten normierten Histogramme Pgr(m) fiir R = 365, also fiir
Jahresmaxima von unkorrelierten Daten (rot) und langzeitkorrelierten Daten (blau) iiberein-
andergelegt. Zunéchst fallt auf, dass die Korrelationen neben einer leichten Linksverschiebung
des Schwerpunkts auch eine deutliche Linksverbreiterung der Histogramme verursachen. Es
tauchen in beiden Fillen der hier untersuchten Gauss- und exponentiell verteilten Daten
bei Langzeitkorrelationen deutlich mehr kleine Maxima im Histogramm auf. Eine Erklarung
hierfiir liefert Abbildung 4.7. Die Langzeitkorrelationen in den z; verursachen Bereiche, in
denen sich grofie x-Werte hidufen, und auch Bereiche, in denen sich kleine z-Werte haufen. Es
bilden sich regelrechte Berge und Téler in einer langzeitkorrelierten Zeitreihe aus. Wenn man
nun die Maxima m aus den Blocken der korrelierten Daten selektiert, ergeben die Bereiche, in
denen die kleineren z-Werte dominieren (Téler), auch eher mal kleinere Maxima, verglichen
mit den unkorrelierten Daten, in denen die groflen x gleichmé&figer verteilt sind. Diese kleinen
m-Werte verursachen die Linksverbreiterung von Pgr(m). Die groBten Werte jedoch bleiben
davon unbeeinflusst, da sie in jedem Fall als Maxima identifiziert werden. Das rechte Ende von
Pr(m) bleibt daher ebenfalls so gut wie unbeeinflusst. Dies wird in Abbildung 4.6 verdeut-
licht, wenn man statt Pgr(m) die Uberschreitungswahrscheinlichkeit FEg(m) betrachtet. Sie
definiert die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert m auftaucht, der grofler als eine vorgegebene
Schranke m™ ist, .

Er(m*) := / Pr(mYdm' =1 — Ggr(m"). (4.22)

m*

Die ermittelten Werte von Er(m*) (die hellblauen Fliachen unter den Kurven) fiir ein beliebig
gewahltes m* sind der Bildunterschrift zu entnehmen. Die Werte fiir langzeitkorrelierte und
unkorrelierte Daten unterscheiden sich nur gering, egal ob die urspriinglichen Daten einer
Gauss- oder einer Exponentialverteilung folgen.

4Die Ursache hierfiir liegt an der ausgeprigten “Berge & Tiler” Struktur der langzeitkorrelierten Daten. In
den Talern werden dadurch auch kleine Werte als Maxima identifiziert



80 KAPITEL 4. EXTREMWERTSTATISTIK II: STATISTIK DER MAXIMAWERTE

15 ——r——————1——
L a) GAUSS

~—~ ~—~
& -
N N
' e
o o
~—~ ~—~
£ - 103 £
o o
o o
o i {01
~ i —— : 12 ~
E - s E
o4 [ 4
O o s O
N N’
£ £
L 5 o L
£ [ £
| | I N PR DU U S R _4|

4 2 0 2 4 6 -4 2 0 2 4 &6
(m-u)/a (m-u)/a

Abbildung 4.5: Verteilungskurven der Maxima aus Segmenten unterschiedlicher Lingen R fiir lang-
zeitkorrelierte Daten (v = 0.4) mit (a,c,e) Gauss’scher und (b,d,f) exponentieller Verteilungsdichte-
funktion P(z). Zur Bedeutung der Symbole und Beschriftungen, siche Abbildung 4.4. Die Kurven in
(a,b) sind breiter und gedrungener als jene in Abbildung 4.4, da in korrelierten Daten mehr kleine
Maxima in Pgr(m) beriicksichtigt werden, als in unkorrelierten Daten. In Abbildung (d) weicht die
Kurve fiir R = 6 von der theoretischen Kurve bei unkorrelierten Daten (durchgezogene Linie) am
deutlichsten ab. Aufgrund der Korrelationen und des sehr kleinen R-Werts werden auch Werte nahe
Null (der abrupten unteren Grenze der Exponentialverteilung) als Maxima identifiziert. Fiir grofie
R-Werte verschwindet dieser Effekt und die Gumbel-Verteilungsdichte wird gut angenéhert. Auch hier
ist die Konvergenz der Gauss-verteilten Daten in (e) gegen die Gumbel-Kurve (durchgezogene Linie)
deutlich schlechter als bei exponentiell verteilten Daten (f). Abbildung nach [Eichner 2006a].
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Abbildung 4.6: Vergleich der Verteilungsdichtefunktionen Pgr(m) zwischen unkorrelierten (o) und
langzeitkorrelierten (O, v = 0.4) Gauss-verteilten (a) und exponentiell verteilten (b) Daten fiir R =
365. In beiden Féllen (a,b) wirken sich die Langzeitkorrelationen in Form einer Links-Verbreiterung
auf Pr(m) aus. Das rechte Ende der Verteilung bleibt nahezu unbeeintréchtigt. Dadurch wird der
Einfluss auf die Uberschreitungswahrscheinlichkeit Er(m*), also die Wahrscheinlichkeit in der Reihe
der Maximawerte einen Wert m grofler als eine beliebig gewéhlte aber hinreichend grofle Schranke
m* zu finden, insbesondere fiir grofe Schranken m* nur sehr gering. In (a) ist Fr(3.3) = 0.14 fiir
unkorrelierte Daten (orange Fliche, durch hellblaue Fliche zum gréfiten Teil verdeckt), fiir korrelierte
hingegen 0.16 (hellblaue Fléche). In (b) ergibt sich analog Er(7.4) = 0.18 fiir unkorrelierte und 0.20
fiir korrelierte Daten. Abbildung nach [Eichner 2006a].
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Abbildung 4.7: Vergleich der Maxima-Selektion bei unkorrelierten und langzeitkorrelierten Daten.
Beide Bilder zeigen einen Ausschnitt von etwa 130 unkorrelierten (a) und langzeitkorrelierten (b)
Tagesdaten. In langzeitkorrelierten Daten treten gegeniiber unkorrelierten Daten ausgepréigte Berge
und Téler auf, sodass sich bei kleinen Blockldngen R (hier R = 20) die kleinsten Maximawerte deutlich
unterscheiden. Wihrend in (a) das kleinste Maximum etwa bei 1 liegt (rotes Késtchen), ist in (b)
der Wert noch niedriger als —0.5 (rotes Késtchen). Aufgrund der ausgeprigten Téler kommen im
korrelierten Fall wesentlich hiufiger kleine Maxima vor als im unkorrelierten Fall. Dieser Effekt fiihrt
zur Links-Verbreiterung von Pr(m) (siche Abbildung 4.6). Bei grofien R-Werten wird dieser Effekt
schwicher: Das Maximum aller 130 Datenpunkte liegt in beiden Ausschnitten etwa bei ¢ = 980 und hat
einen Wert von etwa 2. Da die Korrelationen nur eine Anordnungseigenschaft sind und die statischen
Eigenschaften wie Stationaritét nicht beeintréchtigen, gleichen sich die m-Werte mit anwachsendem
R an.
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Abbildung 4.8: Autokorrelationsfunktion C,,(s) der Maximalwerte m von (a) Gauss-verteilten und
(b) exponentiell verteilten langzeitkorrelierten Daten a mit v = 0.4 zu verschiedenen R-Werten, R = 6
(o), 30 (O), 365 (¢) und 1500 (>). Die Autokorrelationsfunktion Cy(s) der Originaldaten x (x) hat
eine Steigung von —0.4, d. h. einen Korrelationsexponent v = 0.4. Abbildung nach [Eichner 2006a.

4.2.2 Korrelationen in den Maxima

Die Verteilungen der Maxima aus dem vorherigen Abschnitt geben keine Information preis,
ob die mittels der Blockmaxima-Methode erzeugte Reihe der Maxima (m J);V:/f auch korreliert
sind. Hierzu muss die Autokorrelationsfunktion aus Gl. (2.2.1) der Maximareihen bestimmt
werden,

Con(s) = ((mj —mg)(mjis —mr))

((mj —mg)?)

Abbildung 4.8 zeigt die Ergebnisse der Autokorrelationsfunktionen fiir Maxima bei Gauss-
und exponentiell verteilten, mit v = 0.4 langzeitkorrelierten Daten. Die oberste Kurve ist
die Autokorrelationsfunktion der originalen z-Werte, darunter sind die Kurven C,,(s) fur
verschiedene R-Werte zu sehen. Der Vergleich der Kurven zeigt, dass die Maximareihen bei
langzeitkorrelierten Daten ebenfalls Langzeitkorrelationen in Form eines Potenzgesetz-artigen
Abfalls von Cp,(s) aufweisen (die bei grofien R-Werten jedoch abweichen). Die ermittelten
Korrelationsexponenten 7’ sind sogar dem ~ der urspriinglichen Daten sehr #hnlich. In der
Maximareihe folgen demnach auf grofie m-Werte eher wieder grofie m-Werte und entsprechend
auf kleine m wieder eher kleine m. Dieses Verhalten fiihrt zu einem Clustern (Anh&ufen) von
groflen bzw. kleinen Werten in den Maximareihen. Vorhandene Langzeitkorrelationen kénnen
somit eine Ursache fiir gehduftes Auftreten von Katastrophen sein, aber ebenso auch untypisch
lange Ruhephasen erkléren. Das Verhalten der Maxima ist dem der Wiederkehrintervallen aus
dem Kapitel 3 sehr dhnlich [Bunde 2005].

(4.23)

Was man in Abbildung 4.8 auch sieht, ist ein stérkeres Abfallen von C,,(s) mit grofer werden-
dem R-Wert. Die Ursache hierfiir liegt nicht in einem Verlust der Korrelationen je extremer
die Ereignisse im Mittel werden. Es ist vielmehr ein Finite-Size Effekt aufgrund der endli-
chen Reihenlidngen. Je grofler R, um so geringer die Anzahl N/R der Maxima, da N fest
vorgegeben ist. Bei einer Reihenlinge von N = 10° und einem R-Wert von z. B. 1000 bleiben
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Abbildung 4.9: Finite-Size-Untersuchungen an der Autokorrelationsfunktion C, (s) der Maximawerte
von Gauss-verteilten langzeitkorrelierten Daten fiir zwei verschiedene R-Werte (R = 365 (a) und 1500
(b)). Die Reihenlingen sind N = 22! (o), 229 (O), 2!9 (¢) und 2'8 (>). Das Abfallen der Steigungen
der Kurven gegeniiber der durchgezogenen Linie (—y = —0.4) nimmt mit der Linge des Systems
ab. Diese Systemgrofienabhéngigkeit der Korrelationen deutet auf einen Finite-Size Effekt. Abbildung
nach [Eichner 2006a)].

nur noch N/R — s < 10 = 1000 Datenpunkte fiir die Autokorrelationsfunktion iibrig. Dies
reicht nicht aus, um die Korrelationen auf groflen Skalen mittels Autokorrelationsfunktion
korrekt bestimmen zu kénnen. Die DFA ist hier zwar robuster, wird jedoch vom recht starken
Rauschanteil auf kleinen bis mittleren Skalen iiberlagert. Dieser Finite-Size Effekt wird umso
drastischer, je kiirzer die Reihenldnge N ist. Abbildung 4.9 zeigt nochmal C,,(s) fiir festes
R (365 bzw. 1500) aber fiir unterschiedliche Reihenléinegen (N = 221, 220 219 und 2'%) bei
langzeitkorrelierten Gauss-Zahlen. Man erkennt deutlich wie der Finite-Size Effekt mit zu-
nehmender Reihenldnge abnimmt. Das ist ein starkes Indiz dafiir, dass in einer ausreichend
langen Reihe die Korrelationen wie in den Ausgangsdaten auch bei grolen R-Werten in Form
eines Potenzgesetz erscheinen. Im Falle unkorrelierter Ausgangsdaten zeigen auch die Maxi-
ma keine Korrelationen, d. h. Cy,(s) = 0 fiir s > 0. Dies ist in der doppellogarithmischen
Auftragung nicht darzustellen.

4.2.3 Bedingte Maxima

Aufgrund der Langzeitkorrelationen in der Reihe der Maxima-Werte héngt die Wahrschein-
lichkeit, einen m-Wert einer bestimmten Grofie zu finden, von der Vergangenheit, d. h. von
den vorhergehenden Werten, ab. Insbesondere nimmt der unmittelbar vorherige Wert m ;_q
in der Maximareihe (m])j\f:/f einen besonders starken Einfluss auf den folgenden Wert m ;.
Dieser Effekt kann von grofler Bedeutung sein bei der Vorhersage extremer Ereignisse und
somit bei jeder Form von Risikoabschitzung in langzeitkorrelierten Systemen. Da es im Fol-
genden nicht um die exakte Position der m-Werte innerhalb der Maximareihe geht, sondern
nur um eine quantitaive Analyse aufeinanderfolgender Werte, wird m;_; mit mg und m; mit
m bezeichnet. Dies wurde bereits vollig analog im Kapitel 3 iiber die Wiederkehrintervalle

getan.
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Abbildung 4.10: Definition bedingter Maximawerte. In der Reihe der Maxima werden nur solche
m-Werte beriicksichtigt, welche unmittelbar auf ein Maximum vom (ungeféhren) Wert my folgen (hier
mgo ~ 6, oranges Band). Diese neue Reihe von m-Werten, gekennzeichnet durch Kreise, ist die Reihe
der bedingten Maxima.

Den Einfluss der vergangenen Maxima auf zukiinftige zu untersuchen, funktioniert mittels
bedingter Maxima oder auch konditionierter Maxima (siche Abbildung 4.10). In der Reihe
der Maxima werden nur solche m-Werte beriicksichtigt, welche die Bedingung erfiillen, dass
sie unmittelbar auf einen m-Wert folgen, der etwa die Grofle mg hat. In der Abbildung 4.10
wird mg durch ein oranges Band der Breite Amg dargestellt. Dabei ldsst sich die Breite
Amyg so wihlen, dass man fiir jede Bedingung immer noch geniigend Werte pro untersuchter
Reihe erhélt. Analog zum mittleren Maximum m g einer Reihe wird das mittlere mg-bedingte
Maximum, also der Mittelwert aus den mg-bedingten Maxima, mit mpg(mg) bezeichnet. Fiir
unkorrelierte Daten ist m r(mg) unabhéngig von mg. Durch Mischen der Originaldaten werden
die Korrelationen zerstért und man erhélt mpg(mg) ~ mpg bis auf statistische Schwankungen,
da sich mpg(mg) nur aus einer Untermenge aller m-Werte zusammensetzt.

In Abbildung 4.11 sind die mittleren bedingten Maxima fiir Gauss- und exponentiell verteilte
langzeitkorrelierte (y = 0.4) Daten als Funktion von mg dargestellt. Die Breite Amg der
Bedingungen wurde so gewahlt, dass sich jeder Punkt aus etwa 700 bedingten m-Werten
zusammensetzt. Der korrelationsbedingte Memory-Effekt ist deutlich an der Steigung bzw.
Kriimmung der Kurven zu erkennen. Auf kleine my (mog < mp) folgen im Mittel wieder
eher kleine m-Werte (m < mp) und auf grofle mg (mg > mpg) eher wieder grole m-Werte
(m > mpg). Die durchgezogenen horizontalen Linien entsprechen den unbedingten m r-Werten.
Je grofer R, um so grofler ist natiirlich auch mpg, da die m-Werte mit anwachsendem R
extremer werden. Der Memory-Effekt wird bei kleiner Blocklénge R stédrker betont, er ist
aber bei grolen R (sogar R = 1500, Dreiecke) immer noch zu erkennen. Es gibt auerdem
einen deutlichen Unterschied im Kriimmungsverlauf der Kurven zwischen (a) Gauss- und (b)
exponentiell verteilten Daten bei kleinen R-Werten. Die Gauss-basierten bedingten mittleren
Maxima scheinen eine fast lineare Abhingigkeit von mg zu haben, wihrend die exponential-
basierten mittleren Maxima eine deutliche Kriimmung bei kleinen mg aufweisen. Dies liegt
an der asymmetrischen Form der Exponentialverteilung, welche abrupt bei x < 0 auf Null
abfillt, was dadurch auch m,,;, = 0 bedeutet.
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Abbildung 4.11: Mittlere bedingte Maxima m z(my) fiir v = 0.4 und R = 6 (o), 30 (O), 365 (¢) und
1500 (>) als Funktion von my fiir (a) Gauss- und (b) exponentiell verteilte Daten. Die durchgezogenen
horizontalen Linien représentieren die unbedingten Mittelwerte mp zu gegebenen R. Beide Abbildun-
gen zeigen den Memory-Effekt in From von mg(mg) > mpg fix mg > mpg, bzw. mgr(mgy) < mpg fir
mg < mpg, d. h. auf grofle m-Werte folgen eher grofie m und auf kleine m-Werte eher kleine. Die Breite
Amy (das orange Band in Abbildung 4.10) wurde so gewiihlt, dass in jedem der 150 Runs mit N = 22!
etwa 700 m-Werte zu jedem mg zur Verfiigung waren. Abbildung nach [Eichner 2006a].

Dieser Effekt ldsst sich auch an echten, langzeitkorrelierten Datenreihen verifizieren. Als Bei-
spiel habe ich zum einen die historische Datenreihe der jéhrlichen Niedrigwasserstédnde des Nil
(siehe auch Kapitel 2.3.2), gemessen in den Jahren 622 AD bis 1284 AD in Roda, in der Nihe
von Kairo (EGY) [Tousson 1925, Beran 1994], und zum anderen die rekonsturierten jéhrlichen
Temperaturen der noérdlichen Hemisphére nach Moberg [Moberg 2005] zwischen den Jahren
1 AD und 1979 AD gewéhlt. Beide Reihen zeigen eine dhnliche Korrelationsstruktur mit ei-
nem Korrelationsexponent v = 0.3 (Nil: siche Abbildung 2.16 in Abschnitt 2.3.2; nordliche
Hemisphére nach Moberg: siehe [Rybski 2006]). Extreme Minima eines Flusses (Trockenhei-
ten) sind in der Bewésserung von #hnlich gravierender Bedeutung wie Hochwasser. Aufgrund
der recht symmetrischen Verteilung der Jahresminima des Nil (siehe Abbildung 2.15) las-
sen sich mit den bisher verwendeten Methoden durch z; — —z; auch Minima untersuchen.
Abbildung 4.12 zeigt die bedingten Minima des Nil (a,b,c) und die bedingten Maxima der
Moberg-Temperaturreihe (d,e,f). Der R-Wert steht hier fiir Jahre (nicht Tage), weshalb R =1
also 365 Tagen entspricht. Um trotz der kurzen Reihen noch eine verniinftige Statistik zu er-
reichen, wurden nur sechs mg-Werte verwendet, wobei Amg so grofl war, dass zum einen
jeder mp(mg)-Wert auf einer gleichen Statistik beruht und zum anderen keine Liicken zwi-
schen den sechs mg-Werten entstanden, um soviel Information wie mdoglich aus den Reihen
zu bekommen. Von der Nil-Reihe wurden die letzten 660 Datenpunkte verwendet, von der
Moberg-Reihe die letzten 1968, da diese Zahlen gemeinsame Vielfache von R = 1, 6 und
12 sind. Die geschlossenen Symbole in Abbildug 4.12 zeigen deutlich eine mg-Abhéngigkeit,
qualitativ &hnlich wie man sie auch bei den kiinstlichen Daten findet. Die bedingten Mittel-
werte sind umso kleiner, je kleiner die Bedingung my ist bzw. umso grofler, je grofier mg ist.
Zum Vergleich zeigt die Abbildung auch die bedingten Minima bzw. Maxima der gemisch-
ten Reihen, in denen keine Korrelationen vorhanden sind (offene Symbole). Sie sind nahezu
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Abbildung 4.12: Mittlere bedingte Minima mpg(mg) der jihrlichen Wasserniedrigststéinde des Nil
(0) (a,b,c) [Tousson 1925, Beran 1994] und mittlere bedingte Maxima mp(mg) der rekonstruierten
Jahrestemperaturen der nérdlichen Hemisphire (o) (d,e,f) nach Moberg [Moberg 2005] fir R = 1
Jahr (a,d), 6 Jahre (b,e) und 12 Jahre (c,f). Die gefiillten Symbole zeigen die Resultate fiir die echten
Datenreihen, die offenen Symbole fiir dieselben Daten, die jedoch zuvor mehrfach gemischt wurden,
um alle Korrelationen in den Reihen zu zerstéren, weshalb hier die aufsteigende Tendenz mit wach-
sendem myg nicht zu beobachten ist. Die gemischten Daten haben einen kleineren mg-Bereich, da sie
nicht der korrelationsbedingten Links-Verbreiterung von Pr(m) (im Falle der Minima des Nils einer
Rechtsverbreiterung) unterworfen sind (siehe Abbildung 4.6). Die kurz-gestrichelten Linien zeigen die
unbedingten mittleren Minima (a,b,c) und Maxima (d,e,f), die lang-gestrichelten Linien dasselbe fiir
die gemischten Daten. Abbildung nach [Eichner 2006a].

plateauférmig und héngen deshalb (wie erwartet) nicht von der Vergangenheit ab.

4.2.4 Bedingte Maximaverteilungen
und bedingte Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

Die Grofie mp(myg) ist das erste Moment der bedingten Verteilungsdichte Pr(m|my)

o
mpg(mo) ::/ mPg(m|mg)dm (4.24)
—0o0
und damit ein Erwartungswert. Man kann aus dem zugehérigen numerischen Mittelwert je-
doch keine Aussagen iiber die Haufigkeit anderer Ereignisse treffen. Hierzu bendtigt man die
bedingte Verteilungsdichte Pr(m|mg). Die bedingte Verteilungsdichte Pr(m|mg) ist definiert
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Abbildung 4.13: Bedingte Verteilungsdichtefunktionen Pg(m|mg) der Maxima langzeitkorrelierter
(v = 0.4) Gauss-verteilter Daten (a) und exponentiell verteilter Daten (b) fiir R = 365. Abbildung (a)
zeigt Pr(m|myg) fir zwei mo-Werte, mo = 2.06 (o) und mo = 3.55 (OJ). In Abbildung (b) sind die Werte
mo = 4.10 (o) und mg = 8.65 (O). Die Breite Amg wurde so gewiihlt, dass in jedem der 150 Runs
mit N = 22! Datenpunkten etwa 700 m-Werte zu jedem mg zur Verfiigung waren. Die Verschiebung
der Kurven ist ein Resultat der Langzeitkorrelationen in den Maximareihen. Der Einfluss auf die
(bedingte) Uberschreitungswahrscheinlichlkeit Egr(m|mg) ist deutlich zu erkennen: In (a) ergibt sich
fiir m* = 3.30 E365(3.30/2.06) = 0.08 (orange Fliche) und E365(3.30]3.55) = 0.20 (hellblaue Fléche,
teilweise iiberdeckt durch die orange Fldche). Die analogen Zahlenwerte in (b) fiir m* = 7.35 sind
Es565(7.35/4.10) = 0.14 und FE365(7.35|8.65) = 0.24. Die gestrichelten Linien sind die unbedingten
Verteilungsdichten Pg(m). Die numerischen Mittelwerte mpg betragen 2.79 fiir Gauss-Daten und 6.17
fiir exponentielle Daten. Abbildung nach [Eichner 2006a].

als die Verteilungsdichte aller jener m-Werte, die in der Reihe der Maxima unmittelbar auf
einen Wert der Groflie mg folgen. Um diese Grofle numerisch gewinnen zu konnen, bendtigt
man eine sehr grofle Statistik. Abbildung 4.13 zeigt zu langzeitkorrelierten (y = 0.4) Gauss-
und exponentiell verteilten Daten die Verteilung Pr(m|myg) fiir zwei mg-Werte. Vergleicht
man die Lage von Pr(m|mg) (rote und blaue Kurven) mit der Lage der unbedingten Vertei-
lungsdichte Pr(m) (gestrichelte Linie), so fillt auf, dass Pg(m|mg) fiir kleine mg nach links
und fiir grole mg nach rechts verschoben ist.

Die bedingte Uberschreitungswahrscheinlichkeit
Egr(m|mg) = / Pr(m/|mg)dm’ (4.25)

definiert die Wahrscheinlichkeit, in der Reihe der Maximawerte ein Ereignis gréfler m unmit-
telbar nach einem Ereignis der Gréle mg zu finden. Er(m|my) weist eine starke Abhéngigkeit
von der Bedingung mg auf, wie die Beispielswerte in der Bildunterschrift zu Abbildung 4.13
zeigen.

Nun soll der Effekt der Langzeitkorrelationen auf die bedingte Uberschreitungswahrschein-
lichkeit Er(m|my) fiir verschiedene Bedingungen mg und verschiedene Schwellwerte m quan-
tifiziert werden. Abbildung 4.14 zeigt Er(m|my) fiir sechs verschiedene m-Werte (Quantile)
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Abbildung 4.14: Bedingte Uberschreitungswahrscheinlichkeiten Eg(m/|mg) fiir Maxima gréBer als ein
gegebener Schwellwert m als Funktion des Bedingungswertes my. Bild (a) zeigt das Ergebnis fiir Gauss-
verteilte Daten mit v = 0.4 und R = 365; Bild (b) zeigt dasselbe fiir exponentiell verteilte Daten. Die
horizontalen Linien stehen fiir die unbedingten Uberschreitungswahrscheinlichekeiten Eg(m), welche
unabhéngig von my sind. Die sechs m-Werte wurden wie folgt gewihlt: Bild (a) Er(m = 2.15) = 0.9
(o), Er(m = 2.75) = 0.5 (O), Eg(m = 2.95) = 0.3 (A), Er(m = 3.35) = 0.1 (¢), Er(m = 3.55) = 0.05
(V) und Er(m = 3.95) = 0.01 (x). Bild (b) Er(m = 4.40) = 0.9 (o), Er(m = 5.95) = 0.5 (O),
Er(m =6.70) = 0.3 (A), Egr(m = 8.00) = 0.1 (¢), Er(m = 8.75) = 0.05 (V) und Er(m = 10.40) =
0.01 (x). Jeder Punkt in den Kurven beruht auf einer Statistik von 500 bedingten Maxima und ist
gemittelt iiber 150 Runs der Linge N = 22!, Abbildung nach [Eichner 2006a].

als Funktion von mg. Die m-Werte wurden so gewéhlt, dass die zugehorigen unbedingten
Uberschreitungswahrscheinlichkeiten Ex(m) (durchgezogene horizontale Linien im Bild) die
Werte 0.9, 0.5, 0.3, 0.1, 0.05 und 0.01 haben. Der m-Wert mit Er(m) = 0.01 entspricht also
einem 99%-Quantil der Gumbel-Fitkurve und spielt bei der Abschétzung von hundertjiahrigen
Ereignissen eine besondere Rolle (dazu mehr im Kapitel 4.2.5). Auch hier zeigt die Kriimmung
der Kurven nochmal deutlich den erheblichen Einfluss der Korrelationen. Bei Gauss-verteilten
Daten mit v = 0.4 und einem m-Wert, fiir den Er(m) = 0.5 ist, variiert die Kurve Er(m|my)
bis zu einem Faktor 2 in Abhé#ngigkeit vom vorausgehenden mg (fir 2 < my < 3.5). Bei
exponentiell verteilten Daten ist dieser Faktor immerhin auch noch 1.5 (fiir 4 < mg < 8.5).
Die unterschiedliche mg-Skala bei Gauss- und exponentiellen Daten kommt durch die unter-
schiedlichen Wertebereiche der Ursprungsverteilungen P(z) zustande.

Abbildung 4.14 l4sst den Eindruck erwecken, dass der Memory-Effekt bei mittleren m-Werten
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Abbildung 4.15: Quotienten aus der bedingten Uberschreitungswahrscheinlichkeit Eg(m|mg) und
der unbedingten Uberschreitungswahrscheinlichkeit Ex(m) als Funktion des Bedingungswertes mq fiir
(a) Gauss-verteilte Daten und (b) exponentiell verteilte Daten mit v = 0.4 und R = 365. Symbole und
Statistik sind Abbildung 4.14 zu entnehmen. Die Kurven fiir Er(m) = 0.05 sind hier nicht gezeigt,
um ein Uberlappen zu vermeiden. Der Effekt der Langzeitkorrelationen scheint fiir groe m-Werte (x)
am stirksten zu sein: Eg(m|mg)/FEr(m) variiert zwischen 0.4 und 1.7, also etwa um einen Faktor 4
fiir Gauss-verteilte Daten. Bei exponentiell verteilten Daten ist es immerhin noch ein Faktor grofler 2.
Abbildung nach [Eichner 2006a].

(Egr(m) = 0.5) am stérksten zu sein scheint. Fiir groBere m-Werte, also fiir Fr(m) < 0.5,
scheint er wieder schwicher zu werden. Die Differenz zwischen Er(m|mg) und Eg(m) wird
umso kleiner, je grofler m wird. Daraus konnte man schliefen, dass der Korrelationseffekt fiir
grofle m-Werte verschwindet. Dies ist jedoch nicht der Fall, wie Abbildung 4.15 belegt. In Ab-
bildung 4.15 ist das Verhiltnis der bedingten Uberschreitungswahrscheinlichkeit Eg(m|mq)
und der unbedingten Uberschreitungswahrscheinlichkeit Er(m) als Funktion von mgq aufge-
tragen. Das Bild zeigt, wie der Memory-Effekt sogar zunimmt, je grofler m ist, d. h. je extremer
ein Ereignis ist. Der Zuwachs scheint bei exponentiell verteilten Daten etwas schwécher zu sein
als bei Gauss-verteilten Daten. Die Tendenz ist aber in beiden Bildern (a) und (b) dieselbe.
Der Unterschied zwischen der bedingten und der unbedingten Uberschreitungswahrschien-
lichkeit in Abbildung 4.15 kann bei langzeitkorrelierten Daten (y = 0.4) bis zu einem Faktor
2 betragen, wenn man die Vergangenheit mg beriicksichtigt. Ein so starker Effekt sollte bei
Vorhersagen und Risikoabschétzungen in korrelierten Systemen in jedem Falle beriicksichtigt
werden.
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Abbildung 4.16: Drei Definitionen 100-jihriger Ereignisse (vertikale gestrichelte Lininen): (a) das
1/36500 Quantil gses00 bei bekannter Verteilungsdichte P(x), (b) das mittlere Jahrhundertmaximum
msgso0 aus dem Histogramm Psgsoo(m) der Jahrhundertmaxima und (c) das 1/100 Quantil Q100
aus der Gumbel-Fitfunktion Gleichung (4.15) basierend auf Jahresmaximawerten des Histogramms
Psg5(m). Die Abweichungen des Gumbel-Fits vom Histogramm Psgs(m) beruhen auf den Gauss-
verteilten Daten, fiir die R = 365 noch nicht grofl genug fiir das Gumbel-Limit ist. Es findet aber
so in der praktischen Hydrologie Anwendung.

4.2.5 Einfluss der Langzeitkorrelationen auf Jahrhundertereignisse

In diesem Abschnitt geht es um die Auswirkung der Langzeitkorrelationen auf die Abschéitzung
der Grofle eines typischen Jahrhundertereignisses, d. h. ein typisches Maximum wie es im Mit-
tel nur einmal in hundert Jahren vorkommt. Aussagen iiber sogenannte Jahrhundertereignis-
se sind insbesondere in der hydrologischen Risikoabschitzung sehr grofier Uberschwemmun-
gen von Bedeutung [Chow 1964, Jenkinson 1969, Raudkivi 1979, Landwehr 1980, Phien 1987,
Chow 1988, Hosking 1997, DVWK 1999, BWG 2003]. Leider reichen nur wenige zuverlissig
gemessenen Datensétze selten {iber 100 Jahre hinaus, sodass nicht gewihrleistet ist, dass
iiberhaupt ein einziges typisches Jahrhundertereignis in einem Datensatz vorkommt. Daher
ist es in der Praxis ein duflerst heikles Unterfangen aufrgund der meist sehr schwachen Da-
tenlage verldssliche Aussagen zu treffen. Genauso gut kénnte aber auch in einem Datensatz
ein 1000-jéhriges Ereignis aufgetreten sein. Es muss also erst einmal geklért werden, was man
in der Praxis unter einem “typischen Jahrhundertereignis” versteht.

Wiren im Idealfall die Verteilungsdichten P(z) und Pr(m) der untersuchten Zeitreihe voll-
stéandig bekannt, d. h. wére die Zeitreihe unendlich lang, dann gibt es zwei alternative Defi-
nitionen, Abbildung 4.16(a) und (b), fiir typische Jahrhundertereignisse.

Die erste Definition, Abbildung 4.16(a), beruht auf der Verteilungsdichte P(z) (in diesem
Beispiel eine Gauss-Verteilung von Tagesdaten) und gibt als Grofe fiir typische Jahrhunder-
tereignisse das Quantil gsg500 an (rote gestrichelte Linie). Das ist die Schranke, iiber der nur
1/36500 aller Tagesdaten x liegen. Sie wird im Mittel also nur alle 100 Jahre (36500 Tage)
einmal iiberschritten. Fiir diese Definition muss P(x) sehr exakt bekannt sein. Das heifit, eine
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Messreihe muss sehr lang sein, so dass bereits einigie Jahrhundertereignisse in ihr aufgetreten
sind, damit das rechte Ende von P(x) ausreichend bestimmbar ist. Da aber gsgs00 nur auf der
Verteilung P(z) beruht, ist diese Grofie unbeeinflusst von moglichen Korrelationen und einer
moglichen Clusterbildung der m;. Die Definition beriicksichtigt alle Werte, die das Quantil
iiberschreiten, unabhéngig davon, ob sie sich innerhalb desselben Jahrhunderts ereignen oder
nicht.

Die zweite Definition, Abbildung 4.16(b), basiert auf der Verteilungsdichte Psgs00(m) (blaues
Histogramm) der Jahrhundertereignisse m innerhalb verschiedener Blécke der Liange R = 100
Jahre = 36500 Tage. Ein typisches Jahrhundertereignis wird hier definiert als das mittlere
Jahrhundertmaximum msgs00 (blaue gestrichelte Linie), also das erste Moment der Vertei-
lungsdichte Psgs00(m). Zwar werden in dieser Definition die Korrelationen beriicksichtigt und
Cluster von Jahrhundertereignissen, das heifit mehrere Jahrhundertereignisse innerhalb eines
Blocks der Linge R = 100 Jahre, kann es hier nicht geben®. Jedoch verlangt auch diese Defini-
tion sehr lange Reihen, da man mehrere Jahrhundertereignisse ben6tigt, um eine verniinftige
Verteilung Psg500(m) ermitteln zu kénnen.

In echten Datensétzen beschrinkt sich der statistische Umfang meist auf 30 Jahre, 50 Jahre
oder vielleicht 100 Jahre Tagesdaten. Das ist nicht genug fiir eine ausreichende Bestimmung
der Verteilungsdichten P(z) bzw. Psg500(m), um daraus verniinftige Angaben fiir die Groen
Q36500 bzw. mses00 machen zu konnen. Es ist a priori auch nicht gegeben, dass Messreihen
dieser Léngen iiberhaupt ein Jahrhundertereignis enthalten. Das erschwert es sehr, die typi-
sche Grofle eines Jahrhundertereignisses abzuschétzen. Gehort die Verteilungsdichte P(x) der
Messungen mit grofler Wahrscheinlichkeit zu jenen, welche im Einzugsbereich der Gumbel-
Verteilung liegen, so ist es sinnvoll die Gumbel-Fitformeln Gln. (4.16) und (4.17) auf Pr(m)
mit kleineren R-Werten (z. B. Jahresmaxima mit R = 365) anzuwenden, um dann eine
Néherung fiir ein typisches Jahrhundertereignis aus dem Gumbel-Fit zu erhalten. Diese Pro-
zedur ist in Abbildung 4.16(c) illustriert, in der das Histogramm Psg5(m) und der zugehorige
Gumbel-Fit (duchgezogene Linie) zu sehen sind. In der Hydrologie schétzt man nun die Grofie
eines typischen Jahrhundertereignisses mit dem Quantil Q19p (oft auch mit HQ109 bezeichnet)
ab [Jenkinson 1969, Raudkivi 1979, Landwehr 1980, Phien 1987, Chow 1988, Hosking 1997].
Q100 ist der Schwellwert in der Gumbel-Fitkurve, welcher nur von 1% aller Jahresmaxima
m iiberschritten wird und in der Abbildung 4.16(c) als griine gestrichelte Linie dargestellt
ist. Aus der integrierten Gumbel-Verteilung Gsgs(m) in Gl. (4.16) ist der Q190-Wert durch
G365(Q100) = 0.99 herzuleiten. Man erhélt hieraus

QlOO =Uu— aln(— 111(099)), (426)

und mit den numerischen Werten fiir Skalenparameter o und Lokalisationsparameter u

V6
QlOO = M35 — [ln(— 111(0.99)) =+ ’ye] 70’365 ~ Ms3e5 + 3.1370365, (4.27)

wobei mgsg; das mittlere Maximum aller Jahresmaxima ist und o3g5 die zughorige Standard-
abweichung, welche man auch aus kiirzeren Zeitreihen (z. B. nur 30 Jahre) recht einfach und
zuverléssig bestimmen kann.

Die drei eben vorgestellten Definitionen fiir hundertjihrige Ereignisse, ¢36500, mM36500 und Q100,
sind zwar dhnlich, zeigen aber unterschiedliche Reaktionen auf Langzeitkorrelationen. Abbil-
dung 4.17 vergleicht fiir unkorrelierte (a) und langzeitkorrelierte (y = 0.4) Gauss-verteilte

5Zwei Jahrhundertereignisse liegen bei dieser Definition mindestens 100 Jahre auseinander.
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Abbildung 4.17: Vergleich numerischer Ergebnisse fiir die verschiedenen Jahrhundertereignisse aus
Abbildung 4.16 bei unkorrelierten (a) und langzeitkorrelierten (y = 0.4) (b) Gauss-verteilten Daten.
Die vertikale gestrichelte Linie représentiert das Quantil gsgs00 = 4.034, das Histogramm ist die Vertei-
lungsdichte der Jahrhundertmaxima Psg500(m). Die Kreise stehen fiir die Verteilung der Q190-Werte,
welche aus unterschiedlichen 100-j&hrigen Ausschnitten (36500 Tagesdaten) aus 150 Datensétzen der
Linge N = 22! bestimmt wurden. Die Quadrate basieren auf 30-jihrigen Ausschnitten (10950 Tages-
daten). Abbildung nach [Eichner 2006a.

Daten (b) das Quantil gsg500, die Verteilung der Jahrhundertmaxima Psg500(m) und zwei
Verteilungen von (Qqpo-Werten (fiir 30-jdhrige Messreihen und 100-jdhrige Messreihen). Die
Verteilung der Qqgo-Werte, die aus den Jahresmaxima von 100-jdhrigen Reihen bestimmt
wurden (bordeaux Kreise), haben die gleiche statistische Basis wie die Jahrhundertmaxima
aus Psg500(m). Da echte Datenreihen aber oft deutlich kiirzer als 100 Jahre sind, wird in Ab-
bildung 4.17 auch die Verteilung der Q)190-Werte gezeigt, die auf Gumbel-Fits aus 30-jdhrigen
Zeitreihen basieren (griine Quadrate). Wéhrend der Einfluss der Langzeitkorrelationen auf die
Q100-Werte aus den Gumbel-Fitkurven der Jahresmaxima recht deutlich ist, zeigt die Vertei-
lungsdichte der Jahrhundertmaxima Psg500(m) und das zugehérige msgs00 nur eine schwache
Korrelationsabhéngigkeit. Das Quantil g3g500 als statische Grofle bleibt von den Korrelatio-
nen vollkommen unbeeinflusst. Man beachte, dass die Verschiebung der 1go-Verteilungen
entgegengesetzt zu der leichten Verschiebung von Psgs00(m) ist. Die leichte Verschiebung
von Psgs00(m) ist auf den Effekt der korrelationsbedingten Linksverbreiterung (siehe Abbil-
dung 4.6) zuriickzufiihren. Die Rechtsverschiebung der @Qigo-Histogramme wird vermutlich
durch den Einfluss des Skalenparameters a bzw. der Standardabweichung osg; in den Fit-
formeln Gln. (4.26) bzw. (4.27) verursacht. Zusétzlich beobachtet man fiir die Q100 auch
noch eine Verbreiterung der Verteilungen bei Langzeitkorrelationen, was zu einer ungenaue-
ren Bestimmung von typischen hundertjéhrigen Ereignissen fithrt. Aber noch immer ist die
Q100-Verteilung deutlich schérfer als Psgs00(m). Das bedeuted, dass typische Jahrhunderter-
eignisse bei 100-jéhriger statistischer Grundlage (bordeaux Kreise) durch @199 zuverlissiger
angendhert werden als durch das einzelne Jahrhundertmaximum, welches eine 100-j&hrige
Reihe hergibt. Die Abschéitzungen mittels Q199 bei 30-jahriger statistischer Grundlage sind
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Abbildung 4.18: Hundertjihrige Ereignisse von Gauss-verteilten Daten als Funktion der Korrelati-
onsexponenten . Der Wert gsg500 = 4.034 (horizontale rote Linie) ist per Definition korrelationsun-
abhéngig, da er nur auf der Verteilung P(x) basiert. Das mittlere Jahrhundertmaximum msgs00 ()
mit zugehoriger oberer Standardabweichung (gestrichelte blaue Linien) und der mittleren @Q190-Wert
(O in (a) und o in (b)) mit zugehdriger unterer Standardabweichung (durchgezogene griine Linien)
als Risikoabschétzung zeigen deutliche Korrelationsabhéngigkeiten im Bereich v < 0.2 (man beachte,
dass kleine y-Werte starke Langzeitkorrelationen bedeuten). In (a) basieren die Werte fiir Q190 auf
Ausschnitten der Liange 30 Jahre (10950 Tage), in (b) auf 100 Jahre (36500 Tage). Das Ansteigen der
Q100-Kurve gegeniiber der mggsoo-Kurve in (b) ist auf die stiirkeren Korrelationen in den Jahresmaxi-
ma gegeniiber den Jahrhundertmaxima zuriickzufiihren, welche bei kiirzeren Stichproben (wie in (a)
nicht so stark durchschlagen. Abbildung nach [Eichner 2006a)].

in ihrer Streuung qualitativ d&hnlich wie die Jahrhundertmaxima aus 100-jdhrigen Reihen.

Um die Korrelationsabhéngigkeit der Groéflenschitzung von Jahrhundertereignissen und ih-
rer Genauigkeit quantitativ zu untersuchen, wurden Mittelwerte und Standardabweichungen
von Histogramme wie in Abbildung 4.17 fiir kiinstliche langzeitkorrelierte Daten mit unter-
schiedlichen Korrelationsexponenten « untersucht. Abbildung 4.18 zeigt das konstante Quantil
q36500, das mittlere Jahrhundertmaximum mggs00 mit der zugehorigen Standardabweichung
s36500 und das mittlere geschitzte Jahrhundertereignis (Q100) mit der zugehorigen Standard-
abweichung als Funktionen des Korrelationsexponents . Auch hier wurden die @ 199-Werte
einmal auf 30-jéhriger Basis bestimmt (a) und einmal auf 100-jdhriger Basis (b). Das Quantil
q36500 ist unabhéngig von ~, da es nur auf P(x) basiert, und auflerdem fiir die Praxis nicht
relevant, da P(z) in der Realitdt nicht ausreichend gut bekannt ist. Im Gegensatz zu ¢se500
sind msg500 und noch viel mehr (Q109) durch starke Langzeitkorrelationen (v < 0.2) erheblich
beeinflusst. Beide Werte werden kleiner mit zunehmenden Korrelationen, d. h. mit kleiner
werdendem ~. Aufgrund der starken Langzeitkorrelationen neigen auch die groffen Maxima
zum Clustern, d. h. es bilden sich Epochen, in denen wesentlich mehr grofie Maximawer-
te auftreten (“Berge”) als in schwach korrelierten oder unkorrelierten Daten. Konsequenter
Weise fehlen diese Maxima dann an anderen Stellen in der Datenreihe, d. h. es gibt auch
Epochen, in denen die Maxima betriichtlich kleiner ausfallen (“Tiler”) als in schwach oder
unkorrelierten Datenreihen. Mit zunehmenden Korrelationen (v < 0.2) bilden sich diese Epo-
chen in Form von Bergen und Télern in der Zeitreihe immer deutlicher aus und treten auch
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Abbildung 4.19: Bedingte hundertjihrige Ereignisse maes00 () und Q190 (o) langzeitkorrelierter

(v = 0.4) Gauss-verteilter Daten als Funktion von mg bzw. Qg%)o. Die bedingten Qloo(Qgg)O), basie-
rend auf Jahresmaxima, zeigen durch den Aufwértstrend noch einen Korrelationseffekt, wihrend die
bedingten Jahrhundertmaxima mggsoo(mo) fiir v = 0.4 aufgrund des sehr groflen R-Wertes bei be-
schriinkter Reihenléinge (hier N = 22!, 150 Runs) keine nennenswerten Korrlationen mehr aufweisen.
Die horizontalen Linien sind die zugehorigen unbedingten Werte Q199 = 4.23 und mags00 = 4.12. Die
Q100-Werte wurden aus 100-jihrigen Ausschnitten bestimmt. Abbildung nach [Eichner 2006a].

haufiger auf, wodurch das mittlere Jahrhundertmaximum msgs00 und auch das geschétzte
Jahrhundertereignis ()19g9, welches auf Jahresmaxima basiert, unter den Wert des Quantils
g36500 fallen. Die zugehorigen Standardabweichungen (gestrichelte Linien und durchgezoge-
ne Linien in Abbildung 4.18), welche die Breiten der Histogramme Psg500(m) und P(Q100)
beschreiben und somit die Genauigkeit der Abschitzungen fiir kurze Datensétze angeben,
wachsen an mit kleiner werdendem ~ (d. h. stérker werdenden Langzeitkorrelationen), da
die Links-Verbreiterung (siche Abbildung 4.6) immer betrichtlicher wird. Fiir v > 0.5 sind
das mittlere Jahrhundertmaximum msgs09 und das geschétzte mittlere Jahrhundertereignis
(Q100) nahezu konstant, also unbeeintriichtigt durch Korrelationen.

Das geschitzte mittlere Jahrhundertereignis (Q199) iiberschétzt fiir v < 0.6 das mittlere
Jahrhundertmaximum mggs00. Diese systematische Abweichung wird kleiner, wenn (Q1¢p) auf
30-jahirgen Datensiitzen (Abbildung 4.18(a), Quadrate) basiert anstatt auf 100-jahrigen (Ab-
bildung 4.18(b), Kreise). Beide Grofien unterschiitzen gsgsop fiir sehr starke Korrelationen
(v < 0.1), was schon sehr nahe am nichtstationéren Verhalten liegt. Die jeweiligen Standard-
abweichungen von Q190 (durchgezogene Linien) fallen fiir schwach bis mittelstark korrelierte
Daten (y > 0.4) deutlich kleiner aus als die Standardabweichung osgs00 (gestrichelte Lini-
en) der Jahrhundertmaxima msgs00. Daraus kann man folgern, dass die Abschitzung eines
Jahrhundertereignisses mittels Qoo verlasslicher ist als die direkte Bestimmung von msgsag.
Das heifit, dass die Grofle Qg9 bei kurzen Messreihen eine sehr zuverldssige Vorhersage fiir
typische Jahrhundertereignisse ist. Im Falle sehr starker Langzeitkorrelationen neigt sie je-
doch dazu, systematisch grofler auszufallen als msggs00. In echten hydrologischen Datensétzen,
wie z. B. Abflussreihen oder Pegelsténde, fallen die Korrelationen selten stérker als v = 0.3
aus [Kantelhardt 2003b, Kantelhardt 2006], weshalb die GroBe Q19 als ein sehr stabiler und
sicherer Schitzer fiir Jahrhundertfluten angenommen werden kann.
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Als letztes ist der Effekt der Langzeitkorrelationen auf (Qi0p) analysiert worden. Wihrend
es in magspo aufgrund des sehr groflien R-Wertes so gut wie keinen Memory-Effekt geben darf
(siehe Abbildungen 4.8 und 4.11), sollte Q190 immernoch eine Abhéngigkeit von der Vergan-
genheit zeigen, da es auf msg; und o3g; aus Jahresdaten basiert. Abbildung 4.19 zeigt fiir
langzeitkorrelierte (y = 0.4) Gauss-verteilte Daten die bedingte Grofe QlOO(Qg%)o) (Kreise),
welche das mittlere Q199 all jener (QQ19o-Werte ist, die in der Reihe der Q199 unmittelbar auf
einen Werte der Grofle Qg(()))o folgen (vollig analog zur Grofle mp(mg) aus Abbildung 4.11).
Ebenso zeigt Abbildung 4.19 die bedingte Grofle mases00(mo) als Funktion der Bedingung
myg. Die durchgezogenen horizontalen Linien sind die jeweiligen unbedingten Mittelwerte.
Waéhrend das bedingte Qloo(Qg%)o) eine deutliche Abhéngigkeit von der Vergangenheit Qg(()))o
zeigt, ist msg500 (Mo ) im Prinzip unabhéngig von mg, da es nahezu horizontal verlduft. Obwohl
der Korrelationseffekt auf das bedingte Qloo(Qg?))o) recht klein ist, bleibt er messbar und kann
so ein wenig hilfreich sein, Vorhersagen von Jahrhundertereignissen zu verbessern.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Die Untersuchungen zum Einfluss von Langzeitkorrelationen auf die Statistik der Wieder-
kehrintervalle ergaben, dass die Verteilungen mittlerer bis grofler Wiederkehrintervalle r einer
gestreckt exponentiellen Funktion folgen. Es konnte im Rahmen dieser Arbeit gezeigt werden,
dass dies nicht nur fiir Gauss-verteilte Daten, sondern auch fiir exponentiell, Potenzgesetz-
artig und Log-Normal-verteilte Daten gilt. Aulerdem lassen sich die Verteilungsdichtefunk-
tionen P, (r) zu verschiedenen Quantilwerten ¢ bzw. Wiederkehrperioden R, mittels der ska-
lierten Auftragung R,P,(r) gegen r/R, zum Kollaps bringen. Das heisst, die Form der Ver-
teilungsdichtefunktionen ist unabhéngig vom Quantilwert und nur abhingig vom Korrela-
tionsexponenten ~y. Dies hat zur Folge, dass man von Ergebnissen zu kleinen ¢-Werten auf
Ergebnisse zu groflien g-Werten, bei denen die Statistik schlecht wird, extrapolieren kann.
Weiter wurde gezeigt, dass kleine Wiederkehrzeiten eher einer Potenzgesetzverteilung folgen,
die durch einen Exponenten bestimmt wird, der mit dem Korrelationsexponenten v im Zu-
sammenhang steht.

Es konnte gezeigt werden, dass die Reihen der Wiederkehrintervalle langzeitkorrelierter Daten
(auch fir grofie Quantile) ebenfalls langzeitkorreliert sind. Dies hat zur Folge, dass auf grofie
Intervalle eher wieder grofie folgen und auf kleine Intervalle eher wieder kleine. Aufgrund
der Langzeitkorrelationen pragen sich in bestimmten Bereichen regelrechte Cluster extremer
Ereignisse aus, wihrend sich in anderen Bereichen wiederum lang anhaltende Ruhephasen
ausbilden, in denen kaum extreme Ereignisse auftreten.

Dieser Memory-Effekt in den Wiederkehrintervallen kann mittels der Betrachtung beding-
ter Wiederkehrintervalle und bedingter Wahrscheinlichkeiten, d. h. unter Beriicksichtigung
des unmittelbar vorangegangenen Intervalls rg, zur Verbesserung von Erwartungswerten und
Vorhersagen ausgenutzt werden. Die bedingte Wiederkehrperiode kann sich erheblich von der
unbedingten unterscheiden. Noch drastischer fillt die Situtation fiir die bedingten Latenzzei-
ten (oder Restwartezeiten) 7,(t|rp) aus, welche die Information beriicksichtigen, dass bereits
eine Dauer ¢ seit dem letzten Extremereignis verstrichen ist. Die Grole 7,(t|ro) zeigt unter
dem Einfluss von Langzeitkorrelationen ein vollig kontraintuitives Verhalten: je ldnger die
Zeit t anhilt, umso grofer fillt auch 7, (t|ro) aus. Dies steht vollig im Kontrast zum Verhalten
bei unkorrelierten Daten, in denen 74(t|rg) unabhéngig von der Vergangenheit ro und ¢ ist
und trotz anwachsendem ¢ immer R, ~ 74(t|rg) gilt (bis auf Finite-Size Effekte). In lang-
zeitkorrelierten Systemen ist die Aussage, dass ein extremes Ereignis nach langer Ruhephase
“liberfallig” wird, also falsch.

97
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Die Untersuchungen im Kapitel {iber den Einfluss der Langzeitkorrelationen auf die Stati-
stik der Maximawerte ergaben, dass die Verteilungsfunktion der Maxima aus Blocken der
Lénge R in Gauss- und exponentiell verteilten langzeitkorrelierten Daten mit anwachsendem
R langsamer gegen die Gumbel-Verteilung konvergiert, als in unkorrelierten Systemen. Im
Gegensatz zur bisherigen Annahme, dass die Reihe der Maxima statistisch unabhéngig ist,
konnte gezeigt werden, dass fiir den praxisnahen Fall R = 365 (“Jahresmaxima”) die Korre-
lationen nicht verschwinden und die Reihe der Maxima ebenfalls Langzeitkorrelationen mit
einem sehr dhnlichen Korrelationsexponenten aufweist. Als Folge bilden sich in den Maxima-
reihen Epochen aus, in denen sich grofie Extremwerte clustern, aber auch Epochen, in denen
nur schwache Extremereignisse auftreten. Dieser Effekt konnte mittels bedingter Verteilungs-
funktionen und bedingter Mittelwerte klar gezeigt werden. Sowohl die Verteilung der Maxima
als auch das mittlere Maximum werden stark von der Vergangenheit, also etwa vom vorherge-
henden Maximum, beeintriachtigt. Auch wenn der Korrelationseffekt absolut gesehen fiir sehr
grofle Maximawerte aufgrund vorausgesetzter Stationaritdt immer kleiner wird, so konnen
die bedingten Uberschreitungswahrscheinlichkeiten gegeniiber den unbedingten (dass heisst,
ohne Beriicksichtigung der Korrelationen) um ein Vielfaches groier oder kleiner ausfallen und
so Prognosen und Risikoabschétzungen verédndern.

Auflerdem wurde in dieser Arbeit gezeigt, dass Langzeitkorrelationen auch einen schwachen
aber messbaren Effekt auf die hydrologische Grofle Q199 haben, welche zur Abschéitzung von
Katastrophen wie Jahrhundertfluten verwendet wird. Aber es zeigt sich, dass die Grofie Q109
auch bei Langzeitkorrelationen eine iiberraschend verléssliche Néherung fiir Jahrhunderter-
eignisse ist, insbesondere auch bei kurzen Datensétzen. Nur bei duflerst starken Langzeitkor-
relationen (v < 0.2) neigt Q100 dazu, das tatséichliche Quantil fiir hundertjéhrige Ereignisse
q36500 zu unterschiitzen. Korrelationen dieser Stérke sind aber in natiirlichen Prozessen, ins-
besondere in hydrometeorologischen Zeitreihen, eher selten.

Die meisten dieser Ergebnisse, insbesondere das Clustern extremer Ereignisse, konnten in dhn-
licher Form bei echten und rekonstruierten Datensétzen trotz geringer Statistik nachgewiesen
werden. Aus diesen Ergebnissen ldsst sich ableiten, dass zur verbesserten Risikoabschétzung
in langzeitkorrelierten Prozessen bedingte Verteilungen, bedingte Mittelwerte und auch be-
dingte Q100-Werte geeignetere Groflen sind, als die unbedingten Groflen. Der Einfluss vorhan-
dener Langzeitkorrelationen ist besonders auf die Wiederkehrintervalle sehr grofi und muss
fiir verniinftige Vorhersagen und Risikoabschéitzungen berticksichtigt werden. Mit dieser Ar-
beit wurde gezeigt, dass allein mittels natiirlicher Langzeitkorrelationen bereits ein zeitweilig
gehduftes Auftreten von grofleren Klimaphénomenen erklart werden kann. Der menschliche
Beitrag zum Treibhauseffekt ist aber in der heutigen Zeit nicht mehr zu leugnen. Als Konse-
quenz ist den natiirlichen Schwankungen auch ein Trend iiberlagert, der mit grofler Sicherheit
das gehaufte Auftreten von Extremereignissen weiter antreibt.

Andere Formen statistischer Abhéngigkeiten, die im Rahmen dieser Arbeit nicht betrachtet
wurden, wie zum Beispiel Trends oder Multifraktalitéit (beides findet man u. a. in hydrome-
teorologischen Messreihen [Kantelhardt 2003b, Kantelhardt 2006, Koscielny 2006]), kénnten
ebenfalls sehr grofle Einfliisse auf die Extremwertstatistik haben. Es ist anzunehmen, dass
Trends in der Statistik der Wiederkehrintervalle teilweise zu sehr dhnlichen Abweichungen
von der Poisson-Statistik fiihren kénnen wie Langzeitkorrelationen. Multifraktalitdt nimmt
erheblichen Einfluss auf die Quantilauswahl, da grofle Fluktuationen anderen Skalengesetzen
gehorchen als kleine. Da man einem multifraktalen Prozess keinen eindeutigen Skalenexpo-
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nenten zuordnen kann, ist ein Kollaps der Verteilungsfunktionen der Wiederkehrintervalle
zu verschiedenen Quantilen auszuschliefien. In [Altmann 2005] haben die Autoren erste Mul-
tifraktalanalysen an den Reihen der Wiederkehrintervalle in langzeitkorrelierten Prozessen
durchgefithrt. Ahnliche Effekte sind auch in der Statistik der Maxima zu erwarten. GroBe
Maxima koénnen anderen Gesetzméfigkeiten folgen als mittlere oder kleine Maxima. Erste
Ansitze hierzu findet man unter anderem in [L’vov 2001].
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Anhang A

Tabelle

Tabelle A.1: Zusammenhang zwischen v, a und 3 und die Werte der Normierungsparameter a, und b,
der gestreckt exponentiellen Verteilungsfunktion P,(r) der langen Wiederkehrintervalle aus Gl. (3.26).

Die vy-Abhgéngigkeit der Normierungsparameter ergibt sich aus den beiden Gleichungen a, = ;ngﬂg
und b, = L2/
YT T/

v [a=1-9/2 [B=1-v |a, [ b
1.00 0.50 0.00 1.00000 1.00000
0.90 0.55 0.10 1.11942 1.15871
0.80 0.60 0.20 1.29445 1.35848
0.70 0.65 0.30 1.56934 1.61683
0.60 0.70 0.40 2.04540 1.96298
0.50 0.75 0.50 3.00000 2.44949
0.40 0.80 0.60 5.43249 3.18149
0.30 0.85 0.70 15.1215 4.40422
0.20 0.90 0.80 126.000 6.85347
0.10 0.95 0.90 92378.0 14.2080
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Anhang B

Beweis zur Verteilung der
Wiederkehrzeiten

B.1 Zero-Level Crossing nach Newell und Rosenblatt

Bereits 1962 haben G. F. Newell und M. Rosenblatt in [Newell 1962] fiir das verwandte
Problem des Zero-Level Crossing zeigen konnen, dass sich die Verteilungsfunktion der Wie-
derkehrzeiten bei stationédren Gauss-Prozessen mit Potenzgesetz-artig abfallender Autokova-
rianzfunktion bzw. Autokorrelationsfunktion asymptotisch durch eine gestreckt exponentielle
Funktion als obere Schranke abschitzen ldsst. Abbildung B.1 erklédrt das Prinzip des Zero-
Level Crossings. Die von uns gefundene Verteilungsfunktion fiir das allgemeinere Problem des
g-Level Crossing ist in der Auftragung /R, dieser sehr dhnlich. Es sei an dieser Stelle bereits
angemerkt, dass das asymptotische Verhalten fiir groBe r/R,-Werte fiir die Verteilungsdichte
P,(r) und die dazugehdorige Verteilungsfunktion Wy (r)

Wy(r) = /_;O Py(r")dr',

dasselbe ist, da P als Ableitung von W fiir grofie /R, weiterhin durch den gestreckt expo-
nentiellen Verlauf dominiert wird. Der durch die Ableitung hinzugekommene Potenzgesetz-
formige Vorfaktor wird mit anwachsendem r /R, immer unbedeutender. Der Beweis von Newell
und Rosenblatt bezieht sich auf Verweildauern {iber der Null-Linie. Da sich der Beweis auf
Gauss-verteilte Zahlen bezieht, ist das Problem symmetrisch und gilt demnach auch fiir die
von uns definierten Wiederkehrzeiten, d. h. fiir Verweildauern unterhalb der Null-Linie. Ich
stelle den Beweis aus [Newell 1962] hier ausfiihrlich, aber zum besseren Verstédndnis in leicht
abgewandelter Form, dar.

Gegeben sei ein stationdrer Zeit-kontinuierlicher Gauss-Prozefl x(t) mit Erwartungswert & =
0 und Varianz o2 = 1. Mit Zeit-kontinuierlich ist gemeint, dass z(t) zu jedem beliebigen
Zeitpunkt t € Rt gemessen werden kann, withrend z(t;) = (x;) einen Zeit-diskreten Prozef
beschreibt, der nur an bestimmten Zeitpunkten ¢t; € R™ und i € N messbar ist. In der Praxis

hat man es immer mit (z;) zu tun, da x(¢) nicht beliebig genau bekannt ist.
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Abbildung B.1: Zero-Level Crossing bei einem kontinuierlichen Gauss-Prozess. Zu einem Zeitpunkt
t = to durchstoBt z(t) die Null-Linie. Von diesem Zeitpunkt an wird die Zeit neu gemessen, das
heiit tg := 0. Die Dauer 7/, die der Prozess unterhalb der Nulllinie verweilt, bevor er sie wieder in
entgegengesetzter Richtung durchstoft oder auch nur beriihrt, ist midestens r.

Fiir die Kovarianzfunktion! p(s) = (z(t)x(t + s)) des Gauss-Prozesses soll gelten
lp(s)] < Cs™7 mit 0<vy<1

und einer Konstanten C' > 0, also p(s) — 0 fiir s — oo, wobei hier s € RT sein darf.
Ubertragen auf die in dieser Arbeit verwendete Notation der Autokorrelationsfunktion Cy(s)

bedeutet dies C;(0) = 02 =1 und C,(1) = C.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit W(r) = P(r’ > r), wobei v’ die Dauer bis zum ersten
Zero-Crossing Zeitpunkt ist. Das heifit, dass z(t) in einem Intervall der Mindestlédnge r nicht
nicht groBer oder gleich 0 wird,

W(r)=Plz(t)<0 V 0<t<r]. (B.1)
Im folgenden soll gezeigt werden, dass die Wahrscheinlichkeit mit
W(r) < exp(—Kr") fiir ein gewisses K >0 (B.2)
nach oben abgeschétzt werden kann.

Wenn z(t) < 0 fir alle 0 < ¢t < r (also sozusagen kontinuierliche t) gilt, dann gilt auch
z(jA) <0 fiir alle j =0,1,...,n — 1 fiir jede beliebige Diskretisierung des Intervalls [0, 7] mit
Schrittweite A und n = [r/A] Schritten, wobei die eckigen Klammern in [r/A] die sogenannten
Gauss-Klammern sind und bedeuten, dass n die gréfite ganze Zahl kleiner oder gleich r/A
ist. Denn, da jeder Punkt im kontinuierlichen z(t) kleiner 0 ist, muss auch jede Untermenge
dieser Punkte kleiner 0 sein, also auch die z(jA). Es folgt

W(r) < Pla(GA) <0 ¥ j=0,1,...n— 1]. (B.3)

Der Ubergang vom kontinuierlichen System ins diskrete hat fiir die Kovarianzfunktion p
folgende Konsequenzen: aus p(s) wird p(|j — k|A) mit j,k=0,1,....,n — 1 und j # k und die
Abschiitzung |p(s)| < Cs™7 geht iiber in

p(17 = K[A) < C(l7 = K[A)7.

'Da 02 =1 ist die Kovarianzfunktion gleich der Autokorrelationsfunktion.
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Der Ausdruck (p;i) = p(|7 — k|A) ist eine positiv definite (n x n)-Kovarianzmatrix, das heifit,
(pjk) ist symmetrisch und Z?’;io(pjk)mjxk > 0, was eine direkte Konsquenz des Gauss-
Prozesses ist [Graybill 1983]. Ihre Hauptdiagonalelemente sind pj; := Cm(O) =0 = 1.
Hieraus folgt die Existenz einer ebenfalls positiv definiten Inversen ( k)" (Theorem 12.2.1.
in [Graybill 1983]). Fiir die Eigenwerte von (pj;x) gilt 0 < Ay < ... < A, (Theorem 12.2.2 in
[Graybill 1983]) und fiir die Eigenwerte der Inversen 0 < A\, < ... < A\[' also A1 = 1/,
(Theorem 3.2.7 in [Graybill 1983]). Daraus folgt, dass der Kehrwert des grofiten Eigenwerts
einer invertierbaren Matrix gleichzeitig der kleinste Eigenwert der Inversen Matrix ist. Aus der
Invertierbarkeit und der positiven Definitheit von (p;i) folgt auBerdem, dass die Determinante
|(pji)| positiv ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Intervall [0,7) alle z(jA), j = 0,1,...,n — 1, unter
0 liegen, lésst sich fiir stationédre Gauss-verteilte Zufallszahlen mit Hilfe der Inversen der
Kovarianzmatrix, (pjk)*l, analytisch durch das multivariate Integral angeben [Sachs 1974]

1 0 0 1 n—1
W(r) < / dwo.../ dz,_1exp|—= E (pjr) taiay ). (B.4)
(27T)n/2|(pjk)|1/2 —o0 ) < 2 k=0 ! ’ )

Dabei deuten die Integrationsgrenzen —oo bis 0 an, dass alle z(jA) in [0,7) die Nulllinie
g = 0 nicht iiberschreiten diirfen. Aus Symmetriegriinden diirfen die Integralgrenzen auch
von 0 bis co gewéhlt werden. Dieses multivariate Integral ist analytisch nicht 16sbar, da die
Inverse der Kovarianzmatrix in ihren Eintrégen von n und somit auch von r abhéngt und man
fiir jede Diskretisierung mit n Stiitzstellen eine neue Inverse der Kovarianzmatrix erstellen
miisste. Abhilfe liefern die Extremaleigenschaften der Eigenwerte (englisch: extremal properties
of eigenvalues) von positiv definiten Matrizen (Theorem 12.2.14 in [Graybill 1983]):

n—1 n—1
Z (pjr) tajmp > A0 Zw? (B.5)
k=0 j=0

Mittels dieser Abschétzungen lésst sich W (r) nach oben beschrénken:

n—1
1 1,
Wir) < @] (pon) |1/2/ dxg.. / dxp_1 exp —§An12x?) (B.6)
1
= (271')"/2’(P]k)’1/2/0 dmoexp<— )\ )/0 dT,,— 1exp<——)\ Ty_ 1)
_ 1 * Sl "
RCGREEE (] we(-53))
1 T\ /2
_ B.7
T aaT) (B
o
27| (pji) [/
. n/2
(i) )‘n
L B.8
2T 0,)1 72 e
W), A, \n/2
< <4—)\1) (B.9)
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Die Giiltigkeit von (i) ergibt sich aus dem Theorem 8.6.5 in [Graybill 1983]: eine Determi-
nante setzt sich aus dem Produkt der Eigenwerte zusammen. Der Schritt (ii) beruht auf der
monotonen Abschétzung der Eigenwerte (0 < A; < ... < Ap).

Betrachtet man die Messreihe bzw. den zeit-diskreten Prozess x( jA)?:_Ol als Vektor # € R", so
folgt aus der Eigenwertgleichung ((p;j) — AL,)Z = 0 (I, ist die (n x n)-Einheitsmatrix, deren
Diagonalelemente 1 und alle anderen Elemente 0 sind), dass ((pi;) — I, — (A —1)I,,)@ = 0 gilt
und A — 1 Eigenwert der Matrix ((pi;) — I,,) ist.

Mit Hilfe des Theorems 5.6.7 und der Definition 5.6.2 von Matrix-Normen in [Graybill 1983]
lasst sich |A — 1| mittels der Zeilensummen abschétzen und es gilt

n

_ < Y R g .
A-1] < max (1| — diz) (B.10)

n

= 1 Z ,
+ max 1Ipwl
j:

= 14 max 3 Joli - 4IA))
1

1<i<n
]:
i—1 n
+ max lep(lz 1)+ 1p(0 )|+‘Z+1|p(|z A
J= 7=t

i—1 n—i

= 1@%{2\/)(&)! +Z!p(lﬁ)|}
- = =1 =1
n—1 n—1

max {Z lp(1A)[ + Z |P(ZA)’}
e ] =1

n—1
= 23 |pid) (B.11)
=1

IN

Lost man den Betrag von |A — 1| auf, erhéilt man fiir die Abschitzung des Eigenwerts

n—1 n—1
=23 |p(A) < A1 <23 |p(A)] (B.12)
=1 =1
n—1 n—1
1-2) JpIA)| < A <142 [p(IA)] (B.13)
=1 =1

Aus dieser Ungleichung lassen sich die Abschitzung fiir den gréffiten und kleinsten Eigenwert,
Ap und A1, der Kovarianzmatrix gewinnen

n—1
A <142)|p(IA)] (B.14)

=1

und .
A >1-2>|p(1A)]. (B.15)

=1
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Aufgrund |p(s)] < C's™ bzw. |p(IA)| < C(IA)~7, wobei | = |j — k| und j # k ist, gilt fiir die

Summen dieser Abschétzungen

n—1 n—1 r
D IpA) < CATTI 1T < CA‘V/
I=1 1=1 1

A
I77dl < CA™ 7, (B.16)
/2

Setzt man das in die Eigenwertabschétzungen (B.14) und (B.15) und diese in die Abschétzung
(B.24) fur W (r) ein, so erhélt man

W(r) < ( (B.17)

n —1,1- n
< 4)\_),\11> /2§<41+2CA r 7)) /2

(1—-2CA-1prl=

Da die Schrittweite A der Diskretisierung beliebig ist, darf sie frei gew#hlt werden. Also
kann A fiir das aktuell betrachtete r auch so gewihlt werden, dass die r-Abhéngigkeit in der
Klammer in (B.17) verschwindet und nur noch im Exponent aufgrund von n = [r/A] auftritt.
Um das zu erreichen, gentigt die Wahl

A = Kor'™, (B.18)

mit der Einschrinkung Ky > 2C, um eine Nullstelle im Nenner von (B.17) zu vermeiden? und
einen reellen Ausdruck fiir W(r) zu gewéhrleisten. Die freie Schrittweitenwahl A wird durch
die freie Wahl des Parameters K ersetzt. Setzt man (B.18) in (B.17) ein, erhélt man

1 +20/K0)n/2 ~( % )"/2 (B.19)

W) < (= 3C /K, (Ko —2C

Da der Ausdruck in der Klammer fiir alle wihlbaren Ky > 2C grofler als 1/4 bleibt, gilt

1\ n/2
W(r) < (Z> = e~ In@n/2, (B.20)

Man beachte, dass in n immer noch ein Ky steckt: aus n = [r/A] folgt n > r/A =r7/K)

1 /2 _1n(4)'r'Y
win < ()" <o = en (B.21)

O

B.2 Erweiterung auf ¢-Level Crossing (POT Methode)

Fiir die Erweiterung des Beweises auf Quantile ¢ > 0 setzen wir, dem Beweisschema folgend,
in Gl. (B.4) ein und tauschen die oberen Integralgrenzen durch ¢ aus. Dadurch wird der Wert
des multivariaten Integrals erheblich vergroflert. Die Abschétzung aus den Extremeigenschaf-
ten der Eigenwerte (B.5) ist unabhéingig von ¢ und gilt weiterhin. Ebenso hilt auch das
Argument der Symmetrie des Gauss-Prozesses, sodass die Ungleichung (B.6) stimmt. Aber
bei der Berechnung des dquivalenten Ausdrucks von Gl. (B.7) bricht der analytische Beweis

2Anm.: Es gibt auch eine triviale Einschrinkung nach oben, ndmlich durch A < r, da man sonst keine
brauchbare Zerlegung erhilt.
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zusammen, da es keinen geschlossenen Ausdruck zur Berechnung von Gauss-Integralen gibt3.
Stattdessen ist aber folgende Abschéitzung moglich.

W(r) < (%)H/Q‘l(pjk)‘l/g </jdwexp<_%)\nlx2) B2
([l b ()
- (27{')"/2‘1(p]k)‘1/2 (/Ooodxexp<—%)\n1$2) + /quxexp(—%)\nlx2>>
(_2 (27r)"/2|1(p]k)| 1/2 (/Ooodxexp<—%)\nl$2) +/Ooodxexp<—%)\n1x2)>n
- @ "/Q]L(p]k 1/2 (il)m (B.23)
()" -

Die Abschétzung in (i) ist zwar sehr grob, sie erhélt aber die Struktur von W (r). Durch die
selbe Wahl der Schrittweite A werden alle Korrelationseigenschaften aus der Basis in den
Exponenten verbannt und es folgt vollig analog zur obigen Beweisfithrung

1 /2 _ In(2)r?Y
W< (5)" s = ek, (B.25)
wobei hier K = (Q)T , also gegeniiber obigem K um einen Faktor 2 kleiner ist. Diese Erwei-

terung des Bewelses auf beliebige g-Werte ist sehr grob, gibt aber das korrekte asymptotische
Verhalten der Verteilungsfunktion wieder.

Der Beweis erkldrt jedoch nicht den von uns gefundenen Datenkollaps der Kruven fiir ¢ > 0,
den man durch die mit R, skalierte Auftragung erhélt (sieche Abbildung 3.7(b)). Ich vermute
aber, dass eine Erkldrung fiir das Skalieren in der Wahl der Schrittweite (B.18) liegt.

*Der hiufig verwendete Ausdruck der Gauss‘schen Fehlerfunktion ist ein tabellierter Ausdruck (siche
[Bronstein 1995]) und ist hier wenig hilfreich.
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