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I. Einleitung 
Unter komplexen Systemen versteht man in der Regel physikalische, chemische, biologische oder 
auch soziologische Systeme mit einer komplexen Dynamik, die nicht allein durch die Betrachtung 
der Einzelteile der Systeme beschrieben oder verstanden werden kann.  Die Teile sind entweder zu 
stark nicht-linear oder zu vielfältig miteinander gekoppelt, so dass eine Aufteilung des Systems die 
Dynamik grundlegend verändern würde.  Der Grund für die Komplexität liegt auch in der großen 
Anzahl von Freiheitsgraden, denen nur eine geringe Anzahl von Erhaltungsgrößen gegenübersteht. 

Es gibt viele Beispiele für komplexe Systeme.  So können die Elektronen in einem Festkörper ein 
komplexes System bilden, obwohl sie punktförmig sind und jedes durch eine Schrödinger-
Gleichung eindeutig in seiner Zeitentwicklung beschrieben wird.  Die Komplexität kommt hier zu-
stande durch eine – von der Festkörper-Struktur vorgegebene – nicht homogene (ungeordnete) Po-
tenzial-Landschaft, in der sich die Elektronen bewegen, und durch die langreichweitige (Coulomb-) 
Wechselwirkung.  Inhomogenitäten werden in jedem realen Festkörper durch Gitterbaufehler, wie 
Fehlstellen, Zwischengitter-Atome, Versetzungen, Dotierungen, Grenzen zwischen Kristalliten, 
Rand- und Grenzflächen usw. hervorgerufen.  Durch quantenmechanische Beugung an den Gitter-
fehlstellen und destruktive Interferenz der Elektronenwellen kommt es zu dem Effekt der Lokalisie-
rung, d.h. die Elektronenwellen können sich nicht mehr über den gesamten Festkörper ausbreiten, 
sondern werden räumlich auf gewisse Bereiche beschränkt.  Es ist offensichtlich, dass man dieses 
Verhalten nicht durch die Simulation eines kleinen Ausschnitts des Festkörpers (mit periodischen 
Randbedingungen) und eines einzigen Elektrons erfassen kann. 

Ein ganz anderes Beispiel für ein komplexes System ist ein biologischer Organismus.  Um die Le-
bensfähigkeit herzustellen und zu erhalten, läuft ständig eine unüberschaubar große Vielfalt unter-
schiedlicher biochemischer Reaktionen ab, die sich teilweise gegenseitig voraussetzen oder auslö-
sen.  Hier kommt die komplexe Dynamik durch das Zusammenspiel vieler zum Teil stark und 
nichtlinear gekoppelter Prozesse zustande, die von verschiedenen Genen und danach konstruierten 
Proteinen, Enzymen usw. gesteuert werden.  Man kann unter großem Aufwand die Funktion einzel-
ner Gene oder Proteine untersuchen und charakterisieren, was Gegenstand der biomedizinischen 
Forschung ist.  Das ist eine notwendige Voraussetzung für ein grundlegendes Verständnis des Sys-
tems.  Aber weil die Gene und die Proteine oft wesentlich miteinander wechselwirken, wird damit 
noch nicht automatisch ein Verständnis des Gesamtsystems erreicht.  Um die komplexe Dynamik 
wirklich zu verstehen, müsste das vollständige Wechselwirkungs-Netzwerk der Einzelkomponenten 
berücksichtigt werden, das letztendlich die Komplexität des Systems verursacht. 

Nicht nur auf der biochemischen Ebene sind biologische Systeme komplex.  Auch das Zusammen-
spiel der einzelnen Organe und deren Regelung, die von der Physiologie beschrieben wird, zeigen 
Komplexität.  Ein vergleichsweise einfaches Beispiel für ein komplexes System dieser Art ist das 
Herz-Kreislauf-System des Menschen.  Man kann das System nur teilweise verstehen, indem man 
die einzelnen Komponenten wie Herz, Lunge, Adersystems, usw. getrennt und unabhängig vom 
autonomen vegetativen Nervensystem betrachtet, das einen Teil der Funktionen steuert.  In diesem 
Bild kann man zwar verstehen, wie das Herz Blut pumpt, aber es wird nicht klar, wie die Herzfre-
quenz geregelt wird und warum sie – in einem gewissen Rahmen – scheinbar zufällig schwankt.  
Diese Fluktuationen der Herzfrequenz sind eine interessante Größe, weil sie einfach durch ein 
Langzeit-EKG gemessen werden können und unter anderem Rückschlüsse auf den Gesundheitszu-
stand erlauben.  Auch beim Herz-Kreislauf-System hat die Komplexität ihre Ursache in der Kopp-
lung und Wechselwirkung der verschiedenen Systemkomponenten. 

Das Klimasystem der Erde ist ein komplexes System, weil viele Komponenten und Teilsysteme auf 
stark unterschiedlichen Längen- und Zeitskalen wechselwirken.  Die turbulente Strömung der Luft 
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auf kleinen Raum- und Zeitskalen führt zur Wolken- und Gewittersturmbildung auf mittleren 
Raum- und Zeitskalen und diese beeinflussen über Großwetterlagen auch längerfristige Klima-
schwankungen.  Starke Wechselwirkungen bestehen weiterhin mit Prozessen in den Ozeanen und 
den polaren Eismassen sowie mit dem Festland (Erosion, biologische Aktivität).  Üblicherweise 
unterscheidet man zwischen Wetter und Klima aufgrund der jeweils betrachteten Zeitskalen von 
einigen Tagen bzw. einigen Jahren.  Aber der Übergang ist fließend und eine langsame Klimaer-
wärmung soll beispielsweise mit extremen Wetterereignissen einher gehen.  Wenn man die lang-
fristige Klimaentwicklung simulieren will, darf man daher kurzfristige oder kleinskalige Prozesse 
nicht ignorieren.  Bei Computer-Simulationen mit geeigneten Modellen kann das komplexe System 
nicht als Ganzes in allen Details beschrieben werden, denn das würde die Leistungsfähigkeit sämtli-
cher Computer übersteigen.  Vielmehr müssen zahlreiche Näherungen und Ersatz-Beschreibungen 
(effektive Modelle) für die kurzfristigen oder kleinskaligen Prozesse verwendet werden.  Dann stellt 
sich die Frage, inwieweit das komplexe System noch korrekt beschrieben wird, oder ob durch die 
Vereinfachungen und Näherungen bei einzelnen Teilsystemen die Dynamik verändert wird. 

In dieser Arbeit geht es um die Charakterisierung der Dynamik komplexer Systeme anhand der auf-
tretenden Fluktuationen, d.h. der zufälligen oder zufällig erscheinenden Schwankungen der ver-
schiedenen Messgrößen.  Bei den Elektronensystemen sind räumliche Fluktuationen der Potenzial-
Landschaft eine Ursache für die Komplexität.  Fluktuationen sind aber auch eine Auswirkung von 
komplexer Dynamik, wie besonders das Beispiel des Wetter- und Klimasystems zeigt.  Oft interes-
siert man sich zuerst für Mittelwerte; so beim Wetter für die tägliche Durchschnittstemperatur, beim 
Herzkreislaufsystem für die Mittelwerte von Herzfrequenz (Puls) und Blutdruck und bei Elektro-
nensystemen für die mittlere elektrische Leitfähigkeit.  Aber in komplexen Systemen sind auch die 
Fluktuationen der Messgrößen um ihre mittel- oder langfristigen Mittelwerte wesentlich.  So sind es 
die scheinbar überraschenden Fluktuationen, die beim Wetter zu Extremereignissen mit besonderer 
Schadenswirkung führen oder beim Herz-Kreislaufsystem beispielsweise einen Herzstillstand aus-
lösen können, und bei den Elektronensystemen können es einzelne, zufällig besonders gut leitende 
Zustände sein, deren Verhalten (z.B. die Temperaturabhängigkeit) in einer konkreten Situation rele-
vant wird.   

Es ist sinnvoll, eine Charakterisierung der komplexen Systeme anhand der auftretenden Fluktuatio-
nen anzustreben, denn dadurch wird erstens eine Beschreibung der Dynamik und zweitens oft ein 
besseres Verständnis über die Art der Wechselwirkung der verschiedenen Teile erreicht.  Die Er-
gebnisse können die Grundlage bilden für eine Optimierung des Systems oder einen Test existie-
render, sowie eine Aufstellung neuer (vereinfachter) Modelle.  Selbst eine Beschreibung der Syste-
me durch (effektive) stochastische Differenzen- oder Differentialgleichungen erfordert eine Kennt-
nis der auftretenden Fluktuationen, da diese in die stochastischen Variablen eingesetzt werden müs-
sen.  Da neben den Fluktuationen oft Trends in den gemessenen Größen auftreten, sind zur Analyse 
Methoden notwendig, die zwischen beidem unterscheiden können.  Eine Trennung von Fluktuatio-
nen und Trends ist auch für eine verbesserte Trenderkennung und die Vorhersage des typischen 
sowie des möglichen extremen Verhaltens der Systeme hilfreich.  Eine Beschreibung der Dynamik 
anhand der Fluktuationen bietet darüber hinaus den Vorteil, dass durch eine Skalenanalyse die ab-
laufenden Prozesse auf verschiedenen (zeitlichen oder räumlichen) Skalen getrennt werden.  Wenn 
Skalenverhalten auftritt, d.h. wenn die Fluktuationen auf großen und kleinen Skalen miteinander 
durch ein Potenzgesetz in Beziehung stehen, ist eine Extrapolation des Verhaltens auf große, expe-
rimentell nicht zugängliche Skalen möglich.  

Diese Möglichkeit zur Trennung verschiedener Prozesse und zur Extrapolation wird im Hinblick 
auf das Skalenverhalten der Fluktuationen in beiden Teilen der Arbeit ausgenutzt.  Im ersten Teil 
werden komplexe biomedizinische und geophysikalische Systeme anhand von Zeitreihen unter-
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sucht, d.h. anhand von über längere Zeiträume periodisch gemessenen Einzelgrößen, deren Fluktua-
tionen die Dynamik widerspiegeln und eine Charakterisierung von unterschiedlichen Phasen sowie 
einen Vergleich mit Modellen ermöglichen.  Konkret werden nach einer Einführung in die verwen-
deten und weiterentwickelten Methoden der Zeitreihenanalyse in Kapitel II.A zuerst die Fluktuati-
onsdynamik des menschlichen Herz- und Atemrhythmus betrachet, u.a. in verschiedenen Aktivi-
tätsphasen (Kapitel II.B).  Ziel ist dabei eine Charakterisierung der Dynamik in den unterschiedli-
chen Phasen und unter bestimmten Krankheitsbedingungen als Grundlage für ein besseres physio-
logisches Verständnis der Regelungen und Wechselwirkungen im autonomen Herz-Kreislauf-
System, eine automatische Unterscheidung der einzelnen Phasen, eine stochastische Modellierung, 
sowie eine verbesserte Diagnostik und Risikoabschätzung.  Kapitel II.C hat nach einem kurzen  
Überblick über DNS-Fluktuationen eine Charakterisierung der Nervenimpulsdynamik von mecha-
nisch und elektrisch sensitiven Sinneszellen zum Thema.  Die komplexe Dynamik des Wetter- und 
Klimasystems sowie hydrologischer Systeme der Erde wird mit Hilfe der Zeitreihenanalyse in Ka-
pitel II.D charakterisiert, das mit einer Betrachtung langjähriger historischer und aus Paläodaten 
rekonstruierter Reihen endet.  Anhand der Ergebnisse können Klima- und Regen-Abfluss-Modelle 
sowie die Methoden zur Rekonstruktion der Paläodaten getestet werden.  Die Auswirkungen der 
langreichweitigen Korrelationen in den hydroklimatischen Reihen auf die Statistik extremer Ereig-
nisse sowie die Wiederkehrintervalle zwischen solchen Ereignissen sind das Thema der in Kapitel 
II.E betrachteten Anwendung.  Den Abschluss des ersten Teils bildet in Kapitel II.F die Anwendung 
der statistischen Methoden zur Analyse von Röntgenbeugungsfluktuationen, die die Diffusions-
dynamik in ungeordneten Metalllegierungen widerspiegeln. 

Der zweite Teil der Arbeit hat komplexe elektronische Systeme in Festkörpern zum Thema, bei 
denen aufgrund von Unordnung im Kristallgitter Fluktuationen in den messbaren physikalischen 
Größen auftreten.  Wegen der Unordnung und starken Vielteilchen-Wechselwirkungen kann man 
sich nicht auf eine Näherungslösung oder die Betrachtung nur einer Gitter-Einheitszelle beschrän-
ken, sondern muss ein Modellsystem aus vielen Teilchen simulieren, d.h. die Schrödinger-Glei-
chungen dafür lösen.  Hier sind die auftretenden Fluktuationen quantenmechanischen Ursprungs, 
und ihre Untersuchung ermöglicht einen Test von theoretischen Modellvorstellungen anhand nume-
rischer Simulationen.  Besonders im Blickpunkt des Interesses steht der Phasenübergang zwischen 
lokalisierten (isolierenden) und ausgedehnten (metallischen) Zuständen.  Nach einer kurzen Darstel-
lung der experimentellen Resultate in Kapitel III.A werden in den Kapiteln III.B und III.C Modelle 
bzw. numerische Methoden zur Untersuchung von Lokalisierung und Fluktuationen in elektroni-
schen Quantensystemen behandelt.  In den Kapiteln III.D und III.E liegt der Schwerpunkt auf den 
Auswirkungen von korrelierter bzw. unkorrelierter Unordnung auf die quantenmechanischen Fluk-
tuationen in ein- bzw. zweidimensionalen Elektronensystemen, für die anhand von numerischen 
Simulationsergebnissen die Gültigkeit der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung diskutiert 
wird.  In Kapitel III.F werden zusätzlich die Auswirkungen von starken Vielteilchen-Wechselwir-
kungen und Magnetfeldern auf die Fluktuationen und die Lokalisierung der Elektronen in den un-
geordneten Festkörpern betrachtet, wobei sich konkrete Bezüge zu den neuen experimentellen Er-
gebnissen zum Metall-Isolator-Übergang in zweidimensionalen Bauelementen zeigen.  Den Ab-
schluss des zweiten Teils bildet in Kapitel III.G eine Analyse von Lokalisierungsübergängen und 
Fluktuationen in Quantenpunkten („künstlichen Atomen“), die bei einer Kontaktierung mit idealen 
Drähten zu erwarten sind.   

Teil IV gibt eine Zusammenfassung und in Teil V steht das Literaturverzeichnis, und zwar getrennt 
nach den Referenzen zu Teil II und Teil III. 



 

 4 



II. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen 

 5 

II. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen 
In diesem ersten Teil der Arbeit steht die Untersuchung der Dynamik komplexer Systeme, wie z.B. 
des autonomen vegetativen Systems des Menschen und des globalen Wetter- und Klimasystems, 
durch die Analyse von Zeitreihen im Mittelpunkt.  Die verschiedenen Bausteine der komplexen 
Systeme sind im Allgemeinen nicht-linear gekoppelt, so dass die Dynamik des Ganzen nicht durch 
eine detaillierte Beschreibung der Einzelkomponenten charakterisiert und verstanden werden kann, 
sondern das Gesamtsystem analysiert werden muss.  Dabei ist es nicht möglich, alle Variablen und 
Parameter vollständig zu erfassen.  Daher sollen die Systeme anhand von Zeitreihen untersucht 
werden, d.h. anhand von über längere Zeiträume regelmäßig gemessenen Einzelgrößen, in denen 
sich die Dynamik des Systems dimensions-reduziert niederschlägt. 

II.A. Einführung und Methoden 

II.A.1. Grundlagen 

a) Stationäre und nichtstationäre Zeitreihen, Persistenz und Trends 
Bei der Analyse von Zeitreihen, die die Dynamik komplexer Systeme repräsentieren, gibt es zwei 
Hauptprobleme, die nicht zufrieden stellend durch übliche statistische Verfahren gelöst werden 
[BOXetal-94, BUNDEetal-02]:  (i) Die meisten Datenreihen sind relativ kurz und verrauscht, so dass 
es schwierig ist, signifikante Informationen daraus zu extrahieren.  (ii) Wenn die Länge der Daten-
sätze durch die Verwendung von modernen Computer-basierten Aufzeichnungstechniken oder 
durch einen Rückgriff auf historische Daten erhöht wird, beginnen Nichtstationaritäten in den Sig-
nalen das intrinsische Fluktuationsverhalten zu überlagern.  Nichtstationaritäten und Trends werden 
durch äußere und innere Einflüsse verursacht, die zu graduellen oder auch sprunghaften Verände-
rungen der Mittelwerte und der Regulationsmechanismen führen.  Sie stellen ein wesentliches Prob-
lem für die Charakterisierung der Dynamik und insbesondere die Bestimmung der Korrelationsei-
genschaften der Daten dar [BUNDE&KANTELHARDT-01] (einzelne Teile aus diesem Übersichtsarti-
kel sind hier in überarbeiteter Form übernommen). 
Bei den traditionellen statistischen Methoden, siehe z.B. [CHATFIELD-89, BOXetal-94], geht man 
davon aus, dass sich die statistischen Eigenschaften eines Signals nicht im Verlauf der Zeit ändern, 
d.h. dass insbesondere Mittelwert und Varianz zeitlich konstant sind.  Wenn dies der Fall ist, kann 
man aus der Berechnung von Autokorrelationsfunktionen oder Frequenzspektren auf Korrelationen 
zwischen den Elementen einer Zeitreihe schließen.  Die Annahme stationären Verhaltens ist aber 
unrealistisch für viele Zeitreihen in der Natur.  Nichtstationaritäten treten beispielsweise bei meteo-
rologischen Zeitreihen [KOSCIELNY-BUNDEetal-98], in DNA-Sequenzen [PENGetal-94], sowie in 
ökonomischen Datenreihen [MANTEGNA&STANLEY-99] auf.  Physiologische Zeitreihen, wie z.B. 
Sequenzen von Herzraten, sind ebenfalls durch starke Nichtstationaritäten gekennzeichnet [VISWA-

NATHANetal-97], die sogar in der Schlafphase beim Übergang zwischen den einzelnen Schlafstadien 
auftreten [BUNDEetal-00].  Daher sind die konventionellen Methoden nur mit starken Einschrän-
kungen anwendbar.  Darüber hinaus ist es von großer Bedeutung herauszufinden, ob die beobachte-
ten Fluktuationen und Korrelationen von externen bzw. internen (Stör-) Einflüssen verursacht wer-
den oder vielmehr im Rahmen der üblichen Schwankungen bleiben.  
Allgemein spricht man von „Persistenz“, wenn eine Zufallsgröße die Tendenz hat, ihren au-
genblicklichen Wert beizubehalten.  Dies kann über längere Zeiträume zu ausgeprägten positiven 
oder negativen statistischen Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert führen.  Bei Trends hinge-
gen handelt es sich um systematische Abweichungen vom Mittelwert, die meist durch äußere Pro-
zesse verursacht werden.  In diesem Sinne sind bei meteorologischen Zeitreihen der Jahresgang 
bzw. eine anthropogen verursachte Klimaänderung durch den Treibhauseffekt „Trends“, während 
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Großwetterlagen eine „Persistenz“ auf kürzeren Zeitskalen darstellen.  Großwetterlagen beispiels-
weise klingen etwa nach einer Woche ab, und die Frage ist, ob es auf größeren Zeitskalen, nach 
einem Monat, nach einem Jahr oder nach einer Dekade, überhaupt noch eine Persistenz in meteoro-
logischen Zeitreihen gibt, und wenn ja, wie sie zeitlich abfällt.  

b) Lang- und kurzreichweitige Korrelationen 
Um das Korrelationsverhalten und die Persistenz von Zeitreihen zu quantifizieren, schaut man sich 
in der Regel die Autokorrelationsfunktion C(s) an, die angibt, wie zwei Messwerte, die s Werte aus-
einander liegen, miteinander korreliert sind.  Man erhält C(s), indem man für eine gegebene Zeitrei-
he 1( )N

i ix =  mit Mittelwert Null ( 0� � =ix ) das Produkt xi xi+s über alle Paare mit festem zeitlichen 
Abstand s mittelt und durch das mittlere Schwankungsquadrat dividiert,  

 2

2
1 1

( )
N s N

i i s
i i s i

i ii

x x N
C s x x x

N sx

−
+

+
= =

= =
− � � . (II.A.1) 

Wenn C(s) nur für s = 0 verschieden von Null ist, sind die xi unkorreliert.  Bei kurzreichweitigen 
Korrelationen ist die charakteristische Korrelationszeit 

 
0

( )
∞

× = �s C s ds , (II.A.2) 

mit der C(s) abfällt, verhältnismäßig klein.  Das einfachste Beispiel hierfür stellen exponentiell ab-
klingende Korrelationen dar,  

 ( ) exp[ ]C s s s×= − . (II.A.3) 

Bei langreichweitigen Korrelationen hin-
gegen divergiert die charakteristische Kor-
relationszeit s× und wird damit größer als 
alle anderen Zeitskalen im System.  Das 
beste Beispiel dafür ist ein asymptotischer 
Abfall von C(s) nach einem Potenzgesetz,  

          ( ) ~ −γC s s  mit 0 < γ < 1 (II.A.4) 

für s � 1.  Der Korrelationsexponent γ 
gibt hier die Stärke der langreichweitigen 
Korrelationen an, wobei γ nahe 0 für die 
stärksten und γ nahe 1 für die schwächsten 
langreichweitigen Korrelationen steht.  
Der Fall γ ≥ 1 wird zu den Kurzzeitkorre-
lationen gerechnet, obwohl 0 ( )

∞
� qs C s ds 

für große q divergiert. 
In der Praxis tritt bei der direkten Be-
stimmung von C(s) insbesondere für kurze 
Zeitreihen das Problem auf, dass das be-
rechnete C(s) aufgrund unzureichender 
Statistik um Null herum schwankt und die 
interessierenden Gesetzmäßigkeiten im 
asymptotischen Bereich nicht zu erkennen 
sind.  Das sieht man in den Abbildungen 
II.A.1(a) und II.A.1(b), in denen C(s) dop-
pel-logarithmisch für eine Reihe kurz- 
bzw. langreichweitig korrelierter Zufalls-

Abb. I I .A.1: Vergleich von Auto-Korrelationsfunktion 
C(s) (fallend) und Fluktuationsfunktion F(s) (FA und in 
(c) auch DFA; steigend) für simulierte (a) kurzreichwei-
tig korrelierte Daten, (b) langreichweitig korrelierte Da-
ten und (c) unkorrelierte Daten mit linearem Trend.  Die 
Pfeile in (a) und (b) zeigen die Skala s an, für die C(s) 
erstmals negativ wird; auf größeren Skalen kann das 
Skalenverhalten nur noch aus F(s) abgelesen werden.  
Die gestrichelten Geraden haben die angegebenen Stei-
gungen (nach [BUNDE&KANTELHARDT-01]). 
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zahlen aufgetragen ist. Oberhalb 
der mit Pfeilen markierten Skala 
treten aufgrund der Schwankungen 
negative Werte von C(s) auf, und 
man kann das Korrelationsverhal-
ten nicht mehr bestimmen.  
Hinzu kommt, dass Nichtstationa-
ritäten und insbesondere Trends 
bei der Betrachtung von C(s) 
Langzeitkorrelationen vortäuschen 
können.  In diesem Fall sind der 
Mittelwert � �ix  oder die Varianz 

2 2� � − � �i ix x  zeitlich nicht konstant, 
und die Definition der Autokorre-
lationsfunktion C(s) ist streng ge-
nommen nicht möglich.  Eine for-
male Verwendung der Definition 
(II.A.1) kann dann dazu führen, 
das C(s) nicht oder nur unrealistisch langsam abfällt.  Um das Vorliegen von Langzeitkorrelationen 
zu untersuchen, empfiehlt es sich daher nicht, C(s) direkt zu bestimmen. 

c) Spektralanalyse und Erzeugung kor relier ter  Zahlen 
Das erste Problem mit der Autokorrelationsfunktion C(s), das Schwanken um Null im asymptoti-
schen Bereich, kann mit der alternativen Methode der Spektralanalyse umgangen werden, die aber 
auch Stationarität der Datenreihen auf langen Zeitskalen voraussetzt.  Die Methode ist seit langem 
bekannt, siehe beispielsweise [HUNT-51], der den Zusammenhang mit der fraktionalen Brownschen 
Bewegung aufzeigte, und die erste Anwendung auf Herzschlag-Reihen [KOBAYASHI&MUSHA-82].  
Bei der Spektralanalyse wird das Leistungs-Spektrum ( )P f  in Abhängigkeit von der Frequenz f  
berechnet als Betragsquadrat der komplexen Koeffizienten der Fourier-Transformierten der Zeitrei-
he.  Für stationäre Reihen lässt sich ein Skalenverhalten von ( )P f  mit spektralem Exponenten β, 

 ( ) ~ ( 1)P f f f−β
� , (II.A.5) 

einfach mit dem Wiener-Kinchin Theorem auf das Skalenverhalten von C(s) nach Gl. (II.A.4) zu-
rückführen und ein Zusammenhang zwischen dem Korrelationsexponenten γ und dem spektralem 
Exponenten β herleiten.  Dabei wird ausgenutzt, dass ( )P f  die Fourier-Transformierte der Auto-
korrelationsfunktion C(s) ist (siehe z.B. [RANGARAJAN&DING-00] für die exakte Rechnung), 

 2 2 1 (1 )( ) ~ ( ) ~ (1 2 ) ~ 1i f t i f tP f e C t dt e t dt f f− π − π −γ −γ+ − −γ→ π � β = − γ� �  (II.A.6) 

Werte von β zwischen 0 und 1 zeigen langreichweitig korrelierte Daten an, während β = 0 einem 
flachen Frequenzspektrum (weißes Rauschen), d.h. unkorrelierten Daten entspricht.  Ein Wert β > 1 
zeigt nichtstationäre Daten an, denn er entspricht einem negativen Wert für γ, d.h. einem Divergie-
ren der Autokorrelationsfunktion für große Skalen s.  Ein negativer Wert für β ist auch möglich und 
steht für antikorrelierte Daten (z.B. Datenreihen mit alternierendem Vorzeichen), deren Verhalten 
sich nicht eindeutig mit der Autokorrelationsfunktion C(s) nach (II.A.1) beschreiben lässt.   
In [TAQQUetal-95] wird gezeigt, dass die Spektralanalyse nur dann zuverlässigere Ergebnisse als 
die Autokorrelationsfunktion liefert, wenn man eine Mittelung des Logarithmus der spektralen 
Leistung in Frequenzbändern mit logarithmisch anwachsender Breite durchführt („ logarithmisches 
Binning“), d.h. log[ ( )P f ] in aufeinander folgenden Bändern [xn  f0, x

n+1 f0] mittelt.  Dabei ist die 

Abb. I I .A.2: Spektralanalyse und logarithmisch gemittelte Spek-
tralanalyse für langreichweitig korrelierte Zufallszahlen (  = 0.4, 
 = 0.6); die gestrichelte Gerade dient zum Vergleich mit dem 

Potenzgesetz.  
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Breite der Bänder („Bins“), d.h. der Faktor x, hinreichend groß zu wählen, so dass die statistischen 
Fluktuationen des gemittelten ( )P f  klein werden, aber auch hinreichend klein, so dass genügend 
Bänder in den Bereich des Skalenverhaltens fallen.  Abbildung II.A.2 zeigt ein Beispiel mit „ro-
hem“ und gemitteltem Frequenzspektrum für langreichweitig korrelierte Zufallszahlen mit β = 0.6.   
Solche Zahlen lassen sich am einfachsten erzeugen, indem man die Methode der Spektralanalyse 
umkehrt.  Man beginnt mit unkorrelierten, Gauß-verteilten Zufallszahlen, die zuerst mittels schnel-
ler Fourier-Transformation (FFT) in den Frequenzraum transformiert werden.  Das entsprechende 
Frequenzspektrum ist flach (β = 0), weist aber die gleichen statistischen Fluktuationen auf, wie in 
Abb. II.A.2 für korrelierte Zahlen zu sehen ist.  Für langreichweitig korrelierte Zahlen muss das 
Frequenzspektrum im doppelt logarithmischen Bild entsprechend Gl. (II.A.5) geneigt sein.  Das 
wird durch eine Multiplikation der Fourier-Koeffizienten mit dem Faktor 2f −β  erreicht, was für das 
Leistungsspektrum ( )P f  dem Faktor f −β  entspricht.  Die Rück-FFT ergibt dann die langreichwei-
tig korrelierten Zahlen mit dem spektralen Exponenten β.  Die Verteilung der so erzeugten Zahlen 
ist wieder eine Gaußverteilung.  Diese Fourier-Filter Methode zur Erzeugung korrelierter Zahlen 
(siehe z.B. [MANDELBROT-71, VOSS-85]) wurde in [MAKSEetal-96] durch Vermeidung der Diver-
genz von C(s) bei s = 0 verbessert.  Anstelle der Skalenansätze (II.A.4) und (II.A.5) werden dabei 

 ( ) 22( ) ~ 1C s s
−γ

+  und ( ) 2
22

4
( ) (2 )

(1 2)
P f f K f

−β
−β

π= π π
Γ − β

 (II.A.7) 

verwendet mit der modifizierten Bessel-Funktion 2( )−βK x  der Ordnung 2−β  und der Gamma-
Funktion Γ(x).  Mit der Fourier-Filter-Methode ist es auch möglich, kurzreichweitig korrelierte Zah-
lenreihen zu erzeugen, indem nur die Fourier-Koeffizienten oberhalb einer charakteristischen Fre-
quenz f×  mit dem Faktor 2( )f f −β

×  multipliziert werden.  Analog kann man durch Multiplikation 
der Koeffizienten unterhalb von f×  mit 2( )f f −β

×  Zahlen erzeugen, bei denen die Langzeitkorrela-
tionen erst auf Zeitskalen 1s f× ×=  beginnen.  Entsprechend ist ein Übergang („Crossover“) zwi-
schen zwei unterschiedlich skalierenden Frequenz (Zeit-) Bereichen herstellbar, indem in den bei-
den Bereichen unterschiedliche spektrale Exponenten β verwendet werden. 

Wenn langreichweitig korrelierte Surrogat-Datenreihen zum Vergleich mit Messdaten erzeugt wer-
den sollen, kann es sinnvoll sein, als Ausgangszahlen für die Fourier-Filter-Methode anstelle der 
Gauß-verteilten Zufallszahlen die ursprünglichen Messdaten zu verwenden, aber natürlich in zufäl-
liger Reihenfolge.  Auf diese Weise kann man auch testen, ob die Verteilung der Messwerte even-
tuell einen Einfluss auf angewandte Methoden zur Skalenanalyse hat.  Allerdings wird die Vertei-
lung der Werte in der Fourier-Filter-Methode meist etwas in Richtung auf eine Gaußverteilung ver-
ändert.  Darum wurde das iterative Schreiber-Verfahren [SCHREIBER&SCHMITZ-96, SCHREIBER&  

SCHMITZ-00] entwickelt, mit dem man sowohl die Verteilung als auch die Korrelationen der Surro-
gat-Daten einstellen kann.  Der erste Schritt ist dabei die normale Fourier-Filter-Methode mit den 
gemischten Messdaten aus Ausgangszahlen.  Im zweiten Schritt wird die ursprüngliche Werte-
Verteilung wiederhergestellt, indem die neuen Zahlen entsprechend ihrer Größe durch die Messwer-
te ersetzt werden, also die niedrigste neue Zahl wird durch den niedrigsten Messwert ersetzt, die 
zweitniedrigste neue Zahl durch den zweitniedrigsten Messwert usw.  Dadurch werden aber wieder 
die Korrelationen leicht verfälscht.  Darum müssen beide Schritte iterativ wiederholt werden, bis 
die resultierende Reihe sowohl in ihrer Verteilung als auch in ihren Korrelationen der Vorgabe hin-
reichend genau entspricht. 

d) Hurst-Analyse 
Zur Untersuchung der Langzeit-Persistenz von Zeitreihen wurde von dem Wasserbau-Ingenieur 
Harold Edwin Hurst (1880-1978) die Methode des reskalierten Bereichs („rescaled range analysis“), 
die R/S-Analyse, entwickelt [HURST-51], siehe auch [HURSTetal-65, MANDELBROT&VANNESS-68, 
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MANDELBROT&WALLIS-69, FEDER-88].  Zur Bestimmung des reskalierten Bereichs auf der (Zeit-) 
Skala s wird die Zeitreihe 1( )N

i ix =  in [ ]N s  Segmente der Länge s geteilt, in jedem Segment ν der 
Mittelwert subtrahiert und die Reihe aufsummiert, 

 
1 1 1

( )
j j s

s i s i s i s is
i i i

j
Y j x x x x

sν ν + ν + ν + ν +
= = =

� �= − = −� 	� � � . (II.A.8) 

Durch die Subtraktion des Mittelwerts werden stückweise konstante Trends in der Datenreihe besei-
tigt.  Anschließend bestimmt man – wieder in jedem Segment – das Minimum und das Maximum, 
deren Differenz der „Bereich“ Rν(s) ist, 

 
11

( ) max ( ) min ( )
s s

jj
R s Y j Y jν ν ν==

= − . (II.A.9) 

Außerdem wird die Standardabweichung Sν(s) in jedem Segment berechnet, und damit der mittlere 
„reskalierte Bereich“ definiert, 

 [ ]
[ ] 1 [ ] 1

2

0 0 1

1 ( ) 1 1
( ) ( ) ( )

[ ] ( ) [ ]

N s N s s

j

R s
R S s R s Y j

sN s S s N s

− −
ν

ν ν
ν= ν= =ν

= =� � � . (II.A.10) 

Durch Wiederholung der Prozedur für viele Skalen s zwischen 1 und N wird so die Funktion 
[ ]( )R S s  ermittelt.  Für viele geophysikalische Zeitreihen beobachtete Hurst [HURST-51, HURST-
etal-65] ein Skalenverhalten der Art  

 [ ]( ) ~ ( 1)HR S s s s� . (II.A.11) 

mit dem Hurst-Exponenten H (Hurst verwendete K).  Man kann zeigen [HUNT-51, MANDELBROT&  

VANNESS-68], dass H mit dem spektralen Exponenten β und daher nach Gl. (II.A.6) auch mit dem 
Korrelationsexponenten γ verknüpft ist, 

 
1 2

2 2
H

+ β − γ≈ =  (II.A.12) 

Dieser Zusammenhang gilt insbesondere für multifraktale Reihen nicht (siehe Abschnitt II.A.3.d).  
Der Wertebereich des Hurst-Exponenten ist auf 0 < H < 2 beschränkt, wobei H = 0.5 für unkorre-
lierte Daten steht und H > 0.5 für langreichweitige Korrelationen, H < 0.5 für Antikorrelationen.  
Im Vergleich mit der Spektralanalyse hat die Hurst-Analyse vor allem den Vorteil, dass sie einfa-
cher ist, weil schon ohne einen logarithmischen Mittelungsprozess relativ glatte und gut auswertba-
re Kurven erhalten werden.  Zudem werden stückweise konstante Trends in den Daten beseitigt. 

e) Fluktuations-Analyse (FA) 
Die Methode der Fluktuationsanalyse (FA) ist eng mit der Hurst-Analyse verwandt, hat aber den 
Vorteil, dass man mit Überlegungen aus der Theorie diffundierender Teilchen („Random-Walk 
Theorie“) für stationäre Reihen eine exakte Beziehung zur Autokorrelationsfunktion C(s) herleiten 
[SHLESINGERetal-87, TAQQUetal-95, BENAVRAHAM&HAVLIN-00] und so die ungefähre Beziehung 
(II.A.12) durch eine exakte ersetzen kann.  Für eine gegebene Zeitreihe 1( )N

i ix =  mit Mittelwert Null 
geht die Methode aus von der kumulierten Zeitreihe (vgl. Gl. (II.A.8)) 

 
1

( )
j

i
i

Y j x
=

=� , (II.A.13) 

die man als Position eines diffundierenden Teilchens nach j Schritten auffassen kann:  Im i-ten 
Schritt bewegt sich das Teilchen um die Strecke | xi | nach unten (falls xi < 0) oder nach oben (falls 
xi > 0).  Die kumulierte Reihe (II.A.13) wird oft als „Profil“  der Zeitreihe xi bezeichnet.  Ein Bei-
spiel ist die fluktuierende Kurve in Abb. II.A.3.  Wie bei der Hurst-Analyse teilt man dann in [ ]N s  
Segmente der Länge s auf; allerdings erfolgt die Aufteilung hier erst nach der Summation.  In Abb. 
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II.A.3 ist das für zwei verschiedene Segmentlängen (Skalen) s illustriert.  In jedem Segment wird 
nun das Verschiebungsquadrat des Profils Y(j) 

 [ ]22
FA, ( ) (( 1) ) ( )F s Y s Y sν = ν + − ν  (II.A.14) 

für die Skala s betrachtet.  Die entsprechenden Werte des Profils Y( j) sind in Abb. II.A.3 durch 
Kreise markiert.  Bei der Fluktuationsanalyse untersucht man – für Skalen s zwischen 1 und N/2 – 
das mittlere Verschiebungsquadrat  

 
[ ]

2 2 2 2
FA FA, FA,

1

1
( ) ( ) ( ) ~ ( 1)

[ ]

N s

F s F s F s s s
N s

α
ν ν

ν=
= = � �  (II.A.15) 

und definiert aus der Steigung im doppelt logarithmischen Bild den Fluktuationsexponenten α.  Der 
Exponent α ist dabei asymptotisch für große Skalen s gemeint; es sollte aber s < N/10 bleiben, da-
mit die Statistik bei der Mittelwertbildung ausreichend ist.  Um den Zusammenhang von α mit dem 
Korrelationsexponenten γ (und dem spektralen Exponenten β) herzuleiten, wird – ausgehend von 
den Glgn. (II.A.13) und (II.A.14) – die Doppelsumme des Verschiebungsquadrats zunächst in Ter-
me mit gleichen und mit ungleichen Indizes aufgeteilt, 

 [ ]
2 ,

22 2
FA,

1 , 1 , 1 1

( ) (( 1) ) ( )
k l ss s s s

k k l k l k k l
k k l k l k k l

F s Y s Y s x x x x x x x x
≤

ν
= = = = ≠


 �= ν + − ν = = = = +� 
� �
� � � � � . 

Während der erste Term dem s-fachen der Varianz entspricht (stationäre Reihe, 0� � =ix ), kann der 
zweite Term durch die Autokorrelationsfunktion (II.A.1) ausgedrückt werden, 

 ( )
, 1

2 2 2
FA ,

1

( ) | | 2 ( ) ( )
k l s s

n k k
k l k

F s x s C k l x s s k C k
≤ −

ν
≠ =

� � � �= + − = + −� � � �
� �� �

� � . (II.A.16) 

Für kurzreichweitig korrelierte Daten fällt C(s) relativ schnell ab und auf großen Skalen s dominiert 
der erste Term die geschweifte Klammer in Gl. (II.A.16).  Man erhält dann 

 2
FA ( ) ~F s s, (II.A.17) 

entsprechend dem Fluktuationsexponenten α = 1/2 in Gl. (II.A.15).  Ein Beispiel zeigt Abb. 
II.A.1(a).  Dieses Ergebnis entspricht dem Fickschen Diffusionsgesetz:  Das mittlere Verschie-

Abb. I I .A.3: Illustration zur Erklärung der Fluktuationsanalyse (FA) und zur trendbereinigenden Fluktuati-
onsanalyse (DFA).  Für zwei Skalen (Segmentbreiten) (a) s = 100 und (b) s = 200 sind ein Profil Y( j) (kumu-
lierte Zeitreihe, fluktuierend, blau) und an dieses Profil angepasste, stückweise quadratische Polynome (rot) 
aufgetragen.  Außerdem sind die Werte des Profils an den Segmentübergängen, die bei der FA benutzt wer-
den, durch grüne Kreise markiert. 
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bungsquadrat 2 2( ) ( ) ~R t r t t=  des Abstands eines diffundierenden Teilchens („Random walker“) 
von seinem Startpunkt steigt linear mit der Zeit t an, wenn die einzelnen Schritte des Teilchens un-
korreliert sind.  Die Fluktuationsfunktion FFA(s) entspricht R(t) und die Skala s entspricht der Zeit t. 
Bei langreichweitig korrelierten Daten mit C(s) nach Gl. (II.A.4) hingegen dominiert für große Ska-
len s der zweite Term die geschweifte Klammer in Gl. (II.A.16), und man findet wegen 

 
1 1

1

1 1 1

( ) ~ ~
ss s

k k

C k k k dk s
− −

−γ −γ −γ

= =
≈� � �  und 

1
2

1

( ) ~ ( 1)
s

k

kC k s s
−

−γ

=
� �  

schließlich unter Ausnutzung von Gl. (II.A.6) 

 2 2
FA ( ) ~ ( 1)F s s sα

�   mit 
1

1
2 2

γ + βα = − = . (II.A.18) 

Damit ist der Zusammenhang zwischen den drei Exponenten hergeleitet; siehe Abb. II.A.1(b) als 
ein Beispiel.  Der Wertebereich von α ist noch stärker beschränkt als bei der Hurst-Analyse.  Es gilt 
0 < α < 1, so dass nur auf allen Skalen stationäre Daten mit der FA analysiert werden können. 
Ein Problem ist, dass Trends auch FFA(s) verfälschen und ein falsches Korrelationsverhalten vor-
gaukeln können.  Das ist in Abb. II.A.1(c) für unkorrelierte Zufallszahlen xi gezeigt, zu denen ein 
schwacher Trend addiert wurde, xi’  = xi + 5i/106.  Durch den Trend tritt ein Abknicken bei s ≈ 70 
auf.  Oberhalb davon beträgt die Steigung nicht mehr α = 1/2, was nach Gl. (II.A.17) für unkorre-
lierte Zahlen zu erwarten wäre, sondern zunächst α ≈ 0.9 und später, bei großen s-Werten, α = 1.  
Das eigentlich unkorrelierte Verhalten wird durch den Trend verschleiert.  Um Langzeitkorrelatio-
nen von Trends zu separieren, muss man daher das Verfahren modifizieren. 

II.A.2. Trendbereinigende Fluktuationsanalyse (DFA) 
Die trendbereinigende Fluktuationsanalyse („detrending fluctuation analysis“ , DFA) wurde von 
[OSSADNIKetal-94, PENGetal-94] basierend auf der Theorie diffundierender Teilchen („Random-
Walk Theorie“) der Statistischen Physik entwickelt, um die langreichweitigen Korrelationen in der 
Basensequenz in Erbinformations- (DNS-) Strängen trotz der dabei vorhandenen starken Trends 
analysieren zu können (zu DNS-Korrelationen siehe Abschnitt II.C.1).  Die Methode wurde seit 
1995 auf kardiologische Datenreihen angewandt; seitdem haben sich die Anwendungen verviel-
facht, und mittlerweile gibt es weit über 100 Publikationen, in denen die Methode angewandt wird.  
Im Jahr 2000 wurde erstmals eine Erweiterung auf Polynomfits höherer Ordnung zur Trendbereini-
gung publiziert [BUNDEetal-00], und es folgten drei Arbeiten mit systematischen Tests der Methode 
und ihrer Erweiterung [KANTELHARDTetal-01, HUetal-01, CHENetal-02]. 

a) DFA mit Polynomfits verschiedener  Ordnung 
Wie bei der Fluktuationsanalyse geht man bei der trendbereinigten Fluktuationsanalyse von der in 
[ ]N s  Segmente der Länge s geteilten kumulierten Zeitreihe Y( j), Gl. (II.A.13), aus.  Da die Länge 
N der Reihe im Allgemeinen nicht ein Vielfaches der Skala (der Segmentlänge) s ist, wird bei dieser 
Teilung meist ein kürzeres Stück am Ende übrig bleiben.  Um dieses bei der Analyse nicht ganz 
außer Acht zu lassen, ist es sinnvoll, zusätzlich noch einmal vom hinteren Ende der Zeitreihe be-
ginnend Segmente einzuteilen.  Damit erhält man insgesamt 2[ ]N s  Segmente und das Gewicht der 
Daten an beiden Enden der Zeitreihe ist halbiert, weil sie nur einmal in diesen Segmenten vorkom-
men, während die anderen Daten doppelt vorkommen.  In jedem Segment ν wird dann ein Polynom  

 ( )
,

0

( )
n

n k
s k

k

p j a xν
=

=�  (II.A.19) 

an die diskreten Punkte der kumulierte Zeitreihe, das Profil Y( j), angepasst.  Falls hier Legendre-
Polynome anstelle der Monome als Basis verwendet werden, ist bei der Anpassung der Polynome 
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kein Lösen eines Gleichungssystems erforderlich [PANG&TZENG-03].  Der Grad n der Polynome 
(II.A.19) entscheidet über die Ordnung der Trends, die beseitigt werden können.  Wird nur eine 
mittlere Konstante abgezogen (Polynomfit 0. Ordnung, DFA0), so entsprechen die Ergebnisse der 
FA.  Mit linearen Polynomen (DFA1) werden lineare Trend im Profil, d.h. stückweise konstante 
Trends in den ursprünglichen Daten beseitigt.  Mit quadratischen Polynomen (DFA2) kann man 
lineare Trends in den Daten beseitigen, mit kubischen Polynomen (DFA3) quadratische Trends, 
usw.  In Abb. II.A.3 sind beispielhaft quadratische Polynome an das Profil Y( j) angepasst.   
Die Varianz zwischen dem Profil und den angepassten Polynomen ergibt das Fluktuationsquadrat in 
jedem Segment ν, 

 
22 ( )

DFA , ,
1

1
( ) ( ) ( )

s
n

n s
j

F s Y s j p j
sν ν

=

� �= ν + −� 	� . (II.A.20) 

Damit wird die DFAn-Fluktuationsfunktion als Mittelwert über alle Segmente definiert, 

 
2[ ]

2 2
DFA DFA , DFA ,

1

1
( ) ( ) ( ) ~ ( 1)

2[ ]

N s

n n nF s F s F s s s
N s

α
ν ν

ν=

= = � � . (II.A.21) 

Der Exponent α ist hier wieder asymptotisch für große Skalen s gemeint; es sollte aber s < N/4 blei-
ben, damit die Statistik bei der Mittelwertbildung ausreichend ist.  Obwohl sich der Zusammenhang 
zwischen dem Skalenverhalten der DFAn-Fluktuationsfunktion FDFAn(s) und dem Skalenverhalten 
von C(s) nicht einfach analytisch herleiten lässt wie bei der FA, kann doch in aufwendigen Rech-
nungen [HENEGHAN&MCDARBY-00, PANG&TZENG-03] gezeigt werden, dass das Skalenverhalten 
durch die Trendbeseitigung nicht verändert wird.  Außerdem bestätigen numerische Untersuchun-
gen von simulierten Daten mit wohldefiniertem Korrelationsverhalten, dass der Zusammenhang 
(II.A.18) auch für den nach Gl. (II.A.21) für die DFAn definierten Exponenten  gültig bleibt, 

 
1

1
2 2

γ + βα = − = . (II.A.18) 

Beispiele für unterschiedlich korrelierte Zufallszahlen zeigt Abb. II.A.4(a-c).  Dabei wurde die 
Fluktuationsfunktion durch s1/2 dividiert, um Unterschiede zum unkorrelierten Verhalten ohne 
Trends, α = 0.5, d.h. F(s) ~ s1/2, deutlicher hervortreten zu lassen.  Eine positive Steigung (α > 0.5) 
der so reskalierten Fluktuationsfunktionen zeigt langreichweitige Korrelationen an, während eine 
negative Steigung (α < 0.5) für Antikorrelationen steht.  Im Gegensatz zur FA kann der Exponent α 
bei der DFA auch Werte über 1 annehmen; das Maximum für die DFAn ist α = n + 1, so dass in 
dieser Hinsicht die DFA1 der Hurst-Analyse (siehe Abschnitt II.A.1.d) etnspricht.  Allerdings sollte 
die nächst höhere DFA-Ordnung n verwendet werden, sobald α in die Nähe des Maximums kommt. 

b) DFA mit Kor rektur funktion 
Bei genauer Betrachtung der in Abb. II.A.4(a-c) gezeigten DFAn-Fluktuationsfunktionen fällt auf, 
dass für kleine Skalen s systematische Abweichung vom Potenzgesetz (II.A.21) auftreten, die bei 
höheren Ordungen n der Trendbereinigung bis hin zu Skalen s ≈ 15 reichen.  Der Grund ist, dass 
mit den angepassten Polynomen hoher Ordnung bei kleinen Segmentlängen nicht nur mögliche 
Trends, sondern auch Teile der Fluktuationen beseitigt werden.  Dadurch wird die Fluktuations-
funktion systematisch etwas zu klein.   
Dieser systematische Fehler lässt sich durch eine Korrektur-Funktion beseitigen.  Dabei nutzt man 
aus, dass die Abweichung auch bei unkorrelierten Daten (  = 1/2, siehe Abb. II.A.4(c)) auftritt.  
Darum kann sie beseitigt werden, indem man die eigentliche Fluktuationsfunktion FDFAn(s) durch 
die Fluktuationsfunktion (gemischt)

DFA ( )nF s  der gemischten Daten teilt.  Zur Verbesserung der Statistik 
werden bei der Berechnung von (gemischt)

DFA ( )nF s  am besten mehrere gemischte Versionen der Reihe 
hintereinander gehängt.  Durch das Mischen werden alle Korrelationen beseitigt; jegliche Abwei-
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chungen, die (gemischt)
DFA ( )nF s  vom s1/2-Verhalten aufweist, sind nur noch auf die systematische Abwei-

chung bei kleinen s zurückzuführen.   Darum weist die Funktion  

 (korr) 1 2DFA
DFA (gemischt)

DFA

( )
( )

( )
= n

n
n

F s
F s s

F s
 (II.A.22) 

die systematische Abweichung auf kleinen Skalen s nicht mehr oder nur in sehr stark verringertem 
Maße auf.  Das ist in Abb. II.A.4(d-f) für unterschiedlich korrelierte Zufallszahlen gezeigt. 
In der Praxis hat die nach Gl. (II.A.22) korrigierte DFAn-Fuktuationsfunktion den Nachteil, dass sie 
für große s stärkere statistische Schwankungen aufweist, weil dann die statistischen Fehler von 
FDFAn(s) und (gemischt)

DFA ( )nF s  zusammen kommen.  Darum ist es sinnvoll, die Korrektur nur auf kleinen 
Skalen durchzuführen, auf denen sie einen wesentlichen Beitrag liefert.  Numerische Tests ergeben, 
dass man FDFAn(s) am besten nur auf den Skalen s < N/20 durch  

 
(gemischt) 1 2

(korr) DFA
DFA DFA (gemischt) 1/2

DFA

( / 20)
( ) ( )

( ) ( 20)
= n

n n
n

F N s
F s F s

F s N
 (II.A.23) 

ersetzt.  Der Unterschied zu Gl. (II.A.22) ergibt sich dabei durch die Anforderung, dass der ersetzte 
und der nicht ersetzte Teil der Fluktuationsfunktion stetig in einander übergehen sollen. 

c) Bestimmen von Übergängen im Skalenverhalten 
Oft folgen die Korrelationen in Zeitreihen nicht über alle Zeitskalen demselben Skalengesetz, son-
dern es treten ein oder mehrere Übergänge zwischen verschiedenen Skalenbereichen auf.  Bei-
spielsweise können die Daten auf langen Skalen unkorreliert werden; dann möchte man gerne die 
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Abb. I I .A.4:  Trendbereinigende Fluktuationsanalyse von langreichweitig korrelierten Zufallszahlen mit 
(a,d)  = 0.2 (  = 0.9), (b,e)  = 0.7 (  = 0.65) und unkorrelierten Zufallszahlen (c,f;  = 0.5).  In (a-c) sind 
die skalierten gewöhnlichen DFA-Fluktuationsfunktionen FDFAn(s)/s

1/2 doppelt logarithmisch gegen die Skala 
s aufgetragen, während (d-f) die korrigierten Fluktuationsfunktionen zeigt.  Die Division durch s1/2 lässt Ab-
weichungen vom unkorrelierten Verhalten hervortreten.  Die Symbole entsprechen den Ordnungen der 
Trendbereinigung, DFA1 (¤ ), DFA2 (¡ ), DFA3 (�), DFA4 (�), DFA5 (�) und DFA6 (�).  Die je 100 Reihen 
der Länge N = 200 000 wurden mit der Fourier-Filter-Methode erzeugt.  Bei der korrigierten DFA (rechts) 
sind die systematischen Abweichungen auf kleinen Skalen reduziert (nach [KANTELHARDTetal-01]). 
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charakteristische Übergangszeit s× extrahieren.  Es zeigt sich, dass die verschiedenen DFA-
Ordnungen die Übergänge nicht an ge-
nau derselben Stelle zeigen, sondern 
leichte systematische Unterschiede auf-
weisen, die sich bestimmen und dann in 
der Praxis korrigieren lassen.   
Abbildung II.A.5 zeigt die verschiedenen 
DFA-Fluktuationsfunktionen für simu-
lierte Daten mit einem Korrelations-
Übergang bei s× = 200.  Man erkennt, 
dass die Ordnungs-spezifisch detektier-
ten charakteristischen Übergangszeiten 
sDFAn systematisch etwas größer sind als 
das wahre s×.  Das gilt sowohl für Über-
gänge von korreliertem Verhalten zu 
unkorreliertem Verhalten (Abb. II.A.5(a, 
b)) als auch für den umgekehrten Fall 
(Abb. II.A.5(c)), der z.B. auftritt, wenn 
zu langreichweitig korrelierten Daten 
weißes Rauschen durch den Messprozess 
hinzutritt.  Insbesondere wenn das Ska-
lenverhalten in beiden Bereichen ähnlich 
ist, sollte man – wie hier geschehen – 
korrigierte DFA benutzen, weil sonst die 
systematischen Abweichungen bei klei-
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Abb. I I .A.6:  Eichkurve für in der DFA-Fluktuations-
funktion beobachtete Übergänge sDFAn zwischen zwei Ska-
lenbereichen.  Jedes Symbol basiert auf Simulationen mit 
200 Reihen der Länge N = 100 000 und zeigt den bei der 
Datenerzeugung mittels der Fourier-Filter-Methode ver-
wendeten (wahren) Übergang s× in Abhängigkeit von dem 
aus der Fluktuationsfunktion abgelesenen Übergang sDFAn.  
Obwohl die Ergebnisse für einen Übergang zwischen ei-
nem Potenzgesetz-artigen Korrelationsverhalten (γ = 0.4, 
α = 0.8) für s < s× und unkorreliertem Verhalten für s > s× 
ermittelt wurden, kann die Eichkurve auch für andere Ü-
bergänge inklusive inverser Übergänge verwendet werden 
(nach [KANTELHARDTetal-01]). 

 

Abb. I I .A.5:  Korrigierte DFA für Zufallszahlen mit einem Übergang von langreichweitigen Korrelationen 
((a): γ = 0.2, α = 0.9; (b): γ = 0.7, α = 0.65) für s < s× = 200 zu unkorreliertem Verhalten für s > s×, bzw. 
umgekehrt (c).  Die skalierten und korrigierten Fluktuationsfuntionen FDFAn

(korr)(s)/s1/2 sind mit den gleichen 
Symbolen wie im vorhergehenden Bild für DFA1 bis DFA5 doppelt logarithmisch gegen s aufgetragen.  
Zum Vergleich zeigt Teil (d) die nicht korrigierte DFA der schon in Teil (b) betrachteten Daten.  Die Rech-
nungen basieren auf je 100 Reihen der Länge N = 200 000.  Die gepunkteten Linien in (a) illustrieren die 
lineare Approximationsprozedur, mit der die scheinbare Position des Übergangs sDFA3 ermittelt wurde, wäh-
rend der wahre Übergang bei s× = 200 liegt (nach [KANTELHARDTetal-01]). 
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en s die klare Identifikation 
des ersten Bereichs erschwe-
ren (siehe Abb. II.A.5(d)).   
Abbildung II.A.6 zeigt eine 
„Eichkurve“, mit der sich von 
den beobachteten Übergängen 
sDFAn in der DFA1 bis DFA4 
auf den wahren Wert s× 
schließen lässt.  Die Eichkur-
ven sind auch für andere  
Übergänge gut verwendbar, 
obwohl hier Daten mit lang-
reichweitigen Korrelationen α 
= 0.8 auf kurzen Skalen s und 
unkorreliertem Verhalten auf 
großen Skalen verwendet 
wurden. 

d) Erkennung von mo-
notonen und per iodi-
schen Trends 
Messdaten können oft nur 
unter nicht völlig stationären 
Bedingungen aufgenommen 
werden, insbesondere bei 
biomedizinischen Anwen-
dungen.  Daher ist es wichtig, 
mögliche Einflüsse von Nichtstationaritäten, wie insbesondere monotonen und periodischen Trends, 
auf die DFA zu kennen.  Damit wird es möglich, Trends eindeutig von Übergängen im Skalenver-
halten zu unterscheiden.  Die Unterscheidung beruht im Prinzip darauf, dass Trends stärker von der 
DFA-Ordnung beeinflusst werden als Übergänge, die nur eine schwache, systematische Abhängig-
keit zeigen (siehe vorhergehenden Abschnitt). 
Abbildung II.A.7 zeigt den Einfluss von monotonen Trends mit ganzzahligen Exponenten auf die 
DFA.  Dabei werden Datenreihen xi′ = xi + Axm mit langreichweitig korrelierten xi und verschiede-
nen ganzzahligen m analysiert.  Man sieht, dass die DFAn solche Trends bis zur Ordnung m = n − 1 
vollständig beseitigt, wie schon bei der Beschreibung der DFA-Methode erklärt wurde.  Steiler an-
steigende Trends hingegen beeinflussen die DFA-Ergebnisse auf großen Skalen s.  Trends verursa-
chen einen relativ scharfen, stark von der DFA-Ordnung n abhängenden Übergang zu einem Be-
reich mit hoher Steigung, die meist der „Sättigungssteigung“ der betreffenden DFA-Ordnung ent-
spricht.  Diese größte Steigung, die eine DFAn-Fluktuationsfunktion haben kann, ist immer α = n + 
1.  Sowohl der Wert der Steigung oberhalb des Übergangs als auch die Position des Übergangs 
hängen damit deutlich von n ab.  Diese Abhängigkeit kann ausgenutzt werden, um (i) Einflüsse von 
Trends als solche zu erkennen und (ii) die Stärke A des Trends zu bestimmen.  Für Letzteres gibt es 
aber eine bessere, ebenfalls auf der DFA basierende Methode, siehe [VJUSHINetal-01].  
Der Einfluss von monotonen Trends mit nicht ganzzahligen Exponenten auf die DFA ist etwas 
komplizierter.  Insbesondere bei Trends mit nur kleinem Exponenten liegen die Übergänge in den 
verschiedenen DFA-Ordnungen nicht immer so weit auseinander wie bei ganzzahligen Trends 
(Abb. II.A.7).  Auch wird nicht immer die Sättigungssteigung der DFA im asymptotischen Bereich 
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Abb. I I .A.7:  Der Einfluss von (a) linearen, (b) quadratischen, (c) ku-
bischen Trends und von (d) Trends 4. Ordnung auf die DFA ist anhand 
von langreichweitig korrelierten Zufallszahlen (α = 0.65) gezeigt.  
Man erkennt, dass die Trends – soweit sie nicht beseitigt werden – 
Übergänge im Skalenverhalten der Fluktuationsfunktionen verursa-
chen, die – im Gegensatz zu Übergängen durch Änderung des Korrela-
tionsverhaltens – bei verschiedenen DFA-Ordnungen an unterschiedli-
chen Stellen erfolgen.  Außerdem hängt die Steigung oberhalb des 
Übergangs von der DFA-Ordnung ab und ist meist gleich der Sätti-
gungssteigung α = n + 1 für DFAn.  Die Symbole entsprechen wieder 
den DFA-Ordnungen: FA bzw. DFA0 (−), DFA1 (¤ ), DFA2 (¡ ), DFA3 
(�), DFA4 (�) und DFA5 (�) (nach [KANTELHARDTetal-01). 
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erreicht.  Vielmehr ist die dortige Steigung für die DFAn und einen Trend der Form Axp das Mini-
mum aus p + 1 und n + 1.  Das bedeutet, dass man sich beim Auftreten einer asymptotischen Stei-
gung von α > 1 in der DFA davon überzeugen muss, dass kein solcher langsamer Trend vorliegt, 
bevor man von starken Langzeitkorrelationen sprechen kann. 
Außer den bisher angesprochenen monotonen Trends sind auch periodische Trends von wesentli-
cher Bedeutung, da sie z.B. bei meteorologischen Datenreihen in Form eines Jahresgangs oder bei 
Herzschlagdaten in Form der (atmungsbedingten) Sinus-Arrhythmie auftreten.  Es ist dabei wichtig, 
die Auswirkungen solcher Trends zu kennen, um davon verursachte Störungen als solche erkennen 
und dann geeignete Maßnahmen zur vorherigen Trendbeseitigung treffen zu können.   
Abbildung II.A.8 zeigt den Einfluss von hoch- und niederfrequenten periodischen Trends unter-
schiedlicher Intensität auf die Ergebnisse der DFA.  Es ist anzumerken, dass die DFA-Methode pe-
riodische Trends nie beseitigen kann.  Schwache periodische Trends stören allerdings die Analyse 
nicht, insbesondere wenn sie eine hohe Frequenz haben.  Eine systematische Diskussion der Ein-
flüsse von periodischen Trends auf die DFA und besonders der von solchen Trends verursachten 
Übergänge findet sich in [HUetal-01]. 

e) Amplituden- und Vorzeichen-DFA 
Weitere Information über die Korrelationseigenschaften kann man durch die so genannte Amplitu-
den und Vorzeichen-DFA erhalten [ASHKENAZYetal-01, ASHKENAZYetal-03a], bei denen die be-
trachtete Zeitreihe vor der Analyse in zwei Reihen aufgeteilt wird.  Dabei werden die Korrelationen 
in den Vorzeichen und den Amplituden der Inkremente der Zeitreihen getrennt analysiert.  Für eine 
gegebene Datenreihe 1( )N

i ix =  wird dabei als erstes die Inkrementreihe 1
1( ) −

=δ N
i ix  gebildet, 

 1i i ix x x+δ = − . (II.A.24) 

Daraus erhält man dann die Amplitudenreihe 1
1( ) −

=
N

i ia  und die Vorzeichenreihe 1
1( ) −

=
N

i iv  mit 

 i ia x= δ  und 

1 falls 0

sign( ) 0  falls 0

1  falls 0

i

i i i

i

x

v x x

x

− δ <�
�= δ = δ =�
� δ >�

. (II.A.25) 

Abbildung II.A.9 zeigt ein Beispiel.  Da diese Reihen aus der Inkrementreihe δxi abgeleitet sind, 
weist insbesondere die Vorzeichenreihe oft Antikorrelationen auf.  Zum Beispiel bei unkorrelierten 
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Abb. I I .A.8: Der Einfluss von periodischen Trends mit hoher Frequenz (a), f = 0.1, und niedriger Frequenz 
(b), f = 0.001, auf die korrigierte DFA3 bei schwach langreichweitig korrelierten Zufallszahlen (α = 0.65).  
Beginnend mit der untersten Kurve wird die Amplitude des Trends jeweils verdoppelt; siehe Legende.  Man 
erkennt, dass niederfrequente Trends die DFA schon bei relativ geringer Amplitude stören, während für 
hochfrequente Trends größere Amplituden noch akzeptabel sind (nach [KANTELHARDTetal-01]).   



II. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen 

 17 

Zufallszahlen ist die Vorzeichenreihe vi 
stark antikorreliert, denn auf eine besonders 
große Zufallszahl folgt mit hoher Wahr-
scheinlichkeit eine typische, die kleiner ist, 
so dass ein deutlich positives Inkrement sehr 
häufig von einem negativen Inkrement ge-
folgt wird.  Da sich solche starken Antikor-
relationen mit der DFA nicht detektieren 
lassen – der Exponent α kann nicht kleiner 
als 0 werden – ist es sinnvoll, die Reihen vor 
der Anwendung der DFA noch einmal zu 
kumulieren, 

 
1

j

j i
i

A a
=

=�  und 
1

j

j i
i

V v
=

=� . (II.A.26) 

Durch ein solches Kumulieren erhöht sich der Fluktuationsexponent α immer um 1, während der 
spektrale Exponent β um 2 ansteigt.  Somit entspricht bei der DFA von 1

1( ) −
=

N
i iA  und 1

1( ) −
=

N
i iV  der Ex-

ponent α = 1.5 einem unkorrelierten Verhalten.  Die kumulierten Reihen werden als Ausgangspunkt 
für den ersten Schritt der DFA, die Bildung des Profils nach Gl. (II.A.13) verwendet.  Die restliche 
Prozedur (Glgn. (II.A.20) und (II.A.21)) ist unverändert.  Es ist anzumerken, dass das doppelte 
Kumulieren der Datenreihe auch bei der normalen DFA eingesetzt werden muss, wenn die Daten 
stark antikorreliert sind, so dass α in der Nähe von 0 liegen würde. 
Es zeigt sich, dass die Vorzeichenreihen nur kurzreichweitig korreliert sind; asymptotisch für große 
s gilt stets Fsign-DFA(s) ~ s1.5, d.h. αsign = 1.5.  Auf kleinen Skalen sind die meisten Vorzeichenreihen 
mehr oder weniger stark antikorreliert, αsign < 1.5.  Während 1

1( ) −
=

N
i iV  vor allem lineare Eigenschaf-

ten einer Zeitreihe widerspiegelt, die auch mit dem Schreiber-Verfahren [SCHREIBER&SCHMITZ-96] 
(siehe Abschnitt II.A.1.c) reproduziert werden, ist die entsprechende Amplitudenreihe 1

1( ) −
=

N
i iA  sol-

cher Surrogat-Daten stets unkorreliert, Fampl-DFA(s) ~ s1.5, d.h. αampl = 1.5, obwohl sehr oft bei Mess-
daten und bei multifraktalen Modelldaten αampl > 1.5 auftritt (zur Multifraktalität siehe Abschnitt 
II.A.3.c-e).  Das bedeutet, dass die Amplitudenreihen besonders die nichtlinearen Eigenschaften 
einer Zeitreihe widerspiegeln, die mit dem Schreiber-Verfahren nicht reproduziert werden können 
[ASHKENAZYetal-03a].  Die Korrelationen in den Amplitudenreihen sind bei nichtlinearen Zeitrei-
hen keineswegs auf kurze Reichweiten beschränkt.  Wenn man sich trotzdem auf kurze Zeitskalen 
(s < 16) beschränkt, gilt ein ungefährer Zusammenhang zwischen dem normalen DFA-Fluktuations-
exponenten α sowie αsign und αampl, 

 ( )1
sign ampl2α ≈ α + α , (II.A.27) 

wobei αampl = 1.5 für lineare Daten [ASHKENAZYetal-03a].  Aus diesem Zusammenhang kann man 
ablesen, dass für unkorrelierte Datenreihen αsign = 1.0 sein muss (wegen α = 0.5). 

II.A.3. Wavelet-Methoden und Multifraktalität 
Die auf der so genannten Wavelet-Transformation aufbauenden Methoden zur Zeitreihenanalyse 
stehen zwischen der Spektralanalyse auf der einen Seite und der DFA auf der anderen Seite in dem 
Sinne, dass die Wavelet- („Wellchen-“) Transformation das Signal sowohl getrennt nach den spek-
tralen Komponenten analysiert als auch Trends beseitigt.  Zudem gibt es – anders als bei der DFA – 
keine systematischen Fehler bei der Bestimmung von Übergängen im Skalenverhalten.  Dennoch ist 
die Methode nicht ideal, u.a. weil die maximal zu betrachtende Skala s (inverse Frequenz) aus sta-
tistischen Gründen kleiner sein muss als bei der DFA, so dass insbesondere bei kurzen Datensätzen 

Abb. I I .A.9:  Beispiel für eine Inkrementreihe δxi und 
die entsprechende Amplituden- und Vorzeichenreihe.   
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die Unsicherheit in der Bestimmung des asymptotischen Skalenverhaltens größer ist.  Außerdem 
müssen manchmal zusätzliche Maßnahmen ergriffen werden, um einen monotonen Verlauf der ska-
lierenden Funktion sicherzustellen, was die Methode komplizierter und die Ergebnisse im Einzel-
nen schlechter überschaubar macht. 

a) Wavelet-Transformation, verschiedene Wavelets 
Die Ursprünge der Wavelets entstammen der Signaltheorie.  Im Jahre 1984 erschien eine Arbeit 
[GOUPILLAUDetal-84], in der eine neue Transformation zur Frequenzanalyse von Signalen (zeitab-
hängigen Funktionen) vorgestellt wurde; weitere grundlegende Arbeiten dazu sind [DAUBECHIES-
88, MALLAT-89], eine Einführung in die mathematische Wavelet-Theorie gibt [LOISetal-94].  Am 
häufigsten wird die Wavelet-Transformation zur Mustererkennung, zur Datenkompression (insbe-
sondere bei digitalisierten Bildern) und in der Numerik verwendet.  Während bei der Fourier-
Transformation eine Zerlegung in ebene Wellen erfolgt und die (zeitlich) lokalen Eigenschaften der 
Signale nicht berücksichtigt werden, hängen die Wavelets als Basisfunktionen von Zeit und Fre-
quenz ab und ermöglichen, die Zeitabhängigkeit des Frequenzspektrums zu analysieren. 
Wie die Fourier-Transformation ist die (kontinuierliche) Wavelet-Transformation eines Signals x(t) 
eine Integraltransformation [LOISetal-94], 

 [ ]1
[ ]( , ) ( ) ( )

+∞

−∞

′ ′ ′= −�wL x t s x t w t t s dt
s

, (II.A.28) 

nur hängt die Transformierte Lw[x] jetzt von der Zeit t und der Skala s (der inversen Frequenz) ab.  
Für Zeitreihen ist t = i diskret und das Integral geht in eine Summe über mit den Grenzen 1 und N.  
Die Funktion w(x) in Gl. (II.A.28) ist das Mutter-Wavelet.  Alle anderen Wavelets gehen daraus 
durch Verschiebung auf der Zeitachse (t ≠ 0) und Streckung (s ≠ 1) hervor.  Das Mutter-Wavelet 
kann weitgehend frei gewählt werden; es muss nur eine Funktion aus dem Hilbert-Raum der quad-
ratintegrierbaren Funktionen sein und die Zulässigkeitsbedingung 2| ˆ0 ( ) | | |< < ∞� w x x dx  erfüllen, 
wobei � ( )w x  die Fourier-Transformierte von w(x) ist.  Notwendig ist hierfür das Verschwinden des 
Mittelwerts, ( ) 0w x dx� = .  Häufig verwendet werden die Ableitungen der Gauß-Funktion, 

 ( ) 2( ) exp 2
n

n
n

d
w t x

dt
� �= −� 	, (II.A.29) 

die orthogonal zu Polynomen bis zum Grad n – 1 sind.  Ein Beispiel ist der „Mexikanische Hut”  
(mexican hat, siehe Abb. II.A.10(a)), (2) 2 2( ) (1 ) exp[ 2]− = − ⋅ −w x x x .  Für diskrete Signale und 
Zeitreihen wird oft das so genannte Haar-Wavelet verwendet, das in der 0. Ordnung nur orthogonal 
zu konstanten Trends ist (siehe Abb. II.A.10(b)), 

    (a)
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Abb. I I .A.10:  Zwei häufig verwendete Wavelets:  (a) Der „Mexikanische Hut”  (mexican hat) w(x) = (1−x2) 
exp[−x2/2], (b) das Haar-Wavelet h(x) = 1 (0 ≤ x < 1/2), −1 (1/2 ≤ x < 1), 0 sonst (nach [KANTELHARDT-96]). 
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. (II.A.30) 

Man kann auch höhere Ordnungen konstruieren, die orthogonal zu linearen Trends sind, h(1)(x) = –
1/2 (0 ≤ x < 1/3), 1 (1/3 ≤ x < 2/3), –1/2 (2/3 ≤ x < 1), oder zu quadratischen Trends, h(2)(x) = –1/3 
(0 ≤ x < 1/4), 1 (1/4 ≤ x < 1/2), –1 (1/2 ≤ x < 3/4), 1/3 (3/4 ≤ x < 1)] usw. 

b) Fluktuationsanalyse mit Haar-Wavelets (Wavelet-Analyse, WA) 
Die Koeffizienten der diskreten Wavelet-Transformation mit Haar-Wavelets können zur Definition 
einer Fluktuationsfunktion analog zur Fluktuationsanalyse (FA) verwendet werden.  Dabei geht 
man wieder von der in [ ]N s  Segmente geteilten kumulierten Zeitreihe, dem Profil Y( j), aus und 
definiert für die Wavelet-Analyse 0. Ordnung (WA0) 

 ( 0)WA0,
1 1

1
( ) [ ]( ,2 ) ( ) (( 1) )

2

s s

h
j j

F s L Y s s Y s j Y s j
sν

= =

� �
= ν = ν + − ν + +� �

� 	
� � . (II.A.31) 

Analog gilt für die Wavelet-Analyse 1. Ordnung (WA1): 

(1)WA1,
1 1 1

1
( ) [ ]( ,3 ) ( ) 2 (( 1) ) (( 2) )

4

s s s

h
j j j

F s L Y s s Y s j Y s j Y s j
sν

= = =

� �
= ν = − ν + + ν + + − ν + +� �

� 	
� � �  (II.A.32) 

und so weiter.  Mit diesen Koeffizienten für jedes Segment berechnet man dann völlig analog zur 
FA-Methode nach Gl. (II.A.15) die WA-Fluktuationsfunktionen FWA0(s), FWA1(s), FWA2(s) usw., 
d.h. es werden die Quadrate der Wavelet-Koeffizienten Lh(n)[Y](νs, (n +1)s) gemittelt, und zum 
Schluss wird die Quadratwurzel gezogen.   
Das Skalenverhalten dieser WAn-Fluktuationsfunktionen, 

 WA ( ) ~ ( 1)nF s s sα
�  (II.A.33) 

entspricht weitgehend dem der DFAn-Fluktuationsfunktionen FDFAn(s).  Unterschiede sind (i) die 
systematischen Abweichungen auf kleinen Skalen s, die bei der manchmal DFA korrigiert werden 
müssen (siehe Abschnitt II.A.2.b) aber bei der WA grundsätzlich fehlen, (ii) die entfallende Korrek-
tur numerisch bestimmter Übergangspunkte zwischen zwei Skalenbereichen (siehe Abschnitt 
II.A.2.c) und (iii) stärkere statistische Schwankungen auf großen Skalen, die es nötig machen, sich 
bei der WA (wie auch bei der FA) auf Skalen s < N/10 zu beschränken im Vergleich mit s < N/4 bei 
der DFA.  Weiterhin kann der Exponent α bei der WAn auch kleiner als 0 werden; die untere Gren-
ze für die Antikorrelationen ist hier α > –1; die Obergrenze ist wie bei der DFAn α < n + 1. 

c) Multifraktaler  Formalismus für  Zeitreihen – Singular itätsspektrum 
Bisher wurden die vier äquivalenten Skalenexponenten α, β, γ und – mit gewissen Abstrichen im 
Hinblick auf die Äquivalenz – H zur Beschreibung der langreichweitigen Korrelationen in Daten-
reihen eingeführt.  Damit kann man aber nur das Verhalten von Paar-Korrelationen charakterisieren, 
wie schon aus der Definition der Autokorrelationsfunktion (II.A.1) hervorgeht.  Viele Zeitreihen – 
sowohl Messdaten als auch Modelldaten – werden allerdings nicht vollständig durch diese Expo-
nenten beschrieben, da Korrelationen höherer Ordnung ein charakteristisch anderes Skalenverhalten 
aufweisen, z.B. weil extreme Ereignisse, die weniger stark korreliert sind, diese höheren Korrelati-
onsfunktionen stärker dominieren.  Generell ist es bei solchen Reihen sinnvoll, das Skalenverhalten 
schwacher und starker Fluktuationen getrennt zu untersuchen. 
Ein ähnliches Problem hatte B. B. Mandelbrot in den 70er Jahren bei der Beschreibung des Ge-
schwindigkeitsfeldes einer turbulenten Strömung.  Seine ursprünglichen Arbeiten [MANDELBROT-
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72, MANDELBROT-74] wurden später ausgebaut [BENZI-84, FRISCH&PARISI-85], und die Bezeich-
nung „Multifraktal“ kam für diese Situationen auf, in denen die Verteilung physikalischer oder an-
derer Größen auf einem geometrischen Träger beschrieben werden kann durch eine Unterteilung in 
(fraktale) Teilmengen, die durch jeweils unterschiedliche Skalenexponenten charakterisiert sind.   
Bezogen auf Zeitreihen bedeutet das Konzept der Multifraktalität, dass der eindimensionale Träger 
(der Zeitstrahl) aufgeteilt werden kann in Bereiche, in denen das Korrelationsverhalten der Mess-
größe jeweils durch unterschiedliche Skalenexponenten α beschrieben wird.  Der Exponent α ist 
hierbei der so genannte Hölder-Exponent, der nicht direkt mit den oben behandelten FA- und DFA-
Fluktuationsexponenten α gleichgesetzt werden darf.  Der Hölder-Exponent für Zeitreihen kann 
vielmehr als eine Art „ lokaler“ Fluktuationsexponent aufgefasst werden, so dass man dafür auch 
α(i) schreiben könnte.  Dieses α(i) beschreibt das Skalenverhalten der Fluktuationen der Zeitreihe 
lokal an der Stelle i,  

 ( )( ) ~ ( 0)i
iF s s sα → , (II.A.34) 

wobei Fi(s) ein Maß für die Fluktuationen der Zeitreihe in einem (kleinen) Fenster der Breite s um 
den Punkt i ist.  Zur Messung der Fluktuationen in diesen kleinen Fenstern können die verschiede-
nen oben behandelten Methoden verwendet werden; allerdings kommt es hier besonders auf die 
kleinen Skalen s an, was numerische Probleme mit sich bringt (siehe unten). 
Die Teilmengen des Zeitstrahls, d.h. die Mengen der Punkte i, die jeweils durch denselben Hölder-
Exponenten α = α(i) charakterisiert werden, sind meist „ fraktal“, d.h. sie haben eine Dimension 
f(α) < 1.  Das bedeutet, dass die Anzahl der Teilmengen-Punkte in einem doppelt so großen Ab-
schnitt des Zeitstrahls nicht doppelt so groß ist, sondern nur um den Faktor 2f(α) < 2 größer.  Aus 
historischen Gründen wird hier die fraktale Dimension mit f(α) bezeichnet statt wie sonst üblich mit 
d oder df.  Die Funktion f(α) heißt auch Singularitäts-Spektrum, weil sie angibt, wie „oft“ ein be-
stimmter Hölder- (Singularitäts-) Exponent α vorkommt.  Da jeder Punkt des Zeitstrahls einer Teil-
menge zugeordnet werden muss, hat mindestens eine der Teilmengen die maximale Dimension f(α) 
= 1 des Zeitstrahls.  Für die nicht vorkommenden Hölder-Exponenten α ist f(α) = 0.  Die Breite des 
α-Bereichs, in dem f(α) > 0 ist, wird häufig mit ∆α bezeichnet, und sie ist ein Maß für die Stärke 
der Multifraktalität in der betrachteten Zeitreihe.  Wenn überall in der Zeitreihe derselbe Hölder-
Exponent α(i) vorliegt, ist dieser mit dem FA- und DFA-Exponenten α identisch; es gilt dann ∆α = 
0, und das Singularitäts-Spektrum f(α) besteht nur aus einem Punkt α mit f(α) = 1 und 0 sonst. 

d) Multifraktaler  Formalismus für  Zeitreihen – Analyse der  Momente 
Wie oben erwähnt gibt es wesentliche numerische Probleme bei der Bestimmung des f(α)-
Spektrums einer Zeitreihe anhand der Definition (II.A.34).  Der Grund ist die lokale Betrachtung, 
die den Limes s → 0 notwendig macht und eine statistische Mittelung ausschließt.  Insbesondere bei 
einer diskreten Zeitreihe kann s aber nie kleiner als die verwendete Auflösung werden.  Zudem wei-
sen viele Zeitreihen aufgrund einer physikalisch bedingten unteren Zeitskalen-Grenze auf kurzen 
Zeitskalen ein charakteristisch verändertes Skalenverhalten auf.  So ist z.B. bei Außentemperatur-
Messreihen aufgrund von Großwetterlangen die Persistenz auf Zeitskalen unterhalb von ein bis 
zwei Wochen wesentlich erhöht.  Möchte man das Skalenverhalten solcher Daten beschreiben, kann 
der Limes in Definition (II.A.34) nicht einmal bis auf s = 1 Tag betrachtet werden.  Aus diesem 
Grunde wurde eine zweite, alternative Definition der Multifraktalität entwickelt, die mathematisch 
zu (II.A.34) äquivalent, aber numerisch viel stabiler ist, weil sie nicht einen Limes s → 0 erfordert. 
Dabei mittelt man über die gesamte Zeitreihe, betrachtet aber verschiedene Momente der Fluktuati-
onen.  Das entspricht einer Verallgemeinerung von Gl. (II.A.15) bzw. (II.A.21) [KANTELHARDTetal-
02a], siehe auch [BARABÁSI&VICSEK-91, BACRYetal-01].  Die verallgemeinerte Fluktutationsfunk-
tion Fq(s) zum Moment q wird definiert als 
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wobei q ≠ 0 ein reeller Parameter ist und h(q) ein verallgemeinerter Fluktuationsexponent mit h(2) 
≡ α.  Da für q = 1 die ersten Momente betrachtet werden wie bei der Hurst-Analyse (siehe Ab-
schnitt II.A.1.d), entspricht h(1) dem Hurst-Exponenten H.  Die Fluktuationen Fν(s) in den einzel-
nen Segmenten können im Prinzip mit der Hurst-Methode, der FA, der DFAn oder WAn-Methode 
bestimmt werden.  Hier wird zuerst der FA-Fall behandelt, weil der sich direkt auf die ursprüngli-
che, in der Form von Gl. (II.A.35) abweichende Definition der Multifraktalität, die Segment-Zähl-
Methode (box counting method) zurückführen lässt.  Der Wavelet-Multifraktalanalyse ist der nächs-
te Abschnitt gewidmet und der DFA-Multifraktalanalyse das nächste Kapitel.  
Bei der klassischen Form der zweiten Definition der Multifraktalität betrachtet man das Skalenver-
halten der so genannten verallgemeinerten Zustandssumme (partition function) Zq(s), 

 
[ ]

( )
FA,

1

( ) ( ) ~
N s

q q
qZ s F s sτ

ν
ν=

= � , (II.A.36) 

und die Skalenexponenten τ(q) werden als Renyi-Exponenten bezeichnet (siehe z.B. [FEDER-88, 
PEITGENetal-92]).  Es ist anzumerken, dass τ(q) manchmal mit umgekehrtem Vorzeichen definiert 
wird.  Ein Vergleich mit Gl. (II.A.35) ergibt 

 { } [ ] [ ]1 1 ( )( ) ~ ( ) ~ ( ) 1 ( ) , ( ) ( ) 1
q q q

q qF s sZ s s h q q q q qh q+τ � = + τ τ = − . (II.A.37) 

Es besteht also eine Äquivalenz zwischen den verallgemeinerten Fluktuationsexponenten h(q) und 
den Renyi-Exponenten τ(q), falls τ(0) = −1.  τ(0) ist immer die negative Dimension des Trägers, 
d.h. des Definitionsbereichs, der für eine Zeitreihe üblicherweise der (eindimensionale) Zeitstrahl 
ist.  Manchmal wird anstelle von τ(q) auch die „verallgemeinerte Dimension“ D(q) ≡ τ(q)/(q − 1) 
angegeben.  Für „Zeitreihen“ mit fraktalem Träger, d.h. falls τ(0) > −1, versagt der h(q)-
Formalismus, Gl. (II.A.35), bzw. der Zusammenhang zwischen den beiden Formalismen, Gl. 
(II.A.37).  Der Grund ist, dass dann nur über die Segmente ν summiert werden darf, für die FFA,ν(s) 
≠ 0 ist, denn sonst divergieren alle negativen Momente.  Dann ist die Anzahl der Segmente aber 
kleiner als [N/s], so dass der Vorfaktor in Gl. (II.A.35) und der Faktor s in der geschweiften Klam-
mer in Gl. (II.A.37) nicht mehr stimmen.  Für normale Zeitreihen (mit eindimensionalem Träger) 
macht es mathematisch gesehen keinen Unterschied, ob man Gl. (II.A.35) oder Gl. (II.A.36) zur 
Untersuchung des Skalenverhaltens verwendet.  Numerisch kann es bei der Bestimmung der Expo-
nenten h(q) bzw. τ(q) durch Anpassung von Geraden an die doppelt logarithmisch aufgetragenen 
Funktionen Fq(s) bzw. Zq(s) aber Unterschiede, d.h. Abweichungen von Gl. (II.A.37) geben, weil 
die verschiedenen Skalenbereiche beim Anpassen unterschiedlich betont werden.   
Anzumerken ist noch, dass in Gleichung (II.A.36) bei der Segment-Zähl-Methode meist anstelle 
von FFA,ν(s) die so genannten Segment-Wahrscheinlichkeit (box probability) p(ν,s) geschrieben 
wird, die gleich der Summe der Werte der ursprünglichen Zeitreihe xi in dem Segment ν der Breite 
s ist.  Nach den Glgn. (II.A.13) und (II.A.14) sind FFA,ν(s) und p(ν,s) identisch, 
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Die so genannte Segment-Wahrscheinlichkeit p(ν,s) kann nur als echte Wahrscheinlichkeit interpre-
tiert werden, wenn die gesamte Zeitreihe auf 1ix� =  normiert ist, wie es bei der klassischen Mul-
tifraktalanalyse üblich ist.  Bei der Zeitreihenanalyse kann man auf diese Normierung auch verzich-
ten, da sie nur den Vorfaktor betrifft und keinen Einfluss auf die Skalenexponenten hat; stattdessen 
ist hier eher eine Normierung durch 0ix� � =  und 2 1ix� � =  üblich.  Dann ist die Bezeichnung Seg-
ment-Wahrscheinlichkeit sinnlos; darum habe ich in Gl. (II.A.36) FFA,ν(s) statt p(ν,s) geschrieben. 
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e) Zusammenhang der  beiden multifraktalen Formalismen für  Zeitreihen 
Nachdem die Äquivalenz der Exponenten h(q) und τ(q) gezeigt ist, muss nun noch eine Beziehung 
zur ersten Definition der Multifraktalität nach Gl. (II.A.34) durch das Singularitäts-Spektrum f(α)  
hergestellt werden.  Man kann zeigen (siehe z.B. [FEDER-88, PEITGEN-92, MUZYetal-93]), dass f(α) 
die Legendre-Transformierte von τ(q) ist.   
Dazu muss man allerdings auch in Gl. (II.A.36) den Limes kleiner Skalen s betrachten.  Für die 
Herstellung des Zusammenhangs wird die dortige Summe über ν in ein Integral über α umgeschrie-
ben.  Nach der ersten Multifraktalitäts-Definition (II.A.34) ist die lokale s-Abhängigkeit der Fluktu-
ation FFA,ν(s) ~ sα.  Die s-Abhängigkeit der Häufigkeit eines Hölder-Exponenten α ist proportional 
zu s−f(α), weil f(α) die Dimension der durch α charakterisierten Teilmenge ist.  Damit folgt aus Gl. 
(II.A.36) 
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Für s → 0 wird das Integral von dem α-Wert dominiert, für den der Exponent qα − f(α) minimal 
wird.  Daher gilt 
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( ) min ( )

d q df
q q f q
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 (II.A.40) 

Für ein bestimmtes α(q) – eben am Minimum – gilt gerade τ(q) = qα(q) − f(α(q)).  Für dieses α(q) 
lässt sich eine direkte Beziehung zu τ(q) herleiten: 
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nach Gl. (II.A.40).  Damit ist gezeigt, dass f(α) die Legendre-Transformierte von τ(q) ist, 
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α = τ α = α − τ . (II.A.42) 

Dieser Zusammenhang ermöglicht es, aus den Renyi-Exponenten τ(q) das Singularitäts-Spektrum 
f(α) zu berechnen.  Dazu muss zuerst τ(q) für eng liegende Werte von q (z.B. ∆q = 0.1) berechnet 
und dann numerisch abgeleitet werden.  Praktischer ist es, die numerischen Ergebnisse von τ(q) 
durch Anpassung eines geeigneten Ansatzes zu beschreiben, und die Legendre-Transformation 
(II.A.42) dann mit diesem Ansatz analytisch durchzuführen.  Es zeigt sich, dass die f(α)-Spektren 
oft relativ gut durch eine umgekehrte Parabel approximiert werden können.  Natürlich kann man bei 
der Legendre-Transformation auch von h(q) = [1 + τ(q)]/q anstelle von τ(q) ausgehen; dann wird 
Gl. (II.A.42) zu 

 [ ]( ) ( ), ( ) ( ) 1
d

h q q h q f q h q
dq

α = + α = α − + . (II.A.43) 

An dieser Form erkennt man, dass α = h(q) und f(α) = 1 gelten, wenn h(q) konstant ist, d.h. wenn 
die betrachteten Daten nicht multifraktal sind.   
Weiterhin kann man durch eine umgekehrte Legendre-Transformation  

 ( ), ( ) ( )
d

q f q q f
d

= α τ = α − α
α

 (II.A.44) 

τ(q) (oder h(q)) aus f(α) berechnen, aber das wird nur für theoretische Überlegungen benötigt, z.B. 
für eine Herleitung geeigneter Ansätze für h(q). 



II. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen 

 23 

f) Wavelet-Transformations-Modulo-
Maxima (WTMM) Methode 
Die WTMM-Methode zur multifraktalen Charakteri-
sierung von Zeitreihen wurde seit Beginn der 90er 
Jahre von Arneodo, Bacry und Muzy entwickelt 
[MUZYetal-91, MUZYetal-93, MUZYetal-94, ARNE-

ODOetal-95, ARNEODOetal-98b, ARNEODOetal-02].  
Sie basiert auf dem eben eingeführten Zq(s)- und 
τ(q)-Formalismus zur Beschreibung der Multifrakta-
lität.  Die Fluktuationen werden mit Hilfe von Wa-
velet-Koeffizienten charakterisiert, ähnlich wie in 
Abschnitt II.A.3.a und II.A.3.b für die (nicht mul-
tifraktale) WAn beschrieben.  Damit man auch nega-
tive Momente q betrachten kann, sind aber einige 
Erweiterungen nötig, denn die Wavelet-Koeffizien-
ten an sich können zufällig beliebig klein werden, 
wenn sich positive und negative Anteile gerade weg-
heben.  Dadurch würden dann die negativen Momen-
te divergieren.  Daher werden bei der WTMM-
Methode nur die Maxima-Linien einer kontinuierlichen Wavelet-Transformierten berücksichtigt.   
Im Gegensatz zu den anderen hier behandelten Methoden geht die WTMM meist nicht von der ku-
mulierten Zeitreihe Y( j) aus, sondern direkt von der Zeitreihe xi.  Als erstes wird für alle betrachte-
ten Skalen s und alle möglichen Positionen n innerhalb der Zeitreihe die kontinuierliche Wavelet-
Transformation berechnet, 

 [ ]
1

1
[ ]( , ) ( )

=
= −�

N

w k
k

L x n s x w k n s
s

. (II.A.45) 

Das Wavelet w(k) wird orthogonal zu möglicherweise vorhandenen Trends gewählt, z.B. als Ablei-
tung der Gauß-Kurve (siehe Abschnitt II.A.3.a).  Abbildung II.A.11 zeigt beispielhaft eine Zeitreihe 
und ihre kontinuierliche Wavelet-Transformation in Graustufenkodierung.  Jetzt werden anstelle 
von Mittelwerten über die q-ten Momente aller Koeffizienten einer Skala s nur die Momente der 
lokalen Maxima gemittelt.  Wenn ni diese lokalen Maxima markiert (Anzahl = I), für die gilt 

 [ ]( 1, ) [ ]( , ) [ ]( 1, )w i w i w iL x n s L x n s L x n s− < ≥ + , (II.A.46) 

lautet die WTMM-Zustandssumme 

 ( )
WTMM,

1

( ) [ ]( , ) ~ ( 1)
I

q q
q w i

i

Z s L x n s s sτ

=

=� � , (II.A.47) 

wobei τ(q) wieder die Renyi-Exponenten sind, um deren Bestimmung (und ggf. Umrechnung in 
f(α)) es primär geht.  Allerdings ist selbst diese Modulo-Maxima Prozedur noch nicht ausreichend, 
um ein monotones, gut analysierbares Skalenverhalten der von ZWTMM,q(s) sicherzustellen.  Daher 
wird zusätzlich eine Supremum-Prozedur verwendet, bei der ein lokales Maximum [ ]( , )w iL x n s  
durch ein benachbartes lokales Maximum auf einer kleineren Skala s′ < s ersetzt wird, falls ein sol-
ches existiert.  Dadurch wird die WTMM-Methode etwas schwierig zu implementieren, denn man 
muss nicht nur alle Koeffizienten der kontinuierlichen Wavelet-Transformation berechnen und die 
lokalen Maxima für feste Skalen s suchen, sondern auch noch die Maxima-Linien über alle Skalen 
verfolgen und ggf. einzelne Maxima ersetzen durch größere Maxima, die auf derselben Maxima-
Linie schon auf einer niedrigeren Skala aufgetreten sind.  Ein Beispiel für diese Maxima-Linien ist 
in Abb. II.A.11(c) gezeigt.  Somit sind der Rechenaufwand und der Implementierungsaufwand für 

Abb. I I .A.11:  Beispiel für die kontinuierli-
che Wavelet-Transformation (Mitte, Graustu-
fenkodierung) einer Datenreihe (oben), sowie 
die daraus ermittelten Maxima-Linien (unten) 
(aus [ARNEODOetal-98a]). 
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die WTMM-Methode recht hoch.  Daher 
beschreibe ich im nächsten Kapitel eine 
auf der DFA basierende Methode zur 
Multifraktalanalyse, die einfacher ist und 
– wie ich zeigen werde – äquivalente oder 
genauere Ergebnisse liefert. 

II.A.4. Multifraktale trendberei-
nigende Fluktuationsanalyse 
(MF-DFA) 
Die multifraktale Verallgemeinerung der 
trendbereinigenden Fluktuationsanalyse 
(MF-DFA, [KANTELHARDTetal-02a]) ba-
siert auf dem in Abschnitt II.A.3.d einge-
führten Fq(s)- und h(q)-Formalismus zur 
multifraktalen Beschreibung, d.h. auf Gl. 
(II.A.35), wobei die Fluktuationen Fν(s) in 
den einzelnen Segmenten mit der Anpas-
sungsprozedur der DFAn (siehe Abschnitt 
II.A.2) berechnet werden.  Wie schon dort 
können auch hier verschiedene Ordnungen 
der angepassten Polynome verwendet 
werden, und dementsprechend unterschei-
det man MF-DFA1, MF-DFA2, MF-
DFA3, usw.  Bei der MF-DFAn werden 
Polynome vom Grad n verwendet, was zu 
einer Beseitigung von Trends bis zur Ord-
nung n im Profil und bis zur Ordnung n – 
1 in den Daten führt.  In diesem Kapitel 
wird die MF-DFA anhand von vier Bei-
spielen gezeigt und später mit der 
WTMM-Methode verglichen. 

a) 1. Beispiel:  Monofraktale Daten 
Als erstes teste ich die MF-DFA Methode an monofraktalen (d.h. nicht multifraktalen) Daten, für 
die h(q) = α konstant sein sollte.  Derartige Datenreihen lassen sich am einfachsten mit der in Ab-
schnitt II.A.1.c erklärten Fourier-Filter-Methode erzeugen.  Abbildung II.A.12 zeigt die MF-DFA2-
Fluktuationsfunktionen FDFA2,q(s) für (a) langreichweitig korrelierte Daten (α = 0.75, γ = 0.5) und 
(b) unkorrelierte Daten (α = 0.5), wobei jeweils die Resultate für 6 Werte von q verglichen sind.  
Man erkennt, dass für große Skalen s im doppelt logarithmischen Bild das Potenzgesetz-artige Ska-
lenverhalten mit der erwarteten Steigung h(q) = α vorliegt.   
Unten in Abb. II.A.12 sind die numerisch im Skalenbereich 200 < s < 5000 bestimmten Steigungen 
h(q) sowie die daraus nach Gl. (II.A.37) folgenden Renyi-Exponenten τ(q) gezeigt.  Die leichte q-
Abhängigkeit dieser Steigungen h(q) bzw. die leichte Nichtlinearität von τ(q) bedeuten keineswegs, 
dass Multifraktalität vorliegt, sondern sie sind vielmehr auf die endliche Länge der betrachteten 
Reihen zurückzuführen (siehe auch [ZSCHIEGNER-02]).  Ausführliche Tests ergeben, dass die sys-
tematischen (statistischen) Fehler von h(q) bei monofraktalen Reihen der Länge N = 216 (= 65536) 
etwa ∆h(−10) = +0.02 (±0.02) bzw. ∆h(+10) = −0.01 (±0.03) betragen, und für betragsmäßig kleine-
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Abb. I I .A.12:  Multifraktale DFA 2. Ordnung (MF-
DFA2) von 100 (a) langreichweitig korrelierten Daten-
reihen (mit α = 0.75, γ = 0.5) und (b) unkorrelierten Da-
tenreihen der Länge N = 65536.  Die Fluktuationsfunkti-
onen Fq(s) sind doppelt logarithmisch gegen die Skala s 
aufgetragen für die Momente q = −10 (¤ ), q = −2 (¡ ), q = 
−0.2 (�), q = +0.2 (�), q = +2 (�) und q = +10 (�); die 
Kurven sind um Faktoren 4 vertikal verschoben.  Die 
gestrichelten Linien haben die erwarteten Steigungen, 
(a) α = 0.75 und (b) α = 0.5 (b).  Die Teile (c) und (d) 
zeigen die im Bereich 200 < s < 5000 bestimmten Stei-
gungen h(q) und das nach Gl. (II.A.37) daraus abgeleite-
te τ(q) für α = 0.25 (o ), 0.50 (¡ ) und 0.75 (�), wobei die 
Geraden den theoretischen Verlauf zeigen (nach [KAN-

TELHARDTetal-02a]).  
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re Werte von q etwas geringer sind.  
Diese Werte gelten für h(q) < 1, d.h. 
für stationäre Reihen.  Sie steigen bei 
Reihen der Länge N = 213 (= 8192) 
deutlich auf ∆h(−10) = +0.05 (±0.04) 
bzw. ∆h(+10) = −0.02 (±0.04).  Dabei 
ist zu beachten, dass h(q) besonders 
bei kurzen Reihen für negative q sys-
tematisch eher zu groß herauskommt, 
während die numerischen Werte für 
positive q tendenziell eher zu klein 
ausfallen.  Es ist also bei der Interpre-
tation der Ergebnisse auf jeden Fall zu 
berücksichtigen, dass eine h(q)-
Abhängigkeit in dieser – mit der Rei-
henlänge zusammenhängenden – Grö-
ßenordnung nicht als ein Indiz für 
Multifraktalität interpretiert werden darf.  Um bei der Interpretation sicher zu gehen, ist oft ein Ver-
gleich mit einer MF-DFA Untersuchung gleich langer monofraktaler Datenreihen angebracht. 
Weiterhin erkennt man in Abb. II.A.12 deutlich, dass die systematischen Abweichungen der MF-
DFA-Fluktuationsfunktionen vom idealen Skalenverhalten bei kleinen s, die oben schon für die 
normale DFA (q = 2) diskutiert wurden, für kleinere Werte von q stärker werden.  Daher muss ins-
besondere bei der Analyse von kurzen Zeitreihen der Skalenbereich, in dem man die Steigung der 
Kurven bestimmt, für kleine q beschnitten werden.  Ein solcher q-abhängiger Anpassungsbereich 
erfordert besondere Umsicht bei der Bestimmung der Steigungen h(q), die dann oft besser von 
Hand als durch eine automatische Routine vorgenommen werden kann.   

b) 2. Beispiel:  Binomiales Multifraktal und seine Verallgemeinerung 
Als einfaches Beispiel für eine wirklich multifraktale Datenreihe bietet sich das bionomial multipli-
kative Multifraktal an (siehe z.B. [FEDER-88, KANTELHARDTetal-02a]).  Bei der Erzeugung (siehe 
Abb. II.A.13) geht man zunächst von einer konstanten Reihe aus.  In der ersten Iteration wird die 
linke Hälfte mit dem Parameter a und die rechte mit b = 1 – a multipliziert.  Im zweiten Schritt wer-
den beide Hälften wiederum halbiert, und diese Teile mit den gleichen Faktoren a und b multipli-
ziert.  Alle folgenden Iterationen laufen nach dem gleichen Schema ab:  Zuerst wird jedes Unter-
Intervall halbiert, dann wird die linke Hälfte davon mit a und die rechte mit b multipliziert.  Um ein 
stochastisches Multifraktal mit den gleichen Skaleneigenschaften zu erhalten kann man auch bei 
jeder Intervall-Halbierung zufällig entweder die linke Seite mit a und die rechte mit b multiplizieren 
oder umgekehrt.  Nach n  Iterationen ist die Prozedur bei einer Reihe der Länge N = 2n beendet.  
Die Werte der Datenreihe lassen sich dann kurz schreiben als  

 ( ) ( )n QS i QS i
ix a b−=  (II.A.48) 

wobei QS(i) die binäre Quersumme von i ist, d.h. die Anzahl der Einsen in der binären Repräsenta-
tion von i bezeichnet, z.B. QS(13) = 3, weil die Binärdarstellung von 13, 1101, drei Einsen enthält.  
Bei der Berechnung der verallgemeinerten Zustandssumme (II.A.36) für das binomiale Multifraktal 
nutzt man aus, dass bei Betrachtung der Skala s = 2m der Generationsprozess einfach auf k = n – m 
Stufen reduziert werden kann und dann FFA,ν(s) = p(ν,s) = ak – QS(ν) bQS(ν) gilt, sowie dass die Häu-
figkeit der Segmente ν mit gleichem Wert p(ν,s) gerade durch den Binomialkoeffizienten k über j = 
QS(ν) gegeben ist.  Daraus folgt 

Abb. I I .A.13: Generation des geordneten binomialen Mul-
tifraktals; 0. bis 7. Iteration (aus [ZSCHIEGNER-02]). 
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da s = 2m = 2n – k ~ 2–k.  Hier kommt es auf die Reihenfolge der Segmente nicht an, so dass die Her-
leitung gleichermaßen für das deterministische und das stochastische binomiale Multifraktal gilt.  
Um die Renyi-Exponenten τ(q) zu bestimmen, muss Gl. (II.A.49) logarithmiert werden, 

 2

log( )
( ) log ( )

log2

q q
q qk a b

q a b
k

+τ = = − +
−

, (II.A.50) 

was sich mit Gl. (II.A.37) leicht auf h(q) umschreiben lässt, 

 2( ) 1 log ( )q qh q a b q� �= − +� 	 , (II.A.51) 

und wobei immer noch b = 1 – a gelten muss. 
Abbildung II.A.14 zeigt die Ergebnisse der MF-
DFA1 und der MF-DFA4 für das binomiale 
Multifraktalmodell.  Man erkennt deutlich, dass 
die Steigung der Kurven jetzt von q abhängt und 
dass die numerisch bestimmten Verläufe von 
h(q) und τ(q) für verschiedene Werte des Para-
meters a gut mit den theoretischen Kurven nach 
Gl. (II.A.51) bzw. (II.A.50) übereinstimmen.  
Wie die ausführliche Untersuchung [KANTEL-

HARDTetal-02a] zeigt, liegen die systematischen 
und statistischen Fehler der numerisch bestimm-
ten h(q)-Werte in einer ähnlichen Größenord-
nung wie bei monofraktalen Reihen.   
Weiterhin zeigt Abbildung II.A.14 für ein Bei-
spiel das Singularitätsspektrum f(α), das mittels 
Gl. (II.A.43) aus dem numerischen h(q) sowie 
zum Vergleich aus der theoretischen Kurve 
(II.A.51) abgeleitet wurde.  Man erkennt deut-
lich den typischen, ungefähr parabelförmigen 
Verlauf.  Bei einem relativ glatten Verlauf der 
h(q)-Kurve und der f(α)-Kurve funktioniert die 
Bestimmung der multifraktalen Eigenschaften 
mittels MF-DFA also recht zuverlässig.  Auch 
schon für nicht so lange Datensätze (N ≈ 
10.000) ist die Übereinstimmung zwischen theo-
retischer Kurve und numerischem Ergebnis be-
friedigend (siehe auch Abschnitt II.A.4.f). 
Die beiden Parameter a und b in den Glgn. 
(II.A.50) und (II.A.51) sind wie gesagt nicht 
unabhängig.  Der Grund ist, dass der Zq(s)- und 
p(ν,s)-Formalismus für die Herleitung verwen-
det wurde, für den die Reihe auf 1ix� =  nor-
miert zu sein hat.  Für b ≠ 1 – a muss daher in 
Gl. (II.A.49) zusätzlich durch den Normierungs-
faktor (a + b)qk dividiert werden, so dass die 
Glgn. (II.A.50) und (II.A.51) zu 
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Abb. I I .A.14:  Multifraktale DFA (a) 1. Ordnung 
und (b) 4. Ordnung von 100 Datenreihen des bi-
nomialen Multifraktalmodells (mit a = 0.75) der 
Länge N = 65536.  Die Fluktuationsfunktionen 
Fq(s) sind doppelt logarithmisch gegen die Skala s 
aufgetragen für die Momente q = −10 (¤ ), q = −2 
(¡ ), q = −0.2 (�), q = +0.2 (�), q = +2 (�) und q = 
+10 (�).  Die gestrichelten Linien haben die erwar-
teten Steigungen für q = ±10 aus Gl. (II.A.51).  
Die Teile (c) und (d) zeigen die im Bereich 50 < s 
< 500 bestimmten Steigungen h(q) und das daraus 
abgeleitete τ(q) für a = 0.6 (¤ , MF-DFA1), 0.75 
(¡ , MF-DFA1; �, MF-DFA4) und 0.9 (�, MF-
DFA1), wobei die durchgezogenen Linien den 
theoretischen Verlauf zeigen.  Teil (e) vergleicht 
für a = 0.75 das durch numerische Legendre-
Transformation ermittelte Singularitätsspektrum 
f(α) mit der aus Gl. (II.A.50) direkt berechneten 
theoretischen Kurve (nach [KANTELHARDTetal-
02a]). 
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werden.  Wenn man den Zusatzterm log2(a + b) in h(q) trotz unabhängiger Parameter a und b ver-
meiden will, muss das binomiale Multifraktal verallgemeinert werden.  Dies geht am einfachsten 
durch eine Hintereinandersetzung des binomialen Multifraktalgenerators und der Fourier-Filter-
Methode [KOSCIELNY-BUNDEetal-04].  Dabei wird zunächst ein binomiales Multifraktal erzeugt, 
dessen h(q) der Gl. (II.A.52) entspricht.  Anschließend wird der störende konstante Zusatzterm 
log2(a + b) beseitigt, indem die Reihe mittels schneller Fourier-Transformation in den Frequenzbe-
reich überführt wird und die Fourier-Koeffizienten mit f −∆β/2 multipliziert werden, wobei ∆β/2 = ∆α 
= –log2(a + b).  Die abschließende Fourier-Rücktransformation liefert dann eine Datenreihe, deren 
Multifraktalität durch die Glgn. (II.A.50) und (II.A.51) mit den unabhängig gewählten Parametern a 
und b beschrieben wird.  Es bleibt anzumerken, dass man mit der Fourier-Filter-Methode allein kei-
ne Multifraktale generieren kann, weil sich h(q) damit nur um Konstanten verändern lässt. 

c) 3. Beispiel:  Bifraktales Modell 
Das Singularitätsspektrum eines so genannten Bifraktals besteht nur aus zwei Punkten α1, α2, für 
die ohne Beschränkung der Allgemeinheit gilt f(α1) = 1, f(α2) ≤ 1 und f(α) = 0 sonst.  Dementspre-
chend hat die τ(q)-Kurve nach Gl. (II.A.42) genau diese beiden Steigungen.  Nach Gl. (II.A.44) gilt 
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Der Knick zwischen den beiden Bereichen erfolgt an einer Stelle q×, die sich aus der Stetigkeitsbe-
dingung bei q× berechnen lässt,   

 2

1 2

1 ( )f
q×

− α=
α − α

. (II.A.54) 

Damit hat das Bifraktal-Modell – neben der Auswahl zwischen den beiden Formen von Gl. 
(II.A.53) – drei anzupassende Parameter: α1, α2 und q×, oder – nach Gl. (II.A.54) äquivalent – f(α2) 
anstelle von q×.  Für Datenreihen mit kompaktem Träger, τ(0) = –1, kann auch der h(q)-Formalis-
mus angewendet werden, für den nach Glgn. (II.A.53) und (II.A.37) gilt 
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Man erkennt, dass h(q) – außer im Fall f(α2) = 1 – entweder für große oder für kleine q einen hy-
perbolischen Verlauf aufweist.   
Ein Bifraktal mit f(α1) = f(α2) = 1 erhält man am einfachsten, indem man die Datenreihe aus zwei 
langen Abschnitten zusammensetzt, die durch unterschiedliche Fluktuationsexponenten α1 und α2 
charakterisiert werden.  In diesem Fall ist der (theoretische) Knick nach Gl. (II.A.54) immer bei q× 
= 0.  Abbildung II.A.15 zeigt die Ergebnisse der MF-DFA2 für ein solches Beispiel.  Man erkennt, 
dass die Analyse mit diesem Bifraktal durchaus Probleme hat, weil weder f(α) noch h(q) hier stetig 
sind.  Es treten Systemgrößen-Effekte auf, und h(q) erscheint vor allem wesentlich stetiger als es 
sein sollte.  Zum Vergleich sind in Abb. II.A.15(b) die Ergebnisse für zwei verschiedene Anpas-
sungsbereiche gezeigt; die Ergebnisse für die langen Zeitskalen sind näher an dem theoretischen, 
sprunghaften Verlauf, aber trotzdem noch deutlich zu glatt.  Bei der Umrechnung in f(α) hat der 
stetigere Verlauf von h(q) ein breites Singularitätsspektrum zur Folge, und man kann das ursprüng-
liche bifraktale Verhalten nicht erkennen.  Dieses Problem tritt nicht nur bei der MF-DFA auf, son-
dern auch bei den anderen „globalen“ Methoden, die auf dem h(q)- oder dem τ(q)-Formalismus 
basieren.  Allerdings sieht man die Abweichungen vom theoretischen Verlauf bei der Betrachtung 
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von τ(q) weniger als bei der Betrachtung von h(q), vgl. Abb. II.A.15(b) und (c).  Bei nicht-stetigen 
multifraktalen Spektren, die insbesondere bei zusammengesetzten Datenreihen wie in diesem Bei-
spiel zu erwarten sind, braucht man also deutlich mehr Daten, um die Multifraktalität einigermaßen 
zuverlässig charakterisieren zu können.   
Eine Möglichkeit, dieses Problem zu umgehen, besteht darin, die Datenreihe vor der Analyse in 
unterschiedliche Segmente aufzuteilen.  Analysiert man Segmente mit unterschiedlichem Verhalten 
getrennt, so ist die Charakterisierung trotz der kürzeren Teile besser möglich.  Ein Vergleich der 
Ergebnisse für die verschiedenen Segmente kann dann hinterher anzeigen, ob die Aufteilung nötig 
war.  Aus diesem Grund ist z.B. bei der Analyse von 24-Stunden Herzschlagdaten eine Aufteilung 
von Tag und Nacht, sowie weiter am Tag in Ruhe- und Trainingszeiten und in der Nacht in die ver-
schiedenen Schlafstadien sehr sinnvoll [BUNDEetal-00, KARASIKetal-02], und eine Multifraktalana-
lyse der 24-Stunden Daten als ganzes [IVANOVetal-99] nicht so aussagekräftig. 

d) 4. Beispiel:  Multifraktalität durch breite Ver teilung 
Eine andere Möglichkeit, eine bifraktale Datenreihe zu erzeugen, baut nicht auf langreichweitigen 
Korrelationen in den Zahlen auf, sondern auf einer breiten Verteilung der (unkorrelierten) Einzel-

Abb. I I .A.15:  Analyse von 100 Datenreihen, die aus zwei aneinander gehängten (monofraktalen) Reihen 
der Längen N = 524288 bestehen mit Fluktuationsexponenten α1 = 0.75 und α2 = 1.0.  Teil (a) zeigt die MF-
DFA2 Fluktuationsfunktionen Fq(s) für 20 Werte von q (siehe rechts).  Die in den beiden markierten Berei-
chen bestimmten verallgemeinerten Fluktuationsexponenten h(q) und die daraus berechneten Renyi-
Exponenten τ(q) werden in (b) und (c) mit dem theoretischen Verlauf verglichen, der eine Stufe bzw. einen 
Knick bei q× = 0 aufweist und sonst – wie für Bifraktale zu erwarten – linear ist.  Man erkennt, dass die Ver-
läufe deutlich zu glatt sind, und dass insbesondere auf kürzeren Skalen (und darum auch für kurze Reihen) 
deutliche Abweichungen vom erwarteten Verlauf auftreten.  Darum ist es bei der Multifraktalanalyse sehr 
sinnvoll, die Daten vorher in homogene Bereiche aufzuspalten.  
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werte.  Bezeichnet man die Verteilung der Werte xi in der Datenreihe mit P(x), so wird die Mut-
lifraktalität der Reihe nur dann nicht von P(x) beeinflusst, wenn 

 ( )
q q

x x P x dx
∞

−∞

= < ∞�  (II.A.56) 

für alle Momente q.  Dies ist z.B. für die Gaußverteilung der Fall.  Wählt man aber eine Potenzge-
setz-Verteilung, 

 ( 1)( ) − δ+= δP x x  mit δ > 0 (II.A.57) 

und dem Wertebereich 1 ≤ x < ∞, d.h. P(x) = 0 für x < 1, dann divergiert schon das zweite Moment, 
wenn δ ≤ 2.  Daher kann man hier nur Datenreihen mit endlicher Länge N betrachten.  Man beach-
te, dass Gl. (II.A.57) für große x einer Levy-Verteilung der Klasse δ entspricht [SHLESINGERetal-87, 
HAVLIN&BENAVRAHAM-00]; die multifraktalen Eigenschaften solcher Verteilungen wurden auch 
in [JAFFARD-99, NAKAO-00, SCAFETTA&GRIGOLINI-02] untersucht. 
Um das multifraktale Spektrum einer entsprechend Gl. (II.A.57) verteilten Zahlenreihe analytisch 
zu bestimmen, beginnt man am besten mit unkorrelierten, im Intervall [0,1] gleichverteilten Zahlen 
r i.  Der typische Wert des Minimums von s Zahlen ist  

 min 1

1
( ) min

s

i
i

r s r
s=

≡ ≈  (II.A.58) 

Man kann leicht zeigen, dass sich die Zahlen r i durch die Transformation r i → xi = r i
−1/δ in Zahlen xi 

überführen lassen, die der Verteilung (II.A.57) genügen.   Der typische Wert des Maximums von s 
Zahlen xi ist daher nach Gl. (II.A.58) gegeben durch 

 [ ] 1 1
max min

1
( ) max ( )

s

i
i

x s x r s s
− δ δ

=
≡ = ≈  (II.A.59) 

Wenn δ ≤ 2 ist, werden die Fluktuationen des Profils Y(j) und die Varianz Fν(s) im Segment ν do-
miniert durch das Quadrat von xmax(s), denn das zweite Moment der Verteilung (II.A.57) divergiert.  
Die gesamte Datenreihe besteht aber aus [N/s] Segmenten der Länge s, nicht nur aus einem Seg-
ment.  Für einige Segmente ν ist Fν(s) größer als sein typischer Wert xmax(s) ≈ s1/δ, da das Maximum 
der gesamten Reihe nach Gl. (II.A.59) etwa xmax(N) ≈ N1/δ beträgt.   
Um nun den Mittelwert Fq(s) über alle Segmente nach Gl. (II.A.35) zu berechnen, muss die gesamte 
Verteilung Ps(y) der Werte y ≡ [Fν

2(s)]1/2 berücksichtigt werden.  Da jedes Maximum in den [N/s] 
Segmenten einer tatsächlichen Zahl xi entspricht und diese nach Gl. (II.A.57) verteilt sind, ist klar, 
dass die Verteilung der Maxima für große y dieselbe Form hat, Ps(y) ~ P(x = y).  Kleine y kommen 
zwar nicht vor, weil nur Maxima betrachtet werden, aber große xi sind mit hoher Wahrscheinlich-
keit identisch mit den Maxima der entsprechenden Segmente.  Da die kleinsten Maxima in Segmen-
ten der Länge s von der Größenordnung xmax(s) ≈ s1/δ sind (nach Gl. (II.A.59)), sollte auch das unte-
re Ende der Verteilung Ps(y) proportional zu s1/δ sein.  Aus der Normierungsbedingung 

 
1

( ) 1sAs
P y dy

δ

∞
=�   erhält man  ( 1)( )sP y A s yδ − δ+= δ  (II.A.60) 

mit dem unwichtigen Vorfaktor A < 1.  Jetzt kann Fq(s) abgeschätzt werden durch Integration über y 
≡ [Fν

2(s)]1/2 vom Minimum As1/δ zum Maximum N1/δ.  Für s � N erhält man 
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Ein Vergleich von Gl. (II.A.61) mit Gl. (II.A.35) ergibt schließlich den Verlauf von h(q), 
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Man beachte, dass τ(q) = qh(q) − 1 damit für 
q > δ  gleich 0 ist, während es für q < δ  eine 
lineare q-Abhängigkeit aufweist.  Daher ist 
auch dieses Beispiel ein Bifraktal, denn es 
kommen in τ(q) nur zwei Steigungen vor 
[NAKAO-00].  Da nach Gl. (II.A.62) für alle 
δ stets h(2) = 1/2 gilt, lässt sich mit der 
Standard-DFA kein Hinweis auf die Bifrak-
talität dieser Daten finden; das zweite Mo-
ment zeigt nur die unkorrelierte Anordnung 
der Zahlen.  In [SCAFETTA&GRIGOLINI-02] 
wurde dieses Verhalten als Versagen der 
DFA und entsprechender nicht-trendbereini-
gender Methoden gewertet und eine alterna-
tive Methode vorgeschlagen, die direkt den 
Exponenten 1/δ liefert.  Eine multifraktale 
Beschreibung mit h(2) = 1/2 als Indiz für die 
unkorrelierte Anordnung und h(q) = 1/δ für 
negative q erscheint mir als wesentlich voll-
ständigere Beschreibung; keine Methode, 
die nur einen Exponenten liefert, ist für das 
Bifraktal ausreichend.    
Abbildung II.A.16(a) zeigt die MF-DFA3 
Fluktuationsfunktion für unkorrelierte Zu-
fallszahlen, die nach Gl. (II.A.57) verteilt 
sind mit δ = 1.  Da die Exponenten h(q)  
asymptotisch für große q nach Gl. (II.A.62) 
der 0 sehr nahe kommen, muss die modifi-
zierte MF-DFA-Methode verwendet werden, 
bei der die Datenreihe zweimal (statt sonst nur einmal wie in Gl. (II.A.13)) kumuliert wird (siehe 
auch Abschnitt II.A.2.e).  Dadurch ist die Steigung der Fluktuationsfunktionen um 1 höher, aber 
wenn Fq(s)/s statt Fq(s) aufgetragen wird, ist der Unterschied voll kompensiert und auch kleine h(q) 
können gut bestimmt werden.  Abbildung II.A.16(b) vergleicht die numerischen Steigungen h(q) für 
δ = 0.5, 1.0 und 2.0 mit dem theoretischen Ergebnis (II.A.62); eine gute Übereinstimmung ist er-
kennbar.  Das beweist auch, dass die Probleme beim vorhergehenden Beispiel nicht auf den bifrak-
talen Charakter der Daten an sich zurückzuführen sind, sondern auf die zusammengesetzte Struktur 
der betrachteten bifraktalen Reihe.  

e) Kor relations- und Ver teilungs-M ultifr aktalität 
Obwohl die beiden letzten Beispiele Bifraktale sind, unterschieden sie sich doch deutlich darin, dass 
im 3. Beispiel die Ursache für die h(q)-Abhängigkeit allein langreichweitige Korrelationen sind, 
während im 4. Beispiel allein die breite (Potenzgesetz-artige) Verteilung der unkorrelierten Zahlen 
dafür verantwortlich ist.  Generell lassen sich (i) Korrelations-Multifraktalität und (ii) Verteilungs-
Multifraktalität unterscheiden.  Es können auch beide Arten von Multifraktalität gleichzeitig in ei-
ner Datenreihe existieren, wie es beim 2. Beispiel für große Werte des Parameters a ≈ 1 der Fall ist.   
Bei der Korrelations-Multifraktalität ist die h(q)-Abhängigkeit in einem unterschiedlichen Korrela-
tionsverhalten der kleinen und der großen Fluktuationen der Werte xi begründet, die jeweils für ne-
gative bzw. positive Werte von q getrennt untersucht werden.  Bei der Verteilungs-Multifraktalität 

Abb. I I .A.16:  Multifraktale DFA 3. Ordnung (MF-
DFA3) von 100 unkorrelierten Datenreihen mit brei-
ter, Potenzgesetz-artiger Verteilung der Werte nach 
Gl. (II.A.57) mit δ = 1 und der Länge N = 65536.  Die 
aus doppelt kumulierten Daten berechneten und zum 
Ausgleich wieder durch s dividierten Fluktuations-
funktionen Fq(s)/s sind doppelt logarithmisch gegen s 
aufgetragen für die Momente q = −10 (¤ ), q = −2 (¡ ), q 
= −0.2 (�), q = +0.2 (�), q = +2 (�) und q = +10 (�).  
Die gestrichelten Linien haben die erwarteten Steigun-
gen, h(−10) = 1 und h(+10) = 0.1.  Die Teile (b) und 
(c) zeigen die für große Skalen s bestimmten Steigun-
gen h(q) und das nach Gl. (II.A.37) daraus abgeleitete 
τ(q) für δ (nicht α) = 0.5 (¤ ), 1.0 (¡ ) und 2.0 (�), wo-
bei die durchgezogenen Linien den theoretischen Ver-
lauf zeigen (nach [KANTELHARDTetal-02a]).   
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ist die h(q)-Abhängigkeit hingegen in der breiten Verteilung der Werte xi der Zeitreihe begründet; 
auf Korrelationen kommt es dabei nicht an.  Um die beiden Multifraktalitätsarten zu unterscheiden, 
vergleicht man am besten die MF-DFA Fluktuationsfunktionen Fq(s) der Originaldaten mit den 
MF-DFA Fluktuationsfunktionen Fq

(gemischt)(s) zufällig gemischter Daten.  Eine ähnliche Prozedur 
wurde in Abschnitt II.A.2.b zur Korrektur der systematischen Abweichungen der Standard-DFA auf 
kurzen Zeitskalen vorgeschlagen; hier geht es aber um die langen Zeitskalen.  Wenn die Multifrak-
talität durch Korrelationen verursacht ist, wird sie durch das Mischen beseitigt.  Darum ist 
Fq

(gemischt)(s) ~ s0.5, also h(q) = 0.5 für alle q bei Korrelations-Multifraktalität.  Anders ist die Lage 
bei Verteilungs-Multifraktalität, denn an der Verteilung der Werte xi der Zeitreihe ändert sich durch 
das Mischen nichts, so dass Fq

(gemischt)(s) = Fq(s) ~ sh(q), d.h. h(q) ist unverändert. 
Man kann auch sagen, dass das Skalenverhalten des Quotienten Fq(s)/Fq

(gemischt)(s) die Korrelationen 
in der Reihe charakterisiert, d.h. er ist konstant, wenn es keine Korrelationen gibt und sonst entspre-
chend der Korrelations-Multifraktalität von q abhängig.  Genauso charakterisiert der Quotient 
Fq

(gemischt)(s)/s0.5 die Verteilung der Werte, d.h. er ist konstant, wenn die Verteilung hinreichend eng 
ist und sonst entsprechend der Verteilungs-Multifraktalität von q abhängig.  „Hinreichend eng“ be-
deutet hier, dass alle Momente der Verteilung entsprechend Gl. (II.A.56) endlich sind.  Es kann 
durchaus sein, dass beide Quotienten, Fq(s)/Fq

(gemischt)(s) und Fq
(gemischt)(s)/s0.5, nicht konstant sind, 

und auch beide können Multifraktalität, d.h. ein von q abhängiges Skalenverhalten zeigen.  Das 
Verhalten der Quotienten ist in Abb. II.A.17 für jeden der drei Fälle beispielhaft gezeigt, und zwar 
für die Beispiele 2 bis 4 aus den vorhergehenden Abschnitten jeweils für die Momente q = ±10. 
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Abb. I I .A.17:  Vergleich der MF-DFA Quotienten Fq(s)/Fq
(gemischt)(s) (ausgefüllte Symbole) und 

Fq
(gemischt)(s)/s0.5 (offene Symbole) für drei multi- bzw. bifraktale Modelle, 1. binomiales Multifraktalmodell 

mit a = 0.8 (�), 2. zusammengesetzte Reihe mit α1 = 0.75 im ersten und α2 = 1.0 im zweiten Teil (�), 3. un-
korrelierte Daten mit breiter Potenzgesetz-Verteilung mit δ = 1.0 (�); siehe Abschnitte II.A.4.b-d für eine 
Beschreibung der Modelle; für (a) q = −10 und (b) q = +10.  Der horizontale Verlauf von Fq

(gemischt)(s)/s0.5 im 
2. Modell bzw. von Fq(s)/Fq

(gemischt)(s) im 3. Modell zeigt an, dass keine Verteilungs- bzw. keine Korrelati-
ons-Multifraktalität vorliegt.  Beim 1. Modell sind wegen des relativ großen Werts von a beide Multifraktali-
tätsarten vorhanden; die Stärke variiert in Abhängigkeit von der Skala s.  Die Rechnungen beruhen auf je 
100 Datensätzen der Länge 218 = 262144. 
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f) Vergleich mit der  WTMM-Methode 
Da die WTMM Methode (siehe Abschnitt 
II.A.3.f) schon seit mehreren Jahren zur Mul-
tifraktalanalyse nichtstationärer Zeitreihen an-
gewendet und weiterentwickelt wird [MUZY-
etal-91, MUZYetal-93, MUZYetal-94, ARNEO-

DOetal-95, ARNEODOetal-98b, ARNEODOetal-
02], ist ein Vergleich der Leistungsfähigkeit der 
neuen MF-DFA [KANTELHARDTetal-02a] mit 
der WTMM anhand einer trendbehafteten Da-
tenreihe angebracht.  In Abb. II.A.18 wird die 
MF-DFA Fluktuationsfunktion Fq(s) für das 
binomiale Multifraktalmodell (siehe Abschnitt 
II.A.4.b) verglichen mit der entsprechend Gl. 
(II.A.37) umgerechneten verallgemeinerten 
WTMM-Zustandssumme Zq(s).  Um die Fähig-
keiten zur Trendbereinigung zu testen, sind zu 
der multifraktalen Datenreihe lineare und quad-
ratische Trends hinzugefügt.  Beide Methoden 
beseitigen diese Trends, wenn eine hinreichend 
hohe Ordnung der Trendbereinigung gewählt 
wird (Polynom-Ordnung bzw. Wavelet-Ord-
nung).  Die Abweichungen von den theoreti-
schen Werten der verallgemeinerten Fluktuati-
onsexponenten h(q) (siehe Gl. (II.A.51)) sind 
für beide Methoden etwa gleich groß; das be-
deutet, dass die Ergebnisse praktisch äquivalent 
sind.   
Ähnliche Ergebnisse liefern beide Methoden 
auch für monofraktale Datenreihen, denen zufäl-
lige hohe Einzelimpulse überlagert sind, wie es 
z.B. bei Messdaten mit Artefakten vorkommt 
[KANTELHARDTetal-02a].  Die Impulse verursa-
chen eine gewisse Multifraktalität auf kleinen 
Skalen s, aber der monofraktale Charakter der 
Daten zeigt sich auf großen Zeitskalen.  Die 
störenden Auswirkungen der Impulse auf die 
Ergebnisse der MF-DFA und der WTMM sind 
gleich, was die obige Aussage zur Äquivalenz 
untermauert. 
Schließlich soll die Genauigkeit der Ergebnisse bei kurzen Datenreihen verglichen werden.  Aus-
führliche Untersuchungen [KANTELHARDTetal-02a] zeigen, dass sowohl die systematischen als auch 
die statistischen Fehler der mit WTMM bestimmten Fluktuationsexponenten h(q) leicht größer sind 
als für die entsprechenden MF-DFA Ergebnisse, und zwar insbesondere für kurze Datenreihen und 
bei stark negativen Momenten.  Die auf der nächsten Seite aufgelisteten Werte gelten für h(q) < 1, 
d.h. für stationäre Reihen.  Auch hier sind die Ergebnisse mindestens äquivalent und lassen keiner-
lei Nachteil für die methodisch einfachere MF-DFA erkennen. 
 

Abb. I I .A.18:  Vergleich der multifraktalen DFA 
mit der WTMM Methode anhand des binomialen 
Multifraktalmodells mit a = 0.75 mit zusätzlichen 
Trends für die Momente q = −10 (¤ ), q = −2 (¡ ), q 
= −0.2 (�), q = +0.2 (�), q = +2 (�) und q = +10 (�).  
(a) Die MF-DFA2 Fluktuationsfunktion Fq(s) ist 
für Daten mit linearem Trend xi → xi + i/500N 
doppelt logarithmisch gegen s aufgetragen.  (b) 
Die entsprechend Gl. (II.A.37) reskalierte verall-
gemeinerte WTMM Zustandssumme [s Zq(s)]

1/q ist 
für dieselben Datenreihen in gleicher Art gegen s 
aufgetragen; es wurde das Gauss-Ableitungs-
Wavelet 2. Ordnung verwendet.  (c) bzw. (d):  
Vergleich der im Bereich 50 < s < 2000 bestimm-
ten Steigungen h(q) bzw. τ(q) für Daten mit linea-
ren Trends (¤ , MF-DFA2; ¡ , WTMM 2. Ordnung) 
und quadratischen Trends (�, MF-DFA2; �, 
WTMM 2. Ordnung; �, MF-DFA3).  Quadrati-
sche Trends verursachen Abweichungen von der 
theoretischen Linie, außer wenn mit MF-DFA3 ei-
ne hinreichend hohe Ordnung der Trendbereini-
gung gewählt wird.  Die Ergebnisse sind über 100 
Reihen der Länge N = 65536 gemittelt (nach 
[KANTELHARDTetal-02a]). 
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Methode Länge N ∆h(q = −10) 
systematisch 

∆h(q = −10) 
statistisch 

∆h(q = +10) 
systematisch 

∆h(q = +10) 
statistisch 

MF-DFA 213 (= 8192) +0.05 ±0.04 −0.02 ±0.04 

WTMM 213 (= 8192) +0.08 ±0.05 −0.05 ±0.05 

MF-DFA 216 (= 65536) +0.02 ±0.02 −0.01 ±0.03 
WTMM 216 (= 65536) +0.06 ±0.03 −0.03 ±0.03 

g) Vergleich mit der  Methode von Lovejoy, Scher tzer  und M itarbeitern 
Einen etwas anderen Ansatz zur Untersuchung der Multifraktalität vor allem in geophysikalischen 
Zeitreihen haben Lovejoy, Schertzer und Mitarbeiter entwickelt [SCHERTZER&LOVEJOY-87, LOVE-

JOY&SCHERTZER-91, LAVALLEEetal-93, TESSIERetal-96, PANDEYetal-98], siehe auch [RODRIGUEZ-
ITURBE&RINALDO-97].  Sie gehen von einem „konservativen Prozess“ ε( j) aus, dessen entspre-
chende Strukturfunktion skaliert wie (vgl. Gl. (II.A.36) und (II.A.38)) 

 ( )( ) ( ) ( ) ~
q K q

qC s j s j s−≡ ε + − ε  (II.A.63) 

mit K(1) = K(0) = 0.  Während die Bedingung für q = 0 trivial ist, bedeutet die Bedingung K(1) = 0, 
dass der Mittelwert der Differenzen unabhängig von der Skala s ist, d.h. der Prozess konservativ 
(„erhaltend“) ist.  Um nicht-konservative Prozesse zu modellieren, erfolgt anschließend – wie bei 
der Erzeugung langreichweitig korrelierter Zahlen mit Fourier-Filter-Methode (siehe Abschnitt 
II.A.1.c) und unserem verallgemeinerten Binomialmodell (siehe Abschnitt II.A.4.b) – eine fraktio-
nale Integration der Ordnung H, die von ε( j) zu unserem Profil Y( j) führt.  Daher gilt nicht K(q) = 
−qh(q), sondern (vgl. Gl. (II.A.63) mit (II.A.35) bis (II.A.38)) 

 ( ) ( ) 1 ( )K q Hq qh q Hq q= − = − − τ . (II.A.64) 

H bezeichnet hier wieder den klassischen Hurst-Exponenten aus Abschnitt II.A.1.d, aber Lovejoy, 
Schertzer und Mitarbeiter verwenden stattdessen H′ = H – 1.  Ihre Annahme der Existenz von „uni-
versellen Multifraktalen“, bei denen das Skalenverhalten über alle Längen oder Zeitskalen s dassel-
be ist, führen Lovejoy, Schertzer und Mitarbeiter auf einen Ansatz für die Renyi-Exponenten τ(q) 
des universellen Multifraktals, 

 ( )1( ) 1 ( ) ( 1) 1
1

C
q Hq K q H q q q′α′τ = − − = + − − −

′α −
  für q > 0, (II.A.65) 

mit den beiden zusätzlichen Parametern C1 und α′.  Hier ist zu beachten, dass τ(q) für negative 
Werte von q nicht definiert ist, weil der Parameter α′ nicht ganzzahlig sein muss.  In der Formel 
(II.A.65) soll α′ die Multifraktal-Klasse charakterisieren und eine ähnliche Bedeutung wie δ in der 
Levy-artigen Verteilung (II.A.57) haben [LAVALLEEetal-93].  In der numerischen Prozedur werden 
nicht die Spektren K(q) bestimmt, sondern direkt die beiden Parameter C1 und α′ ermittelt und da-
mit H′ durch einen Vergleich mit dem spektralen Exponenten β (siehe Gl. (II.A.5)) berechnet.   
Diese Prozedur führt zu einer Charakterisierung des Skalenverhaltens der positiven Momente durch 
die drei Parameter H′, C1 und α′.  Ein direkter Vergleich der Methode mit der MF-DFA oder der 
WTMM ist nicht möglich, weil (i) die Persistenz getrennt von der Multifraktalität analysiert wird, 
(ii) die numerische Methode nur unter der Voraussetzung eines durch (II.A.65) beschriebenen uni-
versellen Multifraktals anwendbar ist.  Es zeigt sich, dass der Ansatz (II.A.65) in vielen Fällen 
trotzdem eine akzeptable Beschreibung für die positiven Momente liefert. 

II.A.5. Phasen-ausgerichtete Signal-Mittelung (PRSA) 
Bisher standen in diesem Kapitel Methoden zur Bestimmung und Charakterisierung von Langzeit-
korrelationen und multifraktalen Skaleneigenschaften in nichtstationären und trendbehafteten Zeit-
reihen im Mittelpunkt.  Es gibt jedoch auch Fälle, bei denen die für die Charakterisierung relevan-
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ten Informationen nicht im Skalenverhalten, sondern in Periodizitäten mit bestimmten Frequenzen 
stecken.  So können sich einfache geschlossene Regelkreise in Oszillationen mit einer bestimmten 
Frequenz niederschlagen.  Üblicherweise wird dann zur Erkennung der Periodizitäten die Spektral-
analyse (siehe Abschnitt II.A.1.c) angewandt, die allerdings Stationarität der Signale voraussetzt.  
Insbesondere biomedizinische Signale von komplexen Systemen sind aber meist nichtstationär, weil 
sie ständig inneren oder äußeren Störeinflüssen ausgesetzt sind, die die Oszillationen verändern 
oder unterbrechen.  Dadurch werden die Periodizitäten zu Quasiperidizitäten, bei denen die Phasen-
Synchronisation über längere Zeiten aufgrund von schwankender Frequenz oder von Phasensprün-
gen verloren geht, d.h. die Kohärenzzeit wird endlich.  Ein Vergleich mit idealen Sinusschwingun-
gen ohne Phasensprünge (mit unendlicher Kohärenzzeit), wie er bei der Spektralanalyse erfolgt, 
kann dann die Periodizitäten schlecht nachweisen, weil die Phasensprünge viel zusätzliches Rau-
schen verursachen.  Es ist besser, die Nichtstationaritäten zu berücksichtigen und in einem geeigne-
ten Verfahren zu eliminieren; dann kann die Spektralanalyse bedenkenlos eingesetzt werden. 
In diesem Abschnitt beschreibe ich die von mir gemeinsam mit A. Bauer und G. Schmidt (Kardio-
logie der TU München) entwickelte Methode der Phasen-ausgerichteten Signal-Mittelung (phase 
rectified signal averaging, PRSA), die die eben skizzierte Aufgabe leistet.  Die Methode wurde im 
Zusammenhang mit der Analyse der Herzfrequenz-Fluktuationen bei Münchner Herz-Infarkt-
Patienten entwickelt und auf ihre Überlegenheit gegenüber der Standard-Spektralanalyse anhand 
von zwei Blindstudien evaluiert (siehe Abschnitt II.B.5) [BAUERetal-04].  Unsere Methode ist gene-
rell zur Untersuchung von Quasiperiodizitäten in nichtstationären Signalen geeignet und auch zum 
Studium von Synchronisation und Kreuzkorrelationen zwischen mehreren Signalen. 

a) Beschreibung der  Methode 
Wir gehen wieder von einer beliebigen fluktuierenden Zeitreihe 1( )N

i ix =  mit Mittelwert Null 0� � =ix  
aus.  Die Methode besteht aus drei Schritten, die auch in Abb. II.A.19 skizziert sind. 
Im ersten Schritt werden etwa die Hälfte aller Indizes i als Triggerpunkte z(k) ausgewählt.  Ein ge-
eignetes Triggerkriterium ist beispielsweise ein Anstieg der betrachteten Messgröße, 

 1−>i ix x   für ( ), 1, ,= = �i z k k M  (II.A.66) 

wobei M die Gesamtanzahl der Triggerpunkte bezeichnet.  In Abb. II.A.19(a) sind fünf solche Trig-
gerpunkte markiert.  Prinzipiell könnte man auch umgekehrt alle Indizes mit Abnahme der Mess-
größe ( 1−<i ix x ) auswählen anstelle der Anstiege im Kriterium (II.A.66).  Ein Unterschied im Er-
gebnis zeigt dann, dass das Signal nicht invariant ist gegenüber Zeitumkehr.  Quasiperiodische Os-
zillationen im Signal lösen Triggerpunkte vor allem in der Phase des steilsten Anstiegs aus, d.h. 
wenn die Phase der Oszillationen nahe 0 ist.  Dadurch wird die Phasenlage der Oszillationen unab-
hängig von Nichtstationaritäten aus dem Signal selbst gewonnen. 
Weiterhin ist es oft – besonders zur Analyse niedriger Frequenzen – angebracht, längerfristige Kri-
terien zu verwenden, bei denen Mittelwerte (oder Summen) über T Messwerte xi verglichen werden, 
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1

1 1
+ − −
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>
<� �

T T

i n i n
n n

x x   für ( ), 1, .= = �i z k k M  (II.A.67) 

Für T = 1 entspricht das dem Kriterium (II.A.66).  Es kann mathematisch gezeigt werden, dass die 
PRSA-Methode am empfindlichsten ist für Oszillationen mit der Frequenz  f ≈ 1/(2.7 T), falls die 
Oszillationen völlig periodisch sind (Frequenzen in Einheiten der Datenrate der Zeitreihe).  Für Os-
zillationen mit endlicher zeitlicher Phasenkohärenz erhöht sich dieser Wert leicht; wir finden empi-
risch  f ≈ 1/(2.5 T).  Höhere Frequenzen werden unterdrückt.  Der Parameter T setzt daher eine  
Obergrenze für die Frequenz der Quasiperiodizitäten, die zuverlässig erkannt werden können.  Beim 
Kriterium (II.A.66) werden die hohen Frequenzen im Signal nicht unterdrückt.  Mit allen Kriterien 
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werden im Durchschnitt etwa die Hälfte der Indizes i als Triggerpunkte z(k) markiert, denn die 
Wahrscheinlichkeit, dass das < Zeichen oder das > Zeichen gilt, ist jeweils fast 0.5.  Gleichheit 
kommt insbesondere dann nur selten vor, wenn die Auflösung der gemessenen Größe xi hoch ist.  
Zusätzlich lässt sich durch geeignete ergänzende Kriterien für die betrachteten Triggerpunkte leicht 
ausschließen, dass Artefakte im Signal Triggerereignisse verursachen. 
Im zweiten Schritt werden – zentriert um jeden Triggerpunkt z(k) – Fenster der Breite 2L definiert 
und separate Kopien der Zeitreihe in jedem Fenster betrachtet, siehe Abb. II.B.19(b), in der L = 16 
ist.  Die Punkte im Fenster Nummer k sind dann xz(k) + δ mit den Abständen δ = −L, 1−L, …, −1, 0, 1, 
…, L−2, L−1 vom Triggerpunkt.  Man beachte, dass viele Fenster überlappen.  Die Fensterbreite L 
sollte am besten der erwarteten Kohärenzzeit für die zu analysierenden Quasiperiodizitäten entspre-
chen.  Sie muss mindestens gleich dem Kehrwert der tiefsten Frequenz sein, die analysiert werden 
soll.  Periodische Anteile mit Frequenzen f < 1/(2L) lassen sich in den Fenstern der Breite 2L nicht 
mehr darstellen.  Darum bestimmt der Parameter L eine untere Grenze für die abgebildeten Fre-
quenzen, während T aus dem Triggerkriterium (II.A.67) die obere Grenze festlegt.  
Im dritten Schritt wird der Phasen-ausgerichtete Signal-Mittelwert (phase rectified signal average, 
PRSA) berechnet, indem die Kurven in allen Fenstern übereinander ausgerichtet und gemittelt wer-
den (siehe Abb. II.A.19(c) und (d)), 

 ( )
1

1
( ) +δ

=
δ = �

M

z k
k

PRSA x
M

  für ,1 , , 1,0,1, 2, 1δ = − − − − −� �L L L L . (II.A.68) 
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Abb. I I .A.19:  Illustration zur Vorgehensweise bei der Phasen-berichtigten Signal-Mittelung (PRSA).  (a) In 
der Zeitreihe werden Triggerpunkte definiert, z.B. für alle Stellen, an denen der Messwert ansteigt entspre-
chend dem Kriterium (II.A.66); hier sind fünf solche Triggerpunkte markiert.  (b)  In Fenstern der Breite 2L 
(hier L = 16) werden Kopien der Zeitreihe erstellt; hier sind vier solche Kopien gezeigt.  (c) Die Kopien aus 
den verschiedenen Fenstern werden übereinander geschoben (Phasen-Ausrichtung) und gemittelt; hier sind 
25 Kurven übereinander gezeigt.  (d) Das Ergebnis ist der Phasen-ausgerichtete Signal-Mittelwert (PRSA) 
als Funktion des Abstands δ von den Triggerpunkten; hier habe ich L auf 32 erhöht, damit man beide charak-
teristischen Periodizitäten ( f = 0.05 und 0.3 in Einheiten der Datenrate) erkennen kann.  



II.A. Einführung und Methoden 

 36 

Das Ergebnis der Mittelungsprozedur (II.A.68) ist beispielhaft in Abb. II.A.19(d) gezeigt, wobei die 
Fensterbreite auf L = 32 verdoppelt wurde, damit man beide im Signal detektierten Oszillationen 
sehen kann.  Man erkennt, wie sich Quasiperiodizitäten im Signal im Phasen-ausgerichteten Signal-
Mittelwert niederschlagen.  Das simulierte, ursprüngliche Signal, Abb. II.B.19(a), enthält neben 1/f 
Rauschen zwei nichtstationäre Periodizitäten mit den Frequenzen 0.05 und 0.3 in Einheiten der Da-
tenrate.  Die Nichtstationarität wurde durch zufällige Phasensprünge nach im Mittel vier Oszillati-
onsperioden simuliert.  Der größte Sprung in Abb. II.B.19(d) tritt in der Mitte von PRSA(δ) auf von 
PRSA(−1) zu PRSA(0), weil aufgrund des Triggerkriteriums (II.A.66) stets xz(k) > xz(k)−1 gilt.  Rechts 
und links von diesem Zentrum erkennt man vier bis fünf Oszillationsperioden der hohen Frequenz 
0.3 und aufgrund der gewählten Fensterbreite L = 32 nur gut anderthalb Oszillationsperioden der 
tiefen Frequenz 0.05.  Aus der Anzahl der erkennbaren Perioden lässt sich die Kohärenzzeit ab-
schätzen, soweit L hinreichend groß ist (hier nur für die hohe Frequenz).  Es fällt auf, dass sich die 
Periodizitäten im PRSA-Bild in Abb. II.B.19(d) schon mit bloßem Auge wesentlich besser erken-
nen lassen als im Original-Signal in Abb. II.B.19(a).  Der Grund ist, dass in Abb. II.B.19(d) alle 
Oszillationen in ihrer Phase auf die Mitte ausgerichtet sind. 
In ihrem Funktionsprinzip ähnelt die Methode einem digitalen Speicheroszillographen:  Um ein 
(elektrisches) Signal angezeigt zu bekommen, muss man zuerst ein Triggerkriterium festlegen, z.B. 
einen Anstieg des Signals über einen gewissen Schwellenwert.  Dann speichert der Oszillograph 
Fenster mit der Vor- und Nachgeschichte aller solchen Ereignisse und zeigt den gemittelten Verlauf 
auf dem Bildschirm an.  Dadurch erkennt man das typische Verhalten des Signals um die Trigger-
ereignisse herum, während sich alles zufällige Verhalten, wie z.B. Rauschen und Störungen, mit der 
Zeit (d.h. mit zunehmender Anzahl gemittelter Fenster) herausmittelt.  Bei der PRSA ist das Trig-
gerkriterium allerdings sehr allgemein gehalten; es wird sozusagen auf alle Stellen getriggert, zu 
denen die (diskrete) Ableitung des Signals positiv ist.  Bei einem digitalen Speicheroszillographen 
sind überlappende Fenster in der Regel nicht möglich. 

b) Eigenschaften des Frequenzspektrums 
Bei der Standard-Spektralanalyse mit Fourier-Transformation (siehe Abschnitt II.A.1.c) löschen 
sich zwei gleich lange, periodische Abschnitte mit um π gegeneinander verschobener Phasenlage 
exakt gegenseitig aus.  Wenn man sich ein Signal vorstellt als zusammengesetzt aus vielen Segmen-
ten mit gleicher Frequenz aber zufälligen Phasen – die Segmentlänge entspricht der Kohärenzzeit –, 
so wird zwar auch die Spektralanalyse diese Frequenz nachweisen können, weil zufällig eine Pha-
senlage überwiegt.  Aber die Intensität des spektralen Maximums wird nur von den wenigen Seg-
menten bestimmt, die nicht durch andere Segmente mit um π verschobener Phase kompensiert sind.  
Der Unterschied zum (Rausch-)Untergrund ist daher deutlich geringer, als wenn alle Segmente in 
ihrer Phase ausgerichtet werden und dann gemeinsam zur spektralen Intensität beitragen.  Der Un-
terschied ist in dem realen Beispiel in Abb. II.B.20 für Zeitintervalle zwischen aufeinander folgen-
den Herzschlägen eines Probanden, die zwei Quasiperiodizitäten enthalten, deutlich zu sehen.  
Wenn mehrere Frequenzen im Signal vorhanden sind, ist die Ausrichtung der Phasen zwar nicht für 
alle Fenster ideal, aber sie bringt trotzdem eine merkliche Verringerung des Rausch-Untergrunds, 
wie der Vergleich von Abb. II.B.20(b) und (d) klar zeigt.  Aufgrund der Beseitigung von Nichtstati-
onaritäten und Phasensprüngen lassen sich die Periodizitäten wesentlich besser erkennen, wenn 
man eine Spektralanalyse des Phasen-ausgerichteten Signal-Mittelwerts durchführt (Abb. 
II.B.20(d)) als bei der Spektralanalyse des Orignal-Signals in Abb. II.B.20(b). 
Für Signale mit kontinuierlichem Frequenzspektrum P( f ) ~ f −β (siehe Gl. (II.A.5)), wie sie z.B. bei 
Herzschlag-Intervallen als 1/f-Rausch-Hintergrund auftreten (siehe Kapitel II.B.1 unten), lassen sich 
die Auswirkungen der PRSA-Transformation direkt herleiten.  Dazu muss die Wahrscheinlichkeit pf 
betrachtet werden, dass eine spezifische oszillierende Komponente xf (t) = Af sin(2π f t) mit der Fre-
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quenz f , die in der Zeit-
reihe x(t = i) ≡ xi enthal-
ten ist, die Transfor-
mierte PRSA(δ) beein-
flusst.  Nichtstationari-
täten werden in dieser 
Herleitung vernachläs-
sigt.   
Zunächst findet man für 
den Amplitudenfaktor 
Af der betrachteten 
spektralen Komponente 
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( ) ~ ~

~ .

−β

−β�
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P f f A

A f
 

  (II.A.69) 

Aufgrund der linearen 
Mittelungsprozedur 
(II.A.68) ist die Aus-
wirkung der Kompo-
nente xf (t) auf PRSA(δ) 
einerseits proportional 
zu ihrem Am-
plitudenvorfaktor Af, so 
dass pf ~ Af.  Anderer-
seits muss die Kompo-
nente xf (t) Triggerer-
eignisse auslösen, um 
nicht beim Mittelungs-
prozess unterzugehen.  
Dafür muss nach dem Kriterium (II.A.66) xf (t) größer sein als xf (t − 1) ≈ xf (t) − x'f (t) = xf (t) − 2π f 
Af cos(2π f t) (mit Taylor-Entwicklung bis zur ersten Ordnung, die für nicht zu hohe Frequenzen 
gilt).  Die Maxima von xf (t) −  xf (t − 1) = 2π f Af cos(2π f t) treten für t = n/f bei allen ganzen Zah-
len n auf; der Wert der Maxima ist 2π f Af.  Daher finden wir, dass die Wahrscheinlichkeit, mit der 
die betrachtete spektrale Komponente synchronisierte Triggerereignisse auslöst, proportional zu f Af 
ist.  Zusammen mit pf ~ Af von oben ergibt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit pf ~ Af

2 f.  Da-
her wird das spektrale Gewicht der Komponente mit Frequenz f in PRSA(δ) durch Af

2 f bestimmt, 
anstelle von Af beim Frequenzspektrum des ursprünglichen Signals in Gl. (II.A.69).  Für das Fre-
quenzspektrum des Phasen-ausgerichteten Signal-Mittelwerts gilt somit 

 4 2 2 2
PRSA ( ) ~ ~ 2 2′− β+ −β ′= � β = β −fP f A f f f . (II.A.70) 

Der spektrale Exponent β′ der PRSA-Transformierten ist also nicht gleich β, sondern durch eine 
einfache Beziehung damit verknüpft.  Das Ergebnis gilt für alle Werte von β.  In dem Spezialfall 
von 1/f-Rauschen (β = 1), der in physiologischen Signalen besonders häufig ist, wird das Spektrum 
der PRSA flach (β′ = 0 nach Gl. (II.A.70)), so dass sich zusätzliche Quasiperiodizitäten besonders 
leicht – auch schon ohne eine doppelt logarithmische Auftragung – erkennen lassen.  Dies ist ein 
weiterer Vorteil der PRSA-Methode besonders bei medizinischen Anwendungen. 
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Abb. I I .A.20:  Beispiel für die Auswirkungen der PRSA-Transformation auf 
das Frequenzspektrum.  Ausgehend von einer Reihe von Zeitintervallen (RR 
Intervalle) zwischen aufeinander folgenden Herzschlägen (Tachogramm, A) 
wird einerseits direkt das Frequenz-Spektrum berechnet (B), das mit gutem 
Willen zwei Maxima erkennen lässt, die Quasiperiodizitäten entsprechen.  
Andererseits wird der Phasen-ausgerichtete Mittelwert berechnet (mit T = 1, 
L = 50, C) und daraus das Frequenzspektrum, das Phasen-ausgerichtete 
Spektrum ermittelt (D), an dem sich die Quasiperiodizitäten viel besser able-
sen lassen (Abbildung von A. Bauer). 
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Zusätzlich zu dieser theoretischen Betrachtung habe ich mehrere numerische Tests der PRSA-
Methode mit künstlichen Signalen bestehend aus skalierendem Rauschen und schwachen zusätzli-
chen Quasiperiodizitäten durchgeführt.  Die Quasiperiodizitäten habe ich als stückweise periodische 
Signalkomponenten xf (t) = Af sin(2π f t + ϕ) mit Phasensprüngen ∆ϕ nach im Mittel jeder vierten 
Periode und Frequenzsprüngen ∆f im Bereich von ± 10% nach im Mittel jeder 16ten Periode simu-
liert.  Die Tests zeigen, dass die PRSA mit anschließender Spektralanalyse eine signifikante Ver-
besserung in der Erkennung von schwachen Quasiperiodizitäten ermöglicht im Vergleich zur Stan-
dard-Spektralanalyse, wie es schon der Vergleich von Abb. II.A.20(b) und (d) erwarten lässt.  Für 
realistisch simulierte Herzschlag-Intervalle, die auch nahezu unkorrelierte Abschnitte enthalten 
(siehe Kapitel II.B.3 für eine Beschreibung des verwendeten Modells), konnte ich konkret zeigen, 
dass die Intensitäts-Schwelle zur signifikanten Erkennung der Quasiperiodizitäten bei der PRSA-
Methode je nach Frequenz der Quasiperiodizitäten um 70 bis 85% niedriger ist als bei der Standard-
Spektralanalyse.   

c) Erweiterung zur  Analyse von Kreuzkor relationen und Phasensynchronisation 
Bei dem schon oben erwähnten Speicheroszillograph ist es möglich, die Beziehungen zwischen 
zwei Signalen zu untersuchen, indem die Triggerereignisse aus dem einen Signal abgeleitet werden 
und die Fenster für die Signalmittelung aus dem anderen Signal (externe Triggerung).  Damit kann 
man erkennen, wie sich besondere Ereignisse in dem einen Signal auf das andere auswirken und 
wie die beiden Teile des Systems wechselwirken.  Das gleiche Prinzip ist auf die PRSA-Methode 
übertragbar, indem man die Triggerpunkte aus einer Zeitreihe xi ableitet (erster Schritt) aber die 
entsprechenden Fenster aus einer anderen Zeitreihe yi nimmt (zweiter Schritt).  Wenn zwischen den 
beiden Zeitreihen keine Beziehung besteht, ist PRSA(δ) einfach flach.  Es schlagen sich darin nur 
die quasiperiodischen Komponenten der Zeitreihe yi nieder, die zu den aus der Zeitreihe xi gewon-
nen Triggerpunkten phasensynchronisiert sind.  Damit sollte es möglich sein, die Phasensynchroni-
sation auch nichtstationärer Datenreihen zu analysieren.   
Ferner lässt sich aus dem Vergleich mit der PRSA(δ)-Kurve, die sich durch Vertauschung der bei-
den Zeitreihen xi und yi ergibt, möglicherweise die Richtung der Kopplung zwischen den beiden 
betrachteten Teilen eines komplexen Systems verstehen.  Erste Anwendungen auf die Kopplung 
von Herzschlag, Atmung und Blutdruckregulation, die aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen 
würden, sind hier viel versprechend. 
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II.B. Korrelationsverhalten von Herz- und Atemrhythmus 

II.B.1. Einführung, Vergleich von Gesunden und Herzkranken 
In diesem Kapitel betrachte ich als erste Anwendung der Methoden zur Analyse von nichtstationä-
ren Zeitreihen Messdaten des menschlichen Herz-Kreislauf-Systems.  Das Ziel ist es, (i) die in die-
sem komplexen System bei gesunden Probanden auftretende natürliche Schwankungsbreite im 
Fluktuations- und Korrelationsverhalten der medizinisch interessanten und messbaren Signale wie 
dem Herz- und Atemrhythmus zu erfassen, um eine Ausgangsbasis für den Vergleich mit Kranken 
zu erhalten, und (ii) die Regulationsmechanismen und Wechselwirkungen zwischen den einzelnen 
Komponenten besser zu verstehen, um so das physiologische Verständnis voranzubringen.   
Das Herz-Kreislauf-System dient mittels des Transportes von Sauerstoff, Nahrung usw. der Versor-
gung des Körpers zur Erhaltung seiner Funktion.  Es wird vom autonomen Nervensystem gesteuert, 
das – wie der Name sagt – autonom, d.h. nicht vom Bewusstsein beeinflusst ist; es regelt alle le-
benswichtigen („vegetativen“) Körperfunktionen.  Davon zu unterscheiden ist das somatische Ner-
vensystem, mit dem z.B. die Muskeln im Bewegungsapparat gesteuert werden, und das direkt der 
Bewusstseinskontrolle unterliegt.  Es ist bekannt, dass die Regelung der autonomen Funktionen sich 
als Wechselspiel von sympathischem und parasympathischem Nervensystem verstehen lässt, die 
beide Teil des autonomen Nervensystems sind.  Während das sympathische Nervensystem beim 
Herzrhythmus eine aktivierende (beschleunigende) Wirkung hat, führt eine parasympathische Sti-
mulation des Herzens eher zu einer Absenkung der Herzfrequenz.  In Bezug auf die Verdauungsak-
tivität beispielsweise ist die Wirkung der beiden Teile des autonomen Systems umgekehrt.  Das 
Wechselspiel zwischen sympathischem und parasympathischem Nervensystem ist die Grundlage 
für viele Versuche einer Modellierung des beobachteten Fluktuationsverhaltens des Herzrhythmus.  
Dabei spielt die nichtlineare Kopplung der beiden Teilsysteme eine wichtige Rolle. 
Ich beschränke mich hier auf das autonome Nervensystem und weiter auf den Herz- und Atem-
rhythmus, weil diese Signale relativ einfach zu messen und weniger externen oder durch bewusste 
Aktivität verursachten Störungen ausgesetzt sind.  Dennoch sind auch der Herz- und der Atem-
rhythmus nicht stationär (siehe z.B. [GOLDBERGER-96]).  Über die Schlagfrequenz (Herzfrequenz) 
und das Schlagvolumen des Herzens wird die Versorgung dem Bedarf des Körpers bei Ruhe sowie 
bei physischer und psychischer Leistung angepasst.  Am Tag üben zusätzlich zur messbaren Leis-
tung viele weitere Parameter einen großen Einfluss auf die Regulation dieser zentralen Versor-
gungsgrößen aus.  Auch gut definierte Tests am Tage, wie ein physischer Belastungstest mit einem 
Fahrrad-Ergometer, hängen von der Testumgebung sowie der Motivation und weiteren inneren Ein-
flüssen ab.  Beim Schlaf hingegen liegt ein Zustand des Menschen vor, bei dem die äußeren Ein-
flüsse konstant gehalten werden und die inneren Einflüsse weitgehend reduziert werden können. 
Insofern können Untersuchungen von Körperfunktionen im Schlaf als Untersuchungen in einem gut 
definierten Testzustand angesehen werden [VERRIERetal-96]. 
Bei den ersten Analysen der autonomen Funktionen, insbesondere des Herzrhythmus, im Hinblick 
auf das Fluktuations- und Korrelationsverhalten hat man die Aktivitäts- bzw. Passivitätsphasen am 
Tage und in der Nacht nicht berücksichtigt, sondern meist 24 Stunden-Aufzeichnungen als Ganzes 
analysiert.  Diese lassen sich recht einfach mit tragbaren Rekordern für das Elektro-Kardio-Gramm 
(EKG, englisch ECG) anfertigen, die der Proband oder Patient mitnehmen kann.  Im EKG erscheint 
für jeden Herzschlag ein so genannter QRS-Komplex, eine charakteristische Signalform, deren 
Zentrum, die R-Zacke, zur Bestimmung der Zeitintervalle (der so genannten RR-Intervalle) zwi-
schen den einzelnen Herzschlägen verwendet wird.  Man analysiert dann die (Zeit-)Reihe der RR-
Intervalle ti.  Das Hauptziel bei den ersten Untersuchungen war eine Unterscheidung von (gesun-
den) Probanden und (kranken) Patienten.  Nachdem [KOBAYASHI&MUSHA-82] (siehe auch [AK-
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SELRODetal-81]) gefunden hatten, dass das Frequenzspektrum des Herzrhythmus bei gesunden Pro-
banden ein 1/f-Verhalten zeigt (siehe Abb. II.B.1(a)), lag es nahe, entsprechende Analysen bei herz-
kranken Patienten durchzuführen.  Weil auch die vom autonomen System generierten Signale nicht 
völlig stationär sind, sollten dafür besser Methoden verwendet werden, die Nichtstationaritäten 
(zumindest teilweise) beseitigen können.  Dies geschah erstmals in Arbeiten der Gruppe von A. 
Goldberger [PENGetal-93, PENGetal-95, BULDYREVetal-95, HOetal-97, BULDYREVetal-98, PENGe-
tal-98, AMARALetal-98], die zunächst auf einen Vergleich von gesunden Probanden und Patienten 
mit Herzinsuffizienz („congestive heart failure“, CHF) fokussiert waren.  Unter dem Begriff Herz-
insuffizienz versteht man eine Schwäche des Herzmuskels, die dazu führt, dass der Körper nicht 
immer, d.h. insbesondere nicht unter Belastung, ausreichend mit Blut versorgt werden kann.  Die 
physikalischen Ursachen der Herzinsuffizienz können unterschiedlich sein, z.B. verengte oder un-
vollständig schließende Herzklappen oder eine Durchblutungsstörung des Herzmuskels. 
Mit der DFA wurden ein deutlicher Unterschied im mittleren Skalenverhalten der beiden Gruppen 
und auch signifikante Unterschiede zwischen den Einzeldatenreihen festgestellt, die klar ein dia-
gnostisches Potential haben ([PENGetal-95], siehe Abb. II.B.1(b)).  Die DFA1-Fluktuationsfunktion 
weist bei Gesunden auf kleinen Zeitskalen (4 ≤ s ≤ 16 Herzschläge) eine größere Steigung auf (α1 = 
1.20 ± 0.18), als mit α2 = 1.00 ± 0.12 (entsprechend β = 1) auf langen Zeitskalen (16 ≤ s ≤ 64 Herz-
schläge).  Bei den Herzkranken hingegen wurde auf den kleinen Zeitskalen eine reduzierte Steigung 
α1 = 0.80 ± 0.26 und auf großen Zeitskalen ein erhöhter Wert α2 = 1.13 ± 0.22 gefunden.  Hier ist 
anzumerken, dass die Steigung α2 bis zu einigen 10 000 Herzschlägen reicht, obwohl zur numeri-
schen Bestimmung meist nur die Skalen s ≤ 64 Herzschläge verwendet wurden.  Weiterhin wurde 
eine Altersabhängigkeit der Korrelationen gefunden [GOLDBERGERetal-00, GOLDBERGERetal-02]. 
Über die physiologische Bedeutung der Exponenten α1 und α2 kann man in den Veröffentlichungen 
nicht viel finden; sie werden eher als Indikatorzahlen behandelt.  Die Bedeutung von α1 steht in 
Beziehung zu kurzreichweitigen Korrelationen.  In den Bereich von 3 bis 5 Herzschlägen fallen vor 
allem Oszillationen, die durch eine Kopplung der Atmung an den Herzschlag verursacht werden 
und die als (respiratorische oder Atem-) Sinus-Arrhythmie bekannt sind.  Über die physiologische 
Bedeutung des Exponenten α2 ist noch weniger bekannt, und die Analyse von 24-Stunden-Reihen 
hilft bei einer solchen Interpretation auch nicht weiter.  Da die Exponenten α2 oft größer als 1 sind, 
müssten viele der analysierten Datenreihen nichtstationär sein.  Nichtstationäre Datenreihen diver-

Abb. II.B.1: (a) Doppelt logarithmisch aufgetragenes Frequenz-Spektrum der Herzfrequenz-Fluktuationen 
eines gesunden Probanden zusammen mit einer angepassten 1/f (d.h. β = 1) Geraden (aus [KOBAYA-
SHI&MUSHA-82]).  (b) Vergleich der DFA1-Fluktuationsfunktion F(s = n) in Abhängigkeit von der Skala s = 
n (Einheit: Herzschläge) für je einen 24-Stunden Datensatz eines gesunden Probanden (¡ , Normal) und einen 
Patienten mit Herzinsuffizienz (�, CHF).  Man erkennt, dass der Herzkranke eine anfänglich kleinere aber 
asymptotisch größere Steigung α aufweist (aus [PENGetal-95, PENGetal-98]). 
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gieren mit der Zeit t, und zwar für große t proportional zu tα−1.  Da die Reihe der Zeitintervalle zwi-
schen aufeinander folgenden Herzschlägen aber nicht tatsächlich divergiert (sonst würde der Pro-
band sterben), können die Exponenten nicht asymptotisch für große Zeitskalen s gelten.   
Stationär ist hingegen die Reihe der Inkremente zwischen aufeinander folgenden Zeitintervallen, 
und daher basiert die Interpretation von Goldberger et al. [PENGetal-93, PENGetal-95, BULDYREV-
etal-95, HOetal-97, PENGetal-98, BULDYREVetal-98, AMARALetal-98] auf einer Betrachtung dieser 
Inkremente.  Das Fluktuationsverhalten der Inkremente wird nach Abschnitt II.A.2.e durch α' = 
α − 1 charakterisiert, denn einmal weniger Kumulieren (Aufsummieren) verringert die Fluktuati-
onsexponenten um 1.  Da dann α' < 0.5 gilt, sprechen Goldberger et al. von Antikorrelationen im 
Herzrhythmus.  Diese Antikorrelationen sind nötig, um einen stationären Zustand zu bewahren; 
dafür müsste sogar α' < 0 werden.  Es fällt auf, dass die Antikorrelationen bei Gesunden (α'2 = 
0.00) deutlich stärker sind als bei Herzkranken (α'2 = 0.13).  Damit würden stärkere Antikorrelatio-
nen eine bessere Regulation des Herzschlags anzeigen.  Mir erscheint diese auf den Inkrementen 
basierende Interpretation allerdings etwas unglücklich, zumal fast alle Langzeit-Fluktuationsexpo-
nenten kleiner als 1 sind und damit Stationarität anzeigen, sobald man die Messdatenreihen nach 
verschiedenen Aktivitätsphasen getrennt analysiert.  

II.B.2. Unterscheidung verschiedener Aktivitäts- und Schlafphasen 

a) Herzrhythmus am Tag und in Nacht, sowie bei Ruhe und bei Training 
Ein erster Schritt in Richtung auf eine getrennte Analyse des Herzrhythmus in verschiedenen Akti-
vitätsphasen wurde 1999 unternommen mit der Aufteilung der 24-Stunden Datenreihen in Tag und 
Nacht [IVANOVetal-99a].  Da keine Information über die tatsächliche Aktivität der Probanden vor-
lag, wurden die 6 Stunden zwischen Mitternacht und 6 Uhr morgens als Nachtphase und die 6 
Stunden von 12 Uhr mittags bis 18 Uhr abends als Tagphase gewertet.  Die getrennte Analyse die-
ser 6-Stunden Segmente mittels DFA1 erbrachte, dass die Langzeit-Korrelationen in der Nacht 
schwächer sind als am Tag.  Im Einzelnen wurden für gesunde Probanden folgende mittleren 
DFA1-Fluktuationsexponenten im Skalenbereich von 100 bis 2000 Herzschlägen (entsprechend α2 
bei [PENGetal-95]) gefunden: α = 1.05 ± 0.07 am Tag und 0.85 ± 0.10 in der Nacht.  Dieses Ergeb-
nis zeigt, dass das autonome System in seinen Regelungseigenschaften durchaus zwischen Tag- und 

Abb. I I .B.2:  Vergleich der DFA1-Fluktuationsfunktionen F(s = n) in Abhängigkeit von der Skala s = n 
(Einheit: Herzschläge) für nach Tag (¡ ) und Nacht (�) aufgeteilte 24-Stunden Datensätze von (a) einem ge-
sunden Probanden, (b) einem Kosmonauten und (c) einem Herzkranken, sowie (d) für einen Datensatz, bei 
dem die Inkremente gemischt wurden (aus [IVANOVetal-99a]). 
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Nachtverhalten unterscheidet.  Der Unterschied ist nicht nur für die Mittelwerte, sondern auch für 
jeden einzelnen Probanden-Datensatz signifikant; ein typisches Beispiel zeigt Abb. II.B.2(a).  Für 
Kosmonauten der Mir Raumstation (Abb. II.B.2(b)) ergeben sich praktisch identische Werte, wenn 
deren Schlaf- und Wachperioden entsprechend berücksichtigt wurden, obwohl die Kosmonauten 
besonderem Stress und fehlender Gravitation ausgesetzt sind.  Das bedeutet, dass die Unterschiede 
nicht im Tag-Nacht-Rhythmus, sondern im Wach-Schlaf-Rhythmus begründet liegen.  Die Daten 
von Patienten mit Herzinsuffizienz (Abb. II.B.2(c)) zeigen α = 1.20 ± 0.09 am Tag und 0.95 ± 0.15 
in der Nacht.  Auch hier gibt es also die charakteristischen Tag-Nacht Unterschiede, wobei die Ex-
ponenten insgesamt – wie schon von [PENGetal-95] gezeigt – größer sind.  Warum allerdings die 
Regelung der Herzschlag-Inkremente bei den Herzkranken im Schlaf stärker antikorreliert sein soll-
te, und damit entsprechend der Interpretation von Goldberger et al. gesünder als bei Gesunden am 
Tag, ist nicht nachvollziehbar. 
Bei den Analysen von [IVANOVetal-99a] bleibt der Wert α = 1.05 für den Tag-Teil immer noch im 
nichtstationären Bereich, und man fragt sich, ob nicht durch eine weitere Aufteilung der Datenreihe 
entsprechend den unterschiedlichen Aktivitätsphasen Werte im stationären Bereich α < 1 erhalten 
werden können.  Bei einer Untersuchung in dieser Richtung [KARASIKetal-02] wurde das Fluktuati-
onsverhalten des Herzrhythmus während je zwei vorgegebenen körperlichen Trainings-, Erholungs- 
und Ruhephasen (Dauer 6 bis 10 Minuten) verglichen.  Obwohl die Skalenbereiche für die Fluktua-
tionsexponenten wieder etwas anders gewählt wurden (8 ≤ s ≤ 14 Herzschläge für α1 und 30 ≤ s ≤ 
300 Herzschläge für α2), kann man erkennen, dass die Unterschiede zwischen Ruhe- und Trai-
ningsperioden deutlich größer sind als die im Vergleich von Gesunden und Herzinsuffizienz-
Kranken gefundenen; dabei entspricht die Trainingsphase tendenziell den Herzkranken und die Ru-
hephase den Gesunden in der Nacht.  Die Resultate im Einzelnen lauten α1 = 1.43 ± 0.30 bzw. α2 = 
0.77 ± 0.20 in Ruhe und α1 = −0.09 ± 0.30 bzw. α2 = 1.09 ± 0.17 während des Trainings.  Das kann 
man so verstehen, dass das Herz-Kreislauf-System der Herzkranken ständig in einer Art von Stress-
zustand ist wie er bei Gesunden nur während des körperlichen Trainings auftritt.  Übrigens hängen 
die Ergebnisse für die Fluktuationsexponenten nicht signifikant davon ab, ob z.B. eine Ruhephase 
vor oder nach dem Training analysiert wird, obwohl die durchschnittliche Herzfrequenz nach dem 
Training noch deutlich erhöht bleibt.  Es ist anzumerken, dass zur Ermittlung der negativen α1-
Werte im Training die DFA mit doppelter Summierung eingesetzt werden muss.  Dass das Training 
wegen α2 > 1 als nichtstationärer Zustand aufgefasst werden muss, verwundert nicht, denn die Pro-
banden können das Training auch nur eine gewisse Zeit durchhalten.  In den Ruhephasen ist α2 
deutlich kleiner als 1 und sogar kleiner als der nächtliche Mittelwert 0.85 ± 0.10 von [IVANOVetal-
99a].  Dieses Ergebnis legt nahe, auch die Schlafphase genauer zu betrachten. 

Abb. I I .B.3:  Typischer Verlauf der Aufzeichnungen einer kardiorespiratorischen Polysomnografie (Schlaf-
stadien-Analyse) im Schlaflabor.  Gezeigt ist ein 30 Sekunden-Segment mit EEG (Elektro-Encephalo-
Gramm), EOG (Elektro-Okulo-Gramm), EMG (Elektro-Myo-Gramm), Atmung (registriert mit einem 
Thermistor vor der Nase) und EKG (Elektro-Kardio-Gramm, englisch: ECG).  Auf solchen Segmenten ba-
siert die manuelle Schlafstadien-Auswertung (aus [PENZEL-95]).  
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b) Schlafstadien 
Im Schlaf wechseln aktive und weniger aktive Phasen ab [BERGER-92].  Die Schlafstadien lassen 
sich hauptsächlich durch Muster und Wellen im Elektro-Encephalo-Gramm (EEG, verschiedene 
elektrische Ableitungen am Hinterkopf) unterscheiden, für deren Klassifikation ein international 
einheitliches Handbuch [RECHTSCHAFFEN&KALES-68] benutzt wird.  Abbildung II.B.3 zeigt Bei-
spiele für die gemessenen elektrophysiologischen Signale.  Danach unterscheidet man vier so ge-
nannte Nicht-REM Stadien und den REM-Schlaf (REM = „rapid eye movement“).  Die Nachruhe 
beginnt bei Gesunden mit dem Leichtschlaf, Stadium 1, aus dem man noch sehr leicht aufweckbar 
ist, siehe Abb. II.B.4(a).  Darauf folgt der Leichtschlaf, Stadium 2, das mit Abstand häufigste 
Schlafstadium.  Daran schließt sich der Tiefschlaf mit den Stadien 3 und 4 an, dem vor allem eine 
physische Erholungsfunktion zugeschrieben wird.  Auf den Tiefschlaf folgt oft der REM-Schlaf, 
der eine Lähmung der meisten Muskeln aber rasche Bewegungen der (geschlossenen) Augen mit 
sich bringt.  Zur Detektion werden das Elektro-Okulo-Gramm (EOG), eine elektrische Ableitung 
der Potenziale der Augenmuskeln, und das Elektro-Myo-Gramm (EMG, meist am Kinnmuskel ge-
messen) analysiert.  Vereinfachend kann der REM-Schlaf dem Traumschlaf gleich gesetzt werden; 
er dient überwiegend der psychischen Erholung und hat Funktionen bei der Gedächtnisverarbei-
tung.   
Der geschilderte Ablauf der Schlafstadien dauert etwa 90 Minuten und wiederholt sich vier bis 
sechs Mal pro Nacht.  Dabei findet eine Verschiebung der Anteile der Schlafstadien derart statt, 
dass gegen Schlafbeginn der Tiefschlaf und gegen Schlafende der REM-Schlaf überwiegt.  Aller-
dings ist der Ablauf meist nicht so systematisch.  Drei reale Beispiele von Schlafstadien-Profilen 

Abb. I I .B.4: (a) Schematische Darstellung der typischen Schlafphasen im Verlauf einer Nacht (Som-
nogramm), wobei die non-REM Stadien 1 und 2 zu Leichtschlaf und die Stadien 3 und 4 zu Tiefschlaf zu-
sammengefasst werden.  (b)-(d) Ermittelter Schlafphasenverlauf für zwei gesunde Probanden (b)+(d) sowie 
einen Schlafapnoe-Patienten (c), der längere Wachphasen hat und zu wenig Tiefschlaf.  Die Höhe der (farbi-
gen) Balken in (b)-(d) gibt die 30 Sekunden-Mittelwerte der Herzfrequenz an; in (a) hat sie keine Bedeutung.  
Man erkennt, dass der Herzschlag beim Probanden (b) im REM-Schlaf beschleunigt ist, während er beim 
Probanden (d) verlangsamt ist.  
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(Somnogrammen) zeigt Abb. II.B.4(b) bis (d).  Man erkennt, dass auch kurze Wachphasen in der 
Nacht auftreten, die meist vom Probanden nicht bemerkt werden; letztere heißen „Arousals“.  Bei 
der Analyse von Somnogrammen ist zu beachten, dass die Klassifikation immer in Segmenten von 
30 Sekunden Dauer erfolgt, und dass beachtliche Unterschiede zwischen den Ergebnissen verschie-
dener Auswerter bestehen [WITHNEYetal-98, NORMANetal-00, KUNZetal-00, PENZELetal-03c].  Ab-
hängig von den Schlafstadien und dem Alter der Probanden liegt die Übereinstimmung zwischen 
30% und 90% [KUNZetal-00], wobei insbesondere bei Leichtschlaf 1 im Mittel nur 38%, sonst aber 
typischerweise 70% Übereinstimmung besteht. 
Die typische Dauer und Abfolge der Schlafstadien und Wachphasen in der Nacht wurde kürzlich 
anhand von 300 Somnogrammen untersucht [LOetal-01, LOetal-03].  Gesunde Probanden verbrin-
gen demnach 57% der Zeit im Leichtschlaf, 12% im Tiefschlaf, 18% im REM-Schlaf und 11% in 
nächtlichen Wachphasen (2% nicht auswertbar).  Die Dauern t aller Schlafphasen folgen in guter 
Näherung einer Exponentialverteilung P(t) ~ exp[−t/tc] mit praktisch gleichen charakteristischen 
Zeiten tc zwischen 9 und 11 Minuten für Leicht-, Tief- und REM-Schlaf.  Das bedeutet, dass typi-
scherweise mehrere hundert Herzschläge zu jeweils einer Schlafphase gehören.  Hingegen sind die 
Dauern der nächtlichen Wachphasen nicht exponentiell verteilt, sondern sie werden erstaunlich gut 
durch eine Potenzgesetz-Verteilung P(t) ~ t −δ beschrieben mit Exponenten δ um 1.1 für gesunde 
Probanden und 1.3 für Schlafapnoe-Patienten.      
Mit den Schlafstadien gehen Veränderungen der Körperfunktionen einschließlich der autonomen 
Funktionen einher [BURGESSetal-97].  Die Herzfrequenz sinkt und erreicht ihre niedrigsten Werte 
im Tiefschlaf [GEORGE&KRYGER-85].  Im REM-Schlaf steigt sie wieder auf Werte, die fast dem 
Wachen entsprechen [ZEMAITYTEetal-86]; es gibt aber Ausnahmen (siehe Abb. II.B.4(d)).  Korrela-
tionen direkt aufeinander folgender Herzschläge, d.h. extreme Kurzzeitkorrelationen wurden mit 
Hilfe von Poincaré-Plots untersucht [RAETZ-91].  Aus den Unterschieden zwischen REM und 
Nicht-REM Schlaf konnte schon damit auf die Existenz unterschiedlicher Regulation in den Schlaf-
stadien geschlossen werden.  Im nächsten Abschnitt geht es um die Veränderungen des Langzeit-
Korrelationsverhaltens in den Schlafstadien. 

c) Herzrhythmus in den verschiedenen Schlafstadien 
Um die Herzschlags-Fluktuationen getrennt in den Schlafstadien zu analysieren, muss der Daten-
satz der Zeitintervalle ti zwischen aufeinander folgenden Herzschlägen zunächst entsprechend der 
von Auswertern im Schlaflabor bestimmten Phasen aufgeteilt werden.  Da die Klassifikation immer 
in Segmenten von 30 Sekunden Dauer erfolgt, und beachtliche Unterschiede zwischen den von ver-
schiedenen Auswertern durchgeführten Klassifikationen auftreten, habe ich nur Schlafstadien ver-
wendet, die länger als 3 Minuten (ca. 200 Herzschläge) andauern und davon immer die ersten und 
die letzten 45 Sekunden ignoriert.  Auf diese Art wird ein möglicherweise störender Einfluss von 
Übergängen zwischen verschiedenen Schlafstadien verhindert.  Da die Schlafstadien 1 und 2 (bei-
des Leichtschlaf) sowie 3 und 4 (beides Tiefschlaf) physiologisch sehr ähnlich sind, habe ich Über-
gänge zwischen 1 und 2 sowie zwischen 3 und 4 vernachlässigt, um längere zusammenhängende 
Abschnitte für die Analyse der Langzeitkorrelationen zu erhalten.  Trotzdem sind die einzelnen 
Schlafstadien noch zu kurz für eine getrennte Analyse.  Daher habe ich alle Leichtschlaf-, alle Tief-
schlaf-, alle REM- und alle Wachphasen einer jeden Nacht zusammen analysiert.  Das geschah 
nicht durch Aneinanderhängen der Abschnitte, sondern dadurch, dass im Zuge der DFA-Prozedur 
für jede Skala s alle möglichen Segmente z.B. aus allen verfügbaren Leichtschlaf-Stadien der Nacht 
betrachtet wurden, um damit die Leichtschlaf-Fluktuationsfunktion FLS(s) zu berechnen.  Entspre-
chend erhält man die DFA-Fluktuationsfunktionen für Tiefschlaf, REM-Schlaf und Wachphasen.  
Da die Anzahl der Segmente ungefähr proportional zur Länge der einzelnen Stadien ist, ist auch 
gewährleistet, dass die längeren Stadien ein entsprechend höheres Gewicht im Mittelwert bekom-
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men.  Phasen, die kürzer als die betrachtete Skalenlänge s sind, können nicht berücksichtigt werden.  
Daher können die Analyseergebnisse nur bis zur typischen Schlafstadienlänge sinnvoll interpretiert 
werden; das sind etwa 7 Minuten oder ca. 500 Herzschläge.  Man benötigt wegen der vielen Schlaf-
stadien aber nicht den Faktor 1/4 wie sonst bei der DFA (vgl. Abschnitt II.A.2.a).   
Vor der eigentlichen Analyse muss sichergestellt werden, dass die Messdaten (i) keine Artefakte der 
Messung und (ii) keine arrhythmischen Herzschläge enthalten, wie sie bei Erkrankungen oder Ver-
letzungen des Herzmuskels oder des Reizleitungssystems, seltener auch bei Gesunden (als „Herz-
stolpern“) vorkommen.  Dazu wurde ein einfacher Test angewendet, bei dem alle Herzschlaginter-
valle, die entweder (i) länger als 1.5 Sekunden oder (ii) kürzer als 0.33 Sekunden sind oder sich (iii) 
um mehr als 0.67 Sekunden vom vorhergehenden Intervall unterscheiden, als mögliche Artefakte 
klassifiziert und herausgeschnitten werden.  Zusätzlich wurden alle Phasen weggelassen, bei denen 
mehr als 1% der Intervalle aus diesen Gründen herausgeschnitten wurden. 
In der ersten Studie [PENZELetal-99, BUNDEetal-00] haben wir die Herzschlagdaten von 15 gesun-
den Probanden (Alter 33 ± 6 Jahre) während je zwei Nächten getrennt nach Schlafstadien analy-
siert; die Schlafzeit betrug 7.5 ± 0.75 Stunden pro Nacht.  Um die Statistik zu verbessern wurden 
zusätzlich 47 Datensätze von 26 Patienten (Alter 48 ± 9 Jahre) mit leichter Schlafapnoe (siehe 
nächster Abschnitt) analysiert, bei denen diese nächtliche Atmungsstörung noch keine Veränderun-
gen im Schlafrhythmus verursacht hatte.  Beispielhafte Ergebnisse für die DFA2-Fluktuationsfunk-
tionen zeigt Abb. II.B.5.  Man erkennt, dass die Kurven für Tief- und auch für Leichtschlaf auf gro-
ßen Zeitskalen ungefähr waagerecht verlaufen, was ein bis auf Kurzzeit-Korrelationen unkorrelier-
tes Verhalten anzeigt.  Im Gegensatz dazu sind bei allen Probanden und Patienten im REM-Schlaf 
und auch in den nächtlichen Wachphasen Langzeitkorrelationen zu sehen.  Im Skalenbereich von 50 
bis 500 Herzschlägen liegen die Fluktuationsexponenten α für REM-Schlaf in der Nähe von 0.85, 
was einem Korrelationsexponenten γ von ungefähr 0.7 entspricht.  Auch für die nächtlichen Wach-
phasen ist der Wert α ≈ 0.95 hoch aber noch im stationären Bereich.  Im Gegensatz dazu liegt der 
Fluktuationsexponent während der Leicht- und Tiefschlafphasen nahe 0.5, und nur auf sehr kurzen 

Abb. I I .B.5:  DFA2-Auswertung der Herzschlag-Fluktuationen in den Schlafstadien REM (�, rot), Leicht-
schlaf (¤ , hellblau) und Tiefschlaf (�, dunkelblau) sowie während der nächtlichen Wachphasen (¡ , dunkel-
gelb) für fünf gesunde Probanden und einen Schlafapnoe-Patienten.  Die DFA2-Fluktuationsfunktionen F(s) 
wurden durch s1/2 dividiert und doppelt logarithmisch gegen die Skala s aufgetragen, so dass ein waagerech-
ter Verlauf unkorreliertes Verhalten anzeigt, während eine positive Steigung auf Langzeitkorrelationen hin-
deutet.  Die den Exponenten α = 0.5 und 1.0 entsprechenden Geraden sind zum Vergleich gezeigt.  
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Zeitskalen treten deutlich höhere Werte auf, die Kurzzeit-Korrelationen anzeigen.  Diese Kurzzeit-
korrelationen sind auf die Kopplung an die Atmung zurückzuführen, die sich als Sinus-Arrhythmie 
manifestiert und den Herzschlag auf Zeitskalen von ca. 3-5 Herzschlägen beeinflusst. 
Das bedeutet, dass die Fluktuationen des Herzrhythmus zwischen den einzelnen Schlafstadien stär-
kere Unterschiede zeigen als zwischen gesunden Probanden und Patienten mit Herzinsuffizienz 
(siehe Abschnitt II.B.1).  Erstmals wurden Phasen nachgewiesen in denen der menschliche Herz-
schlag bis auf Kurzzeitkorrelationen praktisch unkorreliert ist, d.h. die Fluktuationen kein „Ge-
dächtnis“ haben.  Für die non-REM Stadien erscheint die Beschreibung durch antikorrelierte In-
kremente nicht sinnvoll, denn warum sollte man unkorrelierte Zufallszahlen als Daten mit extrem 
stark antikorrelierten Inkrementen beschreiben.  Auch für das Verhalten im REM-Schlaf erscheint 
mir die Interpretation als langreichweitig korrelierte Reihe sinnvoller, denn alle Exponenten sind im 
stationären Bereich α < 1.  Die Ähnlichkeit zwischen den Wachphasen und dem REM-Schlaf ist 
auffällig.  Zwar ist der REM-Schlaf physiologisch wesentlich verschieden vom Wachen, weil fast 
alle willkürlichen (vom somatischen Nervensystem innervierten) Muskeln gehemmt sind, aber in 
Bezug auf das autonome Nervensystem sind die Unterschiede offensichtlich gering.  Da der REM-
Schlaf oft mit dem Traumschlaf gleichgesetzt wird, liegt es nahe, die Langzeitkorrelationen auf das 
Träumen oder allgemeiner gesprochen auf eine verstärkte kortikale Beeinflussung, d.h. eine ver-
stärkte Hirnaktivität, zurückzuführen.   
Um sicher zu gehen, dass die Ergebnisse nicht durch Trends oder andere Nichtstationaritäten ver-
fälscht werden, haben wir eine vergleichende Untersuchung mit DFA1 bis DFA4 durchgeführt, sie-
he Abb. II.B.6.  Man erkennt, dass in dem gezeigten typischen Beispiel nur die DFA1- und DFA2-
Ergebnisse (jeweils oberste zwei Kurven) im Leicht- und Tiefschlaf von Trends beeinflusst werden, 
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Abb. I I .B.6:  Vergleich der Ergebnisse von DFA1 bis DFA4 (von oben nach unten) der schlafstadienbezo-
genen Herzdatenauswertung bei einem gesunden Probanden (a)-(c) und für Surrogat-Daten (d)-(f).  Während 
im REM-Schlaf bei diesem Probanden schon die DFA1 alle Nichtstationaritäten beseitigen kann, erkennt 
man in Leicht- und Tiefschlaf bei DFA1 noch einen stärkeren Anstieg auf großen Skalen, der von Nichtstati-
onaritäten verursacht wird, so dass hier mindestens DFA2 oder DFA3 verwendet werden muss.  Die (mono-
fraktalen) Surrogat-Daten wurden mit der Fourier-Filter-Methode mit Langzeit-Korrelationen α = 0.85 (β = 
0.7) erzeugt (d, für REM-Schlaf) und für die non-REM Schlafstadien in Blöcke zu je s× = 6 (e, für Leicht-
schlaf) bzw. 2 (f, für Tiefschlaf) Datenpunkten aufgeteilt; die Reihenfolge dieser Blöcke wurde dann ge-
mischt, so dass nur Kurzzeitkorrelationen auf Zeitskalen unter s× bleiben.  Die simulierten Schlafstadien-
Längen entsprechen exakt den echten Längen für den in (a)-(c) betrachteten Probanden.  Die gestrichelten 
Geraden haben die Steigung 1.0 und die gepunkteten Geraden die Steigung 0.5 (nach [BUNDEetal-00]). 
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während die DFA3 und im REM 
auch schon DFA1 und DFA2 ein 
gleichmäßiges Skalenverhalten bis 
hin zu großen Skalen s aufweisen.  
Um die Interpretation zu untermau-
ern, haben wir mittels der Fourier-
Filter-Methode realistische Surrogat-
Daten erzeugt, für die die DFA-
Ergebnisse direkt mit denen der Ori-
ginaldaten verglichen werden kön-
nen, siehe Abb. II.B.6(d)-(f).  Für den 
REM-Schlaf ergeben einfache 
langreichweitig korrelierte Zufalls-
zahlen mit α = 0.85 (β = 0.7) ein sehr 
ähnliches Verhalten wie die echten 
Daten bis auf leichte Abweichungen 
im Bereich der Kurzzeitkorrelatio-
nen.  Durch einen simulierten Über-
gang zu unkorreliertem Verhalten für 
s > s× lässt sich auch die Übergangs-
zeit s× bestimmen, nach der die Kor-
relationen in den non-REM Stadien 
abklingen; sie beträgt etwa 6 Herz-
schäge für Leichtschlaf und nur 2 
Herzschläge für Tiefschlaf.  Dem-
nach ist das „Gedächtnis“  des Herz-
rhythmus im Tiefschlaf sehr ver-
kürzt, und beide non-REM Schlaf-
stadien haben eine physiologisch 
vom REM-Schlaf verschiedene Re-
gelung des Herzrhythmus. 
  Um einen Überblick über alle un-
tersuchten Probanden und Patienten 
zu geben, zeigt Abb. II.B.7 Histogramme für die DFA2-Fluktuationsexponenten α2, und zwar in der 
oberen Reihe für die echten Herzschlagdaten und in der unteren Reihe für die wie bei Abb. II.B.6 
beschrieben für jeden einzelnen Probanden mit den individuellen Schlafstadienlängen erzeugten 
Surrogat-Daten.  Man erkennt, dass bei allen Probanden und Patienten die Korrelationen nur im 
REM-Schlaf ausgeprägt sind, und dass das entsprechende Histogramm um 0.85 zentriert ist, wäh-
rend die non-REM Histogramme um 0.5 bis 0.6 zentriert sind.  Das bestätigt die oben aus einzelnen 
Datensätzen abgeleiteten Aussagen.  Im Einzelnen sind die Mittelwerte der Fluktationsexponenten 
für alle gesunden Probanden im Skalenbereich von 70 ≤ s ≤ 300 Herzschlägen im Tiefschlaf α2 = 
0.55 ± 0.11, im Leichtschlaf α2 = 0.60 ± 0.13, im REM-Schlaf α2 = 0.81 ± 0.13 und in den nächtli-
chen Wachphasen α2 = 0.94 ± 0.20.  Da die stärkeren Korrelationen in dem Fluktuationsverhalten 
eines zusammengesetzten Datensatzes stärker durchschlagen, findet man für die ganze Nacht Werte 
des Fluktuationsexponenten in der Nähe von α2 = 0.8 in Übereinstimmung mit [IVANOVetal-99a].  
Einen wesentlichen Beitrag zu diesem Ergebnis liefern allerdings auch die starken zusätzlichen 
Fluktuationen, die an den Übergängen zwischen den Schlafstadien auftreten.  

Abb. I I .B.7:  Histogramme für die im Bereich 70 ≤ s ≤ 300 
Herzschläge ermittelten DFA2-Fluktuationsexponenten α2 für 
die Herzschlagdaten von 15 gesunden Probanden (dunkelgrau) 
und 26 Patienten mit leichter Schlafapnoe (hellgrau) von je 
zwei Nächten im (a) REM-Schlaf, (b) Leichtschlaf und (c) 
Tiefschlaf.  Während das Histrogramm in (a) um 0.85 zentriert 
ist, sind die Ergebnisse in den non-REM Stadien nicht von un-
korreliertem Verhalten α ≈ 0.5 unterscheidbar.  In (e)-(f) sind 
die Ergebnisse für entsprechende Surrogatdatenreihen gezeigt, 
bei denen die Längen der Schlafstadien exakt dem Original 
entsprechen.  Man erkennt, dass die Breite des Histogramms 
für Tiefschlaf (c)+(f) weitgehend durch die Kürze der Schlaf-
stadien verursacht ist, die typischerweise nur 12% der Nacht 
ausmachen, während im REM- und Leichtschlaf noch eine zu-
sätzliche Variation hinzukommt.  Insgesamt stimmt schon das 
einfache Surrogat-Modell für alle Patienten und Probanden er-
staunlich gut (nach [BUNDEetal-00]). 
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d) Atmungsstörung „ Schlafapnoe“  und systematischer  Vergleich der  Ergebnisse 
von DFA und Standard-Analyse der  Herzfrequenz-Var iabilität 
Da der Schlaf fast ein Drittel des menschlichen Lebens einnimmt, ist es nicht erstaunlich, dass zahl-
reiche Erkrankungen ihre Ursache im Schlaf haben.  Neben der Insomnie, der Schlaflosigkeit, ist 
die Schlafapnoe die häufigste Schlafstörung [PENZEL-95]; etwa vier Prozent der erwachsenen Män-
ner leiden darunter.  Die Schlafapnoe ist durch sich wiederholende nächtliche Atemstillstände oder 
Atemwegsversperrungen von 40 bis 60 Sekunden Dauer gekennzeichnet, die viele hundert Mal auf-
treten und enorme Schwankungen des Blutsauerstoffgehalts und der Herzfrequenz zur Folge haben.  
Man vermutet, dass die schlafbezogenen Atmungsstörungen ein wichtiger Risikofaktor für kardio-
vaskuläre Erkrankungen wie Schlaganfall und Herzinfarkt darstellen.  Bei jedem einzelnen Atem-
stillstand (Apnoe) sinkt der Sauerstoffgehalt im Blut ab, bis die Chemorezeptoren Alarm schlagen 
und ein Aufwachen auslösen, welches aber unterhalb der Wahrnehmungsschwelle liegt.  Diese zent-
ralnervösen Aktivierungen nennt man Arousal.  Durch sie wird die natürliche Schlafstruktur zerstört 
und der Erholungswert des Schlafes geht verloren [PETER-92].  Die Ausprägung der Erkrankung 
„Schlafapnoe“ wird durch den so genannten Apnoe-Hypopnoe-Index (AHI) beschrieben, der die 
Anzahl der Atemstillstände oder fast-Atemstillstände pro Stunde angibt.  
Die Ergebnisse eines Wettbewerbs zur Erkennung von Schlafapnoen aus dem EKG, der im Rahmen 
der Internet-Datenbank „PhysioNet“ vor kurzem durchgeführt wurde [PENZELetal-02], zeigen, dass 
Schlafapnoen einen deutlichen Einfluss auf die Herzfrequenz haben und sich mit verschiedenen 
Methoden mit großer Sicherheit im EKG erkennen lassen.  Schon im Frequenzspektrum des Herz-
schlags lassen sich die Apnoen deutlich sehen, wie Abb. II.B.8 zeigt.  Vor allem die Beschleuni-
gung des Herzschlags gegen Ende einer solchen Atempause ist sehr auffällig.  Das Skalenverhalten 
der Fluktuationen  und  Korrelationen  im  Herzrhythmus  wird  hingegen  überraschend  wenig von 
den Schlafapnoen verändert [PENZELetal-99, LIEBOVITCHetal-02, PENZELetal-03b].  Obwohl der 
Einfluss der Atmung auf den Herzschlag bei diesen Patienten etwas erhöht ist, die Schlafstadien 

Abb. I I .B.8:  Spektralanalyse der Herzfrequenz eines Schlafapnoe-Patienten.  Gezeigt ist farbkodiert die 
spektrale Leistung in Fenstern der Breite 30 Sekunden in Abhängigkeit von der Zeit.  Man erkennt die perio-
dische Variation des Herzschlags durch die normale Atmung (Sinus-Arrhythmie) im Bereich von 0.2 bis 
0.25 Hz in der Phase der normalen Respiration und durch die Schlafapnoen verursachte Herzschlag-
Periodizitäten im Bereich unter 0.05 Hz in den Phasen mit Schlafapnoen, d.h. Atemstillständen im Schlaf.  
Die geglätteten Herzschlagintervalle (IBI = inter beat interval) sind unten dargestellt (von T. Penzel). 
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zerstückelt werden und (in einem fortgeschrittenen Stadium der Erkrankung) der Tiefschlaf deutlich 
reduziert ist, konnten wir in den einzelnen Schlafstadien praktisch das gleiche Korrelationsverhalten 
des Herzschlags nachweisen wie bei Gesunden. 
In den Histogrammen Abb. II.B.7 wurden bereits die Ergebnisse für Patienten mit leichter Schlaf-
apnoe mit den Ergebnissen für Gesunde zusammen gezeigt; man erkennt keine signifikanten Unter-
schiede in den Verteilungen.  Auch für Patienten mit stärkeren Apnoen (AHI > 40/h) bleiben die 
Abweichungen bei fast allen Schlaf- (und Wach-) Stadien innerhalb der Fehlerbalken.  Allerdings 
nimmt α2 im Leichtschlaf systematisch mit zunehmender Stärke der Schlafapnoe ab, und zwar von 
0.60 über 0.54 auf 0.43.  Das ist auf die zusätzlichen Schwankungen des Herzrhythmus mit den 
periodisch auftretenden Apnoen (siehe auch Abb. II.B.8) zurückzuführen, denn diese Periodiziäten 
auf Zeitskalen von ca. 50 Sekunden (0.02 Hz) erhöhen die Fluktuationen am Anfang des α2-
Bereichs (70 bis 300 Herzschläge) und verringern so dort die Steigung der Fluktuationsfunktion; 
entsprechend ist die Steigung im α1-Bereich (10 bis 40 Herzschläge) etwas erhöht.   
Standardmäßig [TASKFORCE-96] erfolgt die Analyse der Herzfrequenz-Variabilität nicht durch 
DFA, sondern durch Spektralanalyse.  Dabei wird das Ausgangssignal „Herzfrequenz“ zuerst in 
Segmente von 5 Minuten geteilt und dann neu digitalisiert, so dass in jedem Segment 1024 zeitlich 
äquidistante Punkte liegen.  Die Herzfrequenz wird dabei zwischen den ca. 300-400 einzelnen 
Herzschlägen jedes Segments linear interpoliert.  Anschließend wird die spektrale Leistung in drei 
fest definierten Frequenzbändern, HF (high frequency, 0.15 Hz < f ≤ 0.4 Hz), LF (low frequency, 
0.04 Hz < f ≤ 0.15 Hz) und VLF (very low frequency, 0.0033 Hz < f ≤ 0.04 Hz) bestimmt 
[TASKFORCE-96].  Frequenzen unter 0.0033 Hz werden dem ULF-Band (ultra low frequency) zuge-
rechnet, aber meist nicht ausgewertet, weil dafür die 5 Minuten-Segmente nicht reichen.  Zusätzlich 
berechnet man das Verhältnis der spektralen Leistung im LF und HF-Band.   
Es stellt sich nun die Frage, welche Methoden oder konkreter welche der Parameter am besten für 
eine Unterscheidung der vier Schlafstadien-Klassen (Leicht, Tief- und REM-Schlaf sowie Wach-
phasen) bzw. der drei Schlafapnoe-Klassen (gesund, AHI ≤ 40/h, AHI > 40/h) geeignet sind.  Dazu 
haben wir eine Diskriminanz-Analyse [LITZ-00] durchgeführt [PENZELetal-03a].  Dabei waren die 
Standard-Herzfrequenz-Variabilitäts-Parameter HF, LF, VLF und LF/HF auf der einen und die bei-
den Fluktuationsexponenten α1 und α2 auf der anderen Seite Ausgangsvariable für den Vergleich, 
und zwar jeweils einmal mit und einmal ohne Intervall-Mittelwert und Standardabweichung 
(SDNN).  Das Ziel der Diskriminanz-Analyse ist es, die Datensätze in Bezug auf die Zielvariablen 
einzuordnen, die hier die 4 Schlafstadien-Klassen und die 3 Schlafapnoe-Klassen, also insgesamt 12 
mögliche Kategorien waren.  Mit den beiden DFA-Parametern gelang eine korrekte Zuordnung zu 
den Schlafstadien-Klassen in 78% der Fälle, wobei der Wert noch leicht auf 85% anstieg, wenn 
Intervall-Mittelwert und Standardabweichung hinzugenommen wurden.  Für die vier Parameter der 
Standard-Spektralanalyse waren diese Werte mit 51% bzw. 55% deutlich geringer.  Demnach sind 
die Skalenexponenten der DFA besser zur Unterscheidung von Schlafstadien ausgehend vom EKG 
geeignet als die Standard-Spektralanalyse.  Deutlich geringer sind die Unterschiede bei der Zuord-
nung zu den drei Schlafapnoe-Klassen.  Hier erreichten die beiden DFA-Parameter ohne Mittelwert 
und Standardabweichung 60% korrekte Zuordnungen und mit diesen beiden Variablen 74%, wäh-
rend die vier Spektralanalyse-Parameter auf 64% bzw. 70% kamen.  Insbesondere die Standardab-
weichung trägt wesentliche Information über den Schweregrad der Schlafapnoe, die unabhängig 
von den DFA-Exponenten ist, aber nicht unabhängig von den Spektralanalyse-Parametern.   
Insgesamt sind die „relativen“ DFA-Exponenten, die Fluktuationen auf verschiedenen Zeitskalen in 
Beziehung zueinander setzen, aussagekräftiger als die „absoluten“ Standard-Parameter der Herzfre-
quenz-Variabilität.  Das gilt in Bezug auf die Schlafapnoe aber nur, wenn noch ein oder zwei „abso-
lute“ Parameter wie Intervall-Mittelwert und Standardabweichung hinzugenommen werden.  In 
Bezug auf die Unterscheidung zwischen gesunden Probanden, Patienten mit Herzinsuffizienz und 
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Patienten nach einem Herz-
infarkt wird die Frage, ob 
relative oder absolute Para-
meter besser sind, z.B. in 
[ASHKENAZYetal-01a] disku-
tiert.  Es ist anzumerken, dass 
die oben berichtete, zu 85% 
korrekte Zuordnung der 
Schlafstadien nicht allein auf 
dem EKG basiert, sondern 
dass die Grenzen zwischen 
den Schlafstadien schon aus 
dem Somnogramm bekannt 
waren.  Ein Algorithmus zur 
Erkennung der Schlafstadien 
ohne eine solche Voreintei-
lung wird unten in Abschnitt 
II.B.2.f diskutiert. 

e) Ergebnisse der  
Amplituden- und 
Vorzeichen-DFA; 
Multifraktalität 
In Abschnitt II.A.2.e habe ich 
die Vorzeichen- und Ampli-
tuden-DFA erklärt, bei der 
die Zeitreihe vor der eigentli-
chen Analyse in die Vorzeichen- und die Amplituden-Reihe der Inkremente transformiert wird 
[ASHKENAZYetal-01, ASHKENAZYetal-03a].  Diese Methode haben wir auf Herzschlag-Zeitreihen 
von gesunden Probanden in den verschiedenen Schlafstadien angewandt [KANTELHARDTetal-02b, 
IVANOVetal-04].  Abbildung II.B.9 zeigt repräsentative Ergebnisse.   
Die Vorzeichenreihe der Herzschlag-Inkremente ist nur kurzzeitkorreliert, d.h. auf großen Skalen s 
> 100 Herzschlägen beträgt der Fluktuationsexponent wegen der doppelten Summierung αsign = 1.5.  
Auf kleinen Skalen erkennt man ein Maximum von Fsign(s)/s im Bereich von 5 bis 7 Herzschlägen.  
Das ist auf den Einfluss der Atmung auf den Herzschlag zurückzuführen, der eine periodische 
Schwankung zur Folge hat (Sinus-Arrhythmie, siehe auch Abb. II.B.8; die Verschiebung der cha-
rakteristischen Skala von 3-5 zu 5-7 Herzschlägen liegt an der DFA2, siehe Abschnitt II.A.2.c).  Bei 
der periodischen Schwankung sind die Vorzeichen der Inkremente besonders stark antikorreliert.  
Man erkennt, dass die Sinus-Arrhythmie in den verschiedenen Schlafstadien fast gleich stark ist, im 
Gegensatz zu einer unter Kardiologen verbreiteten Ansicht, dass sie im Tiefschlaf besonders stark 
sein soll.  Allerdings fällt die Sinus-Arrhythmie im Tiefschlaf besonders auf, denn es gibt deutlich 
weniger andere Fluktuationen.  Im REM-Schlaf sind hingegen starke niederfrequente Vorzeichen-
Fluktuationen zwischen 7 und 20 Herzschlägen vorhanden, so dass sich das Atmungsmaximum 
nicht deutlich abhebt.  Leichtschlaf liegt zwischen Tief- und REM-Schlaf, und im Gegensatz zu den 
normalen Fluktuationsanalysen treten Unterschiede zwischen Leicht- und Tiefschlaf zutage. 
Die Analyse der Amplitudenreihen der Herzschlag-Inkremente bringt kaum relevante Ergebnisse 
zur Unterscheidung von Schlafstadien; sie ist vielmehr von prinzipiellem Interesse.  Der Grund ist, 

Abb. I I .B.9:  Für die Herzschlagdaten von zwei gesunden Probanden 
im Leichtschlaf (¡ ), Tiefschlaf (�) und REM-Schlaf (�) sind die Ergeb-
nisse der Vorzeichen-DFA (a,b) und der Amplituden-DFA (c,d), die 
durch s dividierten DFA2-Fluktuationsfunktionen, doppelt logarith-
misch gegen die Skala s aufgetragen, zusammen mit einigen Geraden 
zum Vergleich, deren Steigung angegeben ist (in (d) wie in (c)).  Die 
Vorzeichen-DFA zeigt oberhalb des atmungsbezogenen Maximums 
(bei 5-7 Herzschlägen) im non-REM Kurzzeit-Antikorrelationen der 
Inkrement-Vorzeichen.  Die Amplituden-DFA zeigt im non-REM un-
korreliertes Fluktuieren der Inkrement-Beträge und nur im REM-
Schlaf langreichweitige Korrelationen. 
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dass Langzeitkorrelationen in den Amplitudenreihen mit nichtlinearem Verhalten der Zeitreihe in 
Verbindung gebracht werden können [ASHKENAZYetal-01, ASHKENAZYetal-03a].  Lineare Reihen, 
die man z.B. mit der Fourier-Filter-Methode oder auch mit der Schreiber-Methode als Surrogat-
Daten erhält (beide Methoden sind in Abschnitt II.A.1.c beschrieben), haben stets unkorrelierte 
Amplitudenreihen der Inkremente (αmag = 1.5 bei Doppel-Summation).  Wenn Langzeitkorrelatio-
nen in diesen Reihen auftreten, kann das nur durch einen nichtlinearen Prozess erklärt werden, d.h. 
das die Reihe generierende System muss wesentliche nichtlineare Komponenten enthalten.  Außer-
dem besteht möglicherweise ein Zusammenhang zur Multifraktaliät der Zeitreihe in dem Sinne, 
dass eine lineare Reihe mit unkorrelierter Amplitudenreihe der Inkremente stets monofraktal ist, 
während Langzeitkorrelationen in der Amplitudenreihe auf Multifraktalität hindeuten.  Die reprä-
sentativen Ergebnisse für die Analyse der Amplitudenreihen der Inkremente in Abb. II.B.9(c,d) 
zeigen, dass nur im REM-Schlaf deutliche Langzeitkorrelationen zu sehen sind.  Das bedeutet, dass 
die Regelung des Herzschlags im REM-Schlaf (und auch in den nicht gezeigten Wachphasen) deut-
lich stärker von nichtlinearen Komponenten beeinflusst wird als im Leicht- und Tiefschlaf.   
Genauere Aussagen über die Art der Nichtlinearität könnte man prinzipiell durch eine multifraktale 
Analyse erhalten, und das habe ich auch versucht.  Dabei zeigte sich aber, dass die Länge der ver-
fügbaren Datenabschnitte nach der Aufteilung in die einzelnen Schlafstadien zu gering ist, um eine 
zuverlässige multifraktale Auswertung mit der MF-DFA zuzulassen.  Tendenziell sieht man zwar 
eine leichte Multifraktalität in den REM-Stadien und eher monofraktales Verhalten im Tiefschlaf – 
ein Beispiel ist in Abb. II.B.10 gezeigt –, aber die Unterschiede zwischen einzelnen Probanden und 
auch zwischen der ersten und zweiten Nacht bei demselben Probanden sind so groß, dass die Er-
gebnisse nicht mehr signifikant sind.  Es gibt eine ganze Reihe von Arbeiten zur Multifraktalität 
von Herzschlagdaten, bei denen immer zusammenhängende Blöcke von mindestens 6 Stunden 
Dauer analysiert werden [IVANOVetal-99b, AMARALetal-01, IVANOVetal-01].  Ich bin aber nicht 
überzeugt, dass die dabei numerisch gefundene Multifraktalität wirklich eine intrinsische Multifrak-
talität ist und nicht vielmehr eine Nichtstationarität der Korrelationseigenschaften.  Schon die einfa-
chen Autokorrelationen (2. Moment) variieren mit der Aktivität, und die multifraktale Analyse lie-
fert bei einer aus zwei monofraktalen Abschnitten kombinierten Datenreihe auch ein breites mul-
tifraktales Spektrum anstelle von nur zwei Punkten (siehe Abschnitt II.A.4.c). 
Abbildung II.B.11 zeigt die Ergebnisse für alle 12 untersuchten Probanden.  Ich habe die Fluktuati-
onsexponenten für Vorzeichen- und Amplituden-DFA jeweils in den Skalenbereichen bestimmt, in 

Abb. I I .B.10:  Multifraktale Analyse der Herzschlagdaten eines gesunden Probanden in den drei Schlafsta-
dien (a) Leichtschlaf, (b) Tiefschlaf und (c) REM-Schlaf.  Die MF-DFA2 Fluktuationsfunktionen Fq(s) sind 
durch s1/2 dividiert doppelt logarithmisch gegen s aufgetragen, damit man Korrelationen als Abweichungen 
vom horizontalen Verlauf sehen kann.  Die einzelnen Kurven gelten für verschiedene Momente q, wie rechts 
angegeben.  Man erkennt, dass die Steigung h(q) der Kurven für Leicht- und Tiefschlaf auf großen Skalen s 
kaum von q abhängt, während im REM-Schlaf eine Abhängigkeit und damit Multifraktalität vorliegt. 
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denen die deutlichsten Unterschiede zwi-
schen den einzelnen Schlafstadien auftreten.  
Man erkennt, dass außer in drei Fällen stets 
die Exponenten im REM-Schlaf größer sind 
als im Leichtschlaf und diese wiederum 
größer sind als die Exponenten im Tief-
schlaf.  Obwohl die Abbildung eine deutli-
che Schwankung der Skalenexponenten im 
Vergleich der Probanden zeigt, wie das bei 
medizinischen Daten häufig ist, können 
durch den Vergleich der einzelnen Werte bei 
jedem Probanden die obigen Aussagen 
bestätigt werden.  Zur Unterscheidung der 
Schlaf- und Wachstadien ist es sinnvoll, 
trotz der Schwankungen von einem Proban-
den zum nächsten die Mittelwerte an-
zugeben.  Diese sind αsign = 1.33 ± 0.15 und 
αmag = 1.71 ± 0.10 für die nächtlichen 
Wachstadien, αsign = 1.31 ± 0.20 und αmag = 
1.66 ± 0.06, für REM-Schlaf, αsign = 1.09 ± 
0.15 und αmag = 1.57 ± 0.06 für Leichtschlaf, 
und schließlich αsign = 0.96 ± 0.14 und αmag 
= 1.53 ± 0.10 für Tiefschlaf. 

f) Schlafstadienfinder  
Die medizinische Diagnostik im Schlaflabor 
ist sehr zeit- und personalaufwendig.  Eine verbesserte Analyse der Herzfrequenz und anderer im 
Schlaf gemessener Signale kann helfen, die Diagnoseerstellung zu beschleunigen, und die stationä-
ren Aufenthalte der Patienten im Krankenhaus zu reduzieren.  Als Ziel solcher automatischer Ver-
fahren könnte ein ambulant einsetzbares Gerät gesehen werden, das Schlafphasen erkennt und da-
mit Schlafstörungen diagnostizieren hilft.  Da es deutlich schwieriger ist, elektrophysiologische 
Ableitungen am Kopf aufzunehmen (EEG, EOG usw.), sind EKG und Atmung für ambulante Gerä-
te besser geeignet, auch weil diese Signale stärker und die Messungen weniger störanfällig sind.   
Ein ersten Schritt in Richtung auf ein ambulant einsetzbares Diagnosegerät besteht daher darin, 
Schlafphasen allein aus dem EKG oder ggf. einer weiteren, einfach zu registrierenden Messgröße 
zu bestimmen.  Meine Versuche zur Bestimmung der Schlafphasen allein aus dem EKG können 
zwar nicht die Genauigkeit der konventionellen Bestimmungen durch visuelle Auswertungen von 
EEG, EOG und EMG erreichen, aber hier ist zu bedenken, dass es auch bei diesen Auswertungen 
Unterschiede von 30% bis 90% (typisch 70%) zwischen den Bestimmungen einzelner Experten in 
30 Sekunden Segmenten gibt (siehe Abschnitt II.B.2.b), so dass eine Genauigkeit von über 70% bei 
der automatischen Erkennung von Leicht-, Tief- und REM-Schlaf schon gut ist. 
Mein vorläufiger Schlafphasen-Detektor auf Basis der Zeitreihe von Intervallen zwischen aufeinan-
der folgenden Herzschlägen analysiert die Aufzeichnung einer gesamten Nacht in mehreren Durch-
gängen.  Das Ziel ist zunächst eine Unterscheidung von non-REM (Leicht- und Tiefschlaf) und 
REM-Stadien mit einer Auflösung von etwa einer Minute.  Dabei werden verschiedene lokale Pa-
rameter berechnet, für die ein Zusammenhang zu den Schlafstadien besteht, siehe Tabelle II.B.1.  
Dies sind neben dem laufenden Mittelwert und der Standardabweichung über 120 Herzschläge vor 
allem „ lokale“ Versionen der DFA-Fluktuationsexponenten (für normale DFA, Vorzeichen-DFA 
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Abb. I I .B.11:  Vergleich der Skalenexponenten für (a) 
Vorzeichen-DFA2 und (b) Amplituden-DFA2 im 
REM-Schlaf (�), Leichtschlaf (�) und Tiefschlaf (¡ ) 
für alle 12 betrachteten Probanden.  Die Exponenten 
wurden in der doppelt logarithmischen Auftragung in 
den Bereichen 8 ≤ s ≤ 13 Herzschläge für Vorzeichen-
DFA und 11 ≤ s ≤ 150 Herzschläge für Amplituden-
DFA ermittelt, in denen wesentliche Unterschiede 
zwischen den Schlafstadien auftreten (vgl. Abb. 
II.B.9).  Man erkennt, dass die Werte im REM-Schlaf 
meist über denen im Leichtschlaf liegen und diese 
über denen im Tiefschlaf.  Nur in den drei mit Pfeilen 
markierten Fällen ist die Reihenfolge anders (nach 
[KANTELHARDTetal-02b]). 
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und Amplituden-DFA) sowie je ein absoluter Wert der Fluktuationen der Intervallreihe und der 
Vorzeichenreihe auf festen Skalen.  Schließlich habe ich die drei Parameter der Standard-
Herzfrequenz-Variabilität hinzugenommen, die die spektrale Leistung in drei Frequenzbändern an-
geben (HF, LF und VLF).  Diese insgesamt zehn Parameter habe ich in kontinuierlich bewegten 
Fenstern von 120 bis 300 Herzschlägen Breite berechnet und den zeitlichen Verlauf anschließend 
leicht geglättet.  Abbildung II.B.12 zeigt drei Beispiele solcher kontinuierlichen Parameter.  
 
Tabelle I I .B.1:  Parameter für den Schlafstadienfinder.  Die 10 Parameter habe ich in kontinuierlich beweg-
ten Fenstern der angegebenen Größe berechnet und auf den angegebenen Skalen ausgewertet.  Die Ge-
wichtskoeffizienten wurden für die 1. Nacht von insgesamt 12 gesunden Probanden numerisch optimiert. 

Parameter Fenstergröße Betrachtete Skalen Gewichtskoeffizient 
Mittelwert 120 Herzschläge  – 0.23 
Standardabweichung 120 Herzschläge    0.05 
F(50) 300 Herzschläge 50 Herzschläge (HS)   0.13 
Fsign(20) 160 Herzschläge 20 HS – 0.07 
α2 300 Herzschläge 50 – 100 HS   0.26 
αsign 150 Herzschläge 8 – 13 HS   0.34 
αmag 300 Herzschläge 11 – 50 HS   0.07 
HF 150 Herzschläge 0.4 – 0.15 HS-1   0.05 
LF 150 Herzschläge 0.15 – 0.04 HS-1   0.01 
log(VLF) 150 Herzschläge 0.04 – 0.0067 HS-1   0.01 
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Abb. I I .B.12:  Beispiel für die Funktionsweise des Schlafstadien-Finders bei einem gesunden Probanden.  In 
den oberen drei Teilen sind die wichtigsten kontinuierlich in Fenstern der Breite 120 – 300 Herzschläge be-
rechneten Schlafstadien-Indikator Parameter gezeigt, nämlich der laufende Mittelwert der Herzschlag-
Intervalle, der normale DFA-Fluktationsexponent (Skala 50 bis 100) und der Fluktuationsexponent der Vor-
zeichen-Reihe.  Darunter ist das aus den insgesamt 10 abgeleiteten Parametern vorhergesagte Schlafstadien-
Profil gezeigt, wobei – entsprechend den Konventionen in der Schlafmedizin – das oberste Niveau „wach“  
bedeutet, der breite Balken REM-Schlaf, und sich darunter die zunehmend tieferen Schlafstadien Leicht-
schlaf (1 und 2) sowie Tiefschlaf (3 und 4) anschließen.  Die unterste Kurve zeigt die durch visuelle Auswer-
tung von EEG, EOG und EMG nach der Standard-Methode bestimmten Schlafstadien.  In diesem Beispiel 
sind die Abweichungen der Vorhersage von diesen Schlafstadien kleiner als die Unterschiede zwischen den 
Ergebnissen zweier Auswerter, mit Ausnahme eines am Anfang fehlerhaft detektierten REM-Schlafs. 
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Die Idee zur Erkennung der Schlafstadien ist nun, eine Linearkombination aus allen zehn Parame-
tern zu bilden, die positiv ist für REM- und Wachstadien, aber negativ für non-REM Stadien.  Dazu 
habe ich als erstes die Verläufe aller 10 Parameter normiert (Mittelwert 0, Standardabweichung 1) 
und dann numerisch die 10 Koeffizienten in der Linearkombination so optimiert, dass für die je-
weils erste Nacht von 12 gesunden Probanden im Schlaflabor diese Linearkombination am besten 
mit den von Auswertern bestimmten Schlafstadien-Verläufen übereinstimmt.  Die aus dieser An-
passung resultierenden (Gewichts-) Koeffizienten sind ebenfalls in Tabelle II.B.1 angeben.  Man 
erkennt, dass die Parameter der Spektralanalyse ein kleines Gewicht bekommen; das ist eine unab-
hängige Bestätigung der Ergebnisse von Abschnitt II.B.2.d.  Auch die Standardabweichung und der 
Fluktuationsexponent der Amplitudenreihe spielen keine große Rolle.  Einen wesentlichen Beitrag 
zur Schlafstadien-Unterscheidung liefern hingegen der normale Fluktuationsexponent und der Fluk-
tuationsexponent der Vorzeichenreihe, sowie der gleitende Mittelwert; letzterer mit negativem Vor-
zeichen, weil der Herzschlag im REM-Schlaf und in den Wachphasen etwas schneller ist.   
Der Test der so definierten Schlafstadienfinder-Methode erfolgte dann anhand der jeweils zweiten 
Nacht im Schlaflabor mit denselben Probanden.  In einem zweiten und dritten Schritt habe ich 
schließlich die gleiche Prozedur noch einmal zur Unterscheidung von Leicht- und Tiefschlaf (inner-
halb der non-REM Phasen) sowie von REM- und Wachstadien wiederholt.  Ergebnisse in Form 
eines vorhergesagten Schlafstadien-Verlaufs sind in Abb. II.B.12 und Abb. II.B.13 gezeigt und di-
rekt dem „wahren“, d.h. von einem Auswerter visuell aus EEG, EOG und EMG bestimmten Schlaf-
stadienverlauf gegenübergestellt.  Man erkennt eine erstaunlich gute Übereinstimmung.   
Insgesamt konnte ich eine Übereinstimmung von 80 bis 85% bei der Unterscheidung von Wachpha-
sen und REM-Schlaf auf der eine Seite gegenüber non-REM-Schlaf (Leicht- und Tiefschlaf) auf der 
anderen Seite mit denselben Koeffizienten bei allen 12 Probanden erreichen.  Für die Unterschei-
dung von Wachphasen und REM-Schlaf bzw. Leicht- und Tiefschlaf kamen im Vergleich mit der 
visuellen Auswertung von EEG, EOG und EMG noch einmal ca. 15% Fehler dazu.  Allerdings 
funktioniert dies bisher nur, wenn man die Schwelle für die Linearkombination so wählt, dass die 
Anteile der Schlafarten ungefähr den durchschnittlichen Anteilen (siehe Abschnitt II.B.2.b) entspre-
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Abb. I I .B.13:  Gegenüberstellung der Ergebnisse des Schlafstadien-Finders und der aus EEG, EOG und 
EMG ermittelten Schlafstadien für zwei weitere gesunde Probanden.  Beide Darstellungen entsprechen den 
unteren beiden Kurven in Abb. II.B.12 (siehe dort für die Erklärung).  Beim unteren Probanden erkennt der 
Algorithmus nicht, dass ungewöhnlich viel REM-Schlaf vorhanden ist. 
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chen.  Dies ist aber nicht erwünscht, wenn es darum geht, Schlafstörungen zu diagnostizieren, denn 
die bestehen oft gerade in Abweichungen von den durchschnittlichen Anteilen.  Daher ist der 
Schlafstadienfinder noch nicht praxistauglich.  Ein weiteres Problem ist, dass am Anfang der Nacht 
die Unterscheidung zwischen noch-wach und gerade-schon-eingeschlafen (Leichtschlaf 1) sehr un-
zuverlässig ist und dass das Programm in diesen Teilen oft auch REM-Schlaf anzeigt (siehe Abb. 
II.B.12 und II.B.13).  So könnte der automatische Schlafstadienfinder zur falschen Diagnose einer 
Schlafstörung verleiten, bei der REM-Schlaf schon kurz nach dem Einschlafen auftritt. 
Ich hoffe, dass sich diese Probleme mit der automatischen Schlafstadienerkennung überwinden las-
sen, wenn zusätzlich zum Herzschlag eine weitere Größe betrachtet wird.  Mir erscheint dafür die 
Atmung am aussichtsreichsten, zumal diese auch einfach zu registrieren ist.  Zusätzlich zu den 
Fluktuations- und Korrelationseigenschaften der Atmung (siehe Abschnitt II.B.4) könnten dann 
auch die Unterschiede in der Synchronisation von Herzschlag und Atmung [SCHÄFERetal-98, 
SCHÄFERetal-99, BRACIC&STEFANOVSKA-00, GLASS-01, ROSENBLUMetal-02, PROKHOROVetal-03] 
ausgenutzt werden, um den Schlafstadienfinder zuverlässiger zu machen.  Alternative Parameter zur 
Atmung wären die Sauerstoffsättigung des Blutes (gemessen mit Fingerspitzensensor, aber wohl 
mehr für die Diagnostik der Schlafapnoe relevant) oder der Blutdruck (aufwendig zu messen). 

II.B.3. Exkurs: Modellierung der Herzfrequenzvariabilität 
Bei der Untersuchung der Herzschlag-Zeitreihen haben wir gesehen, dass sie aus begrenzten Teilen 
mit unterschiedlichem Korrelationsverhalten bestehen, die sich verschiedenen Aktivitäts- oder 
Schlafphasen zuordnen lassen.  Obwohl zur Charakterisierung der Wach- und REM-Phasen das 
Konzept langreichweitiger, nach einem Potenzgesetz C(s) ~ s–γ abfallender Korrelationen mit diver-
gierender charakteristischer Korrelationslänge s× verwendet wird, kann man praktisch nie das Ver-
halten für beliebig große Skalen s analysieren, weil alle Phasen begrenzt sind.  Tatsächlich kann ein 
Skalenexponent α > 1, wie er z.B. während des Trainings beobachtet wird, nicht für beliebig große 
Zeitskalen gelten, weil sonst der Mittelwert der Herzfrequenz divergieren müsste.   
Für eine Modellierung physiologischer Daten kommt es daher nicht darauf an, dass die Modelldaten 
wirklich eine divergierende charakteristische Korrelationslänge s× aufweisen, sondern es ist wichti-
ger, auch die Übergänge zwischen Bereichen mit unterschiedlichem kurz- und mittelfristigem Kor-
relationsverhalten zu erfassen.  Solche Korrelationen unterschiedlicher Stärke und Dauer in jeweils 
endlichen Bereichen des Signals sollen hier als transiente Korrelationen bezeichnet werden, weil 
sie sich graduell oder abrupt ändern und dabei Änderungen im physiologischen Regelungsmecha-
nismus widerspiegeln.  Die Modellierung solcher physiologischen Signale wie dem Herzschlag hat 
mehrere Ziele:  Erstens möchte man möglichst realistische Surrogatdaten zum Test von neuen Ana-
lysemethoden erhalten.  Zweitens möchte man verstehen, wie die Übergänge im Korrelationsverhal-
ten die Analyseergebnisse beeinflussen.  Vor allem aber geht es bei der Modellierung darum, in 
fortwährenden Vergleichen der modellierten Daten mit den Messdaten festzustellen, welche Rege-
lungskomponenten und wesentlich zu dem echten Signal beitragen, um so das komplexe System 
besser zu verstehen, das die Zeitreihe generiert. 
Hier möchte ich ein stochastisches Modell mit zwei Parametern vorstellen, das komplexe, fluktuie-
rende Signale mit transienten Korrelationen generiert und die in nichtstationären physiologischen 
Signalen beobachteten Korrelationseigenschaften reproduziert [KANTELHARDTetal-03a].  Als reprä-
sentatives Beispiel für ein komplexes mehrkomponentiges physiologisches System betrachte ich die 
Regelung des menschlichen Herzschlags in den verschiedenen Schlafstadien während der Nacht.  
Das Modell besteht aus zwei verbundenen Komponenten, mit denen lineare und nicht-lineare Fluk-
tuationseigenschaften generiert werden.  Es basiert nicht auf dem früheren Modell der Bostoner 
Gruppe [IVANOVetal-98a], weil das auf der Simulation der Inkremente aufsetzt und man damit nicht 
unkorrelierte Intervalle zwischen Herzschlägen erhalten kann. 
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Tabelle I I .B.2:  Parameter des stochastischen Modells für Zeitreihen von Herzschlag-Intervallen in Schlaf- 
und Wachstadien.  Zwei Parameter sind angepasst, und zwar der Korrelationsparameter δ in Gl. (II.B.5) 
(bzw. (II.B.6)) und der Nichtlinearitäts-Parameter b in Gl. (II.B.3).  Das mittlere Herzschlagintervall µ in Gl. 
(II.B.4) wurde aus den Messdaten bestimmt (gerundet auf 0.05s).  Die hinteren Spalten charakterisieren die 
Schlafstadien-Dynamik und sind der Beschreibung in Abschnitt II.B.2.b entnommen.  Die Schlafstadien-
Anteile sind auf 5% gerundet; P(t) bezeichnet die Verteilung der Phasenlängen t (in Minuten). 

Phase δδδδ    b µµµµ (s) Anteile P(t) 
Tiefschlaf 5.0 0.3 0.95 15% ~ exp[−t/10] 
Leichtschlaf 2.7 0.45 0.95 55% ~ exp[−t/10] 
REM-Schlaf 2.4 0.55 0.90 20% ~ exp[−t/10] 
Wachstadien (Ruhe) 2.1 0.75 0.85 10% ~ t −1.1 

Wachstadien (Training) 1.8 0.75 0.70 Übergänge  
 

Der erste Teil des stochastischen Modells ähnelt dem so genannten auto-regressiven bedingten 
(conditional) Heteroscedasticity (ARCH) Prozess.  Für die Einführung dieses stochastischen Pro-
zesses zur Beschreibung der Fluktuationen in wirtschaftswissenschaftlichen Größen erhielt Robert 
F. Engle 2003 die Hälfte des Nobelpreises für Wirtschaftswissenschaften.  Ein ARCH Prozess er-
zeugt eine unkorrelierte Zeitreihe yi mit Kurzzeitkorrelationen in der Amplitudenreihe.  Solche Zeit-
reihen sind in den Wirtschaftswissenschaften sehr häufig; z.B. die Kurse an Wertpapier- und Devi-
senbörsen sind bis auf schwache Kurzzeitkorrelationen unkorreliert, denn sonst könnte jemand die 
Korrelationen für Gewinne ausnutzen.  Es gibt aber wesentliche Korrelationen in den Handelsvo-
lumina und in den absoluten Kursänderungen:  An einem hektischen Börsentag sind die Handelsvo-
lumina hoch und die Preise gehen in relativ großen Sprüngen hoch und runter, während an ruhigen 
Börsentagen die Kurse bei geringen Handelsvolumina nur schwach schwanken.  Das Grundprinzip 
eines ARCH Prozess basiert auf der Iterationsvorschrift 

 2
1i i iy x a by −= +  (II.B.1) 

mit den beiden Parametern a und b sowie unkorrelierten Zufallszahlen xi und dem Startwert y1 = x1.  
Je nach Wahl von a und b (o.B.d.A. kann a = 1 gesetzt werden) weisen die generierten Zahlen ein 
mehr oder weniger starkes Kurzzeitgedächtnis der Beträge auf, weil ein betragsmäßig großer Wert 
auch den Betrag der nachfolgenden Werte etwas erhöht.  Die Verteilung der Zufallsvariablen xi be-
stimmt wesentlich die Verteilung der Werte der von Gl. (II.B.1) generierten Reihe yi.  Da die Inter-
valle zwischen aufeinander folgenden Herzschlägen ungefähr exponentiell verteilt sind [IVANOV-
etal-96, IVANOVetal-98a, IVANOVetal-98b], wähle ich hier eine (um 0 symmetrische) Exponential-
verteilung, die xi-Werte (theoretisch) zwischen −∞ und +∞ erlaubt, aber endliche Momente hat, 

 ( ) expi iP x x= −� �� 	. (II.B.2) 

Um die Reichweite des Gedächtnisses des ARCH-artigen Prozesses zu erhöhen, habe ich zur Mo-
dellierung der physiologischen Daten den vorhergehenden Wert yi – 1 unter der Wurzel in Gl. 
(II.B.1) durch einen Mittelwert über die ki vorhergehenden Werte yi – 1, yi – 2, yi – 3, …, yi – ki ersetzt, 

 2

1
1

ik

i i i j j
y x b y − =

= + , (II.B.3) 

wobei die yi mit i ≤ 0 alle 0 sein sollen.  So lässt sich eine Datenreihe mit Korrelationen in der 
Amplitudenreihe erzeugen.  Der Parameter b bestimmt die Stärke dieser Korrelationen und die Ver-
teilung der positiven, ganzzahligen Zufallsvariablen ki die Reichweite der Amplitudenkorrelationen.  
Da die Amplitudenkorrelationen mit der Nichtlinearität der Datenreihe verbunden sind (siehe Ab-
schnitt II.A.2.e), bestimmt b auch die Stärke der Nichtlinearität. 
Der zweite Teil des stochastischen Modells ist für die transienten Korrelationen in der Zeitreihe 
selbst zuständig, die bei einem normalen ARCH-Prozess vollkommen fehlen, aber in den Herz-
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schlagzeitreihen insbesondere im REM-Schlaf und in den Wachphasen auftreten.  Außerdem wird 
noch die Sinus-Arrhythmie berücksichtigt, d.h. die Beeinflussung des Herzschlags durch die At-
mung (siehe Abschnitt II.B.2.d), die zu einer ungefähr periodischen Schwankung mit einer Periode 
von typisch etwa 3.6 Sekunden führt (3-5 Herzschläge) und weitgehend unabhängig vom Schlafsta-
dium ist.  Die Formel für die modellierten Zeitintervalle zwischen den aufeinander folgenden Herz-
schlägen basiert auf der Reihe yi aus Gl. (II.B.3) und lautet: 

 ( ) ( )
1

0.03sin 2 3.6 0.025
i

i i j j
j

t y k j i
=

τ = µ + π + Θ + −� , (II.B.4) 

mit der Funktion Θ(m) = 1 für m > 0 und 0 sonst, wobei 1
( mod4) 1

i
i j i i it −

= − −= � τ  für i ≤ 5 mit ti = 0 am 
Anfang (i < 5) die Zeit innerhalb eines Atmungszyklus angibt.  Dadurch, dass die Zeit immer nur ab 
dem Beginn der einzelnen Atmungszyklen gemessen wird, ist im zweiten Term in Gl. (II.B.4), der 
die Sinus-Arrhythmie modelliert, zusätzlich eine Phasensynchronisation zwischen Herzschlag und 
Atmung realisiert.  Alle Zeitvariablen und Konstanten in Gl. (II.B.4) sind in der Einheit Sekunden.  
Der erste Term ist einfach der empirisch bestimmte Mittelwert für die Intervalle zwischen aufein-
ander folgenden Herzschlägen.  Dieser Wert hängt leicht vom Schlafstadium ab (siehe z.B. Ab-
schnitt II.B.2.f); die für das Modell verwendeten Werte sind in Tabelle II.B.2 angegeben. 
Der dritte Term in Gl. (II.B.4) modelliert die Korrelationen.  Das geschieht so, dass jede der Zahlen 
yj aus dem modifizierten ARCH-Prozess Gl. (II.B.3) (bei denen nur die Beträge korreliert sind) 
nicht nur in ein τi eingeht, sondern in die ki Werte τi – ki, τi – ki + 1, …, τi – 2, τi – 1, was wiederum daran 
liegt, das die Θ-Funktion genau für j = i – ki bis j = i – 1 gleich 1 ist und sonst 0.  Das Auftreten des 
gleichen yj in vielen aufeinander folgenden τi verursacht die Korrelationen.  Damit ist die Vertei-
lung der positiven, ganzzahligen Zufallsvariablen ki, die schon in Gl. (II.B.3) vorkam, entscheidend 
für die Reichweite der Korrelationen.  Je größere Werte von ki vorkommen, desto länger reichweitig 
sind die Korrelationen.  Um das empirische Potenzgesetz im Korrelationsverhalten auf den relevan-
ten Zeitskalen zu reproduzieren, wähle ich die Verteilung der ki auch nach einem Potenzgesetz, 

Abb. I I .B.14:  Vergleich von Messdaten der Herzschlag-Intervalle eines gesunden Probanden in den Schlaf- 
und Wachphasen (links) mit den Datenreihen des Modells (rechts) (nach [KANTELHARDTetal-03a]). 
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 ( ) ~i iP k k−δ   für 6ik ≥ . (II.B.5) 

Über ein Potenzgesetz für typische Segmentlängen in Herzschlag-Zeitreihen berichten auch [BER-

NAOLA-GALVANetal-01, FUKUDAetal-03].  Der Exponent δ bestimmt hier die Stärke der Korrelatio-
nen und ermöglicht ein Einstellen des Korrelationsexponenten γ bzw. des Fluktuationsexponenten α 
der generierten Datenreihe.  Damit ist δ neben b aus Gl. (II.B.3) der zweite anzupassende Parameter 
des Modells.  Die von mir verwendeten Werte sind in Tabelle II.B.2 angegeben.   
Es ist anzumerken, dass P(ki) eine diskrete Form annehmen muss, weil ki eine diskrete Variable ist; 
außerdem muss die Verteilung für kleine Werte von ki etwas vom Potenzgesetz (II.B.5) abweichen, 
um die größere Determiniertheit der Herzschlag-Intervalle während der einzelnen Atemzyklen zu 
berücksichtigen.  Daher lautet die exakte Form der Verteilung P(ki) in den Modellsimulationen 

 1 1( ) ( ) ( 1)i d i i iP k P k k kδ− −δ= ≡ − +  für 6ik ≥ ,    ( ) 0.8 ( )i d iP k P k=  für 1 4ik≤ ≤  

 und (5) 0.2[ (1) (2) (3) (4)] (5)d d d d dP P P P P P= + + + + . (II.B.6) 

Weiterhin ist anzumerken, dass für die Modellierung der Herzschlag-Intervalle während des Trai-
nings die beiden Vorfaktoren in Gl. (II.B.4) modifiziert werden müssen, um die verstärkte Atmung 
(und deren stärkeren Einfluss auf den Herzschlag) zu berücksichtigen; ich verwende 0.1 (statt 0.03) 
als Vorfaktor beim 2. Term (Sinus-Arrhythmie) und 0.0125 (statt 0.025) beim 3. Term (Korrelatio-
nen). 
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Abb. I I .B.15:  Vergleich der gemittelten DFA2-Ergebnisse für 18 Herzschlag-Zeitreihen (je ca. 30 000 
Herzschläge) von 10 gesunden Probanden (offene Symbole in (a) und (b), sowie (c)) mit den DFA2-
Ergebnissen für modellierte Reihen (je 500 000 simulierte Herzschläge, ausgefüllte Symbole in (a) und (b), 
sowie (d)).  Die reskalierten Fluktuationsfunktionen für die Datenreihen (a,b) und für die Amplitudenreihen 
(c,d) sind doppelt logarithmisch gegen die Skala s aufgetragen; langreichweitige Korrelationen zeigen sich 
durch eine positive Steigung.  Die Symbole kennzeichnen die verschiedenen Schlaf- und Wachstadien, Tief-
schlaf (�, �), Leichtschlaf (¡ , �), REM-Schlaf (�, �), Wachstadien (�, �), Training (�) und gesamte Nacht (¤ , 
�; mit Übergängen).  Die durchgezogenen Linien folgen den angegebenen Potenzgesetzen (nach [KANTEL-

HARDTetal-03a]). 
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Damit ist das zweiteilige stochastische Modell für Herzschlag-Intervalle mit transienten Korrelatio-
nen vollständig beschrieben.  In Abb. II.B.14 sind für die verschiedenen Schlafstadien beispielhafte 
Verläufe der Herzschlag-Intervalle bei einem gesunden Probanden und simulierte Daten von dem 
Modell gegenübergestellt.  Abbildung II.B.15 zeigt einen Vergleich der DFA-Ergebnisse für die 
Messdaten von zehn gesunden Probanden und entsprechende Modelldaten.  Man erkennt eine gute 
Übereinstimmung bei den Fluktuationseigenschaften der einzelnen Schlafstadien (Abb. II.B.15(a)) 
und auch bei den Wachphasen (Abb. II.B.15(b)), obwohl das Modell nur zwei an die einzelnen Pha-
sen angepasste Parameter aufweist.  Sowohl die Steigungen (Fluktuationsexponenten α) als auch 
die absolute Stärke der Fluktuationen und die Positionen der Übergänge im Skalenverhalten stim-
men überein.  Bei den Analysen der Amplitudenreihen (Abb. II.B.15(c,d)) ist die Übereinstimmung 
zumindest qualitativ und in Bezug auf die Werte der Skalenexponenten αmag ebenfalls gut.  Damit 
ist das Modell zur Erzeugung von Surrogatdaten zum Methodentest geeignet. 
Bisher habe ich zwar die Modellierung der Herzschlag-Zeitreihen in den einzelnen Schlaf- und 
Wachphasen beschrieben, aber noch nicht ganz das eigentliche Ziel erreicht, die Modellierung tran-
sienter Korrelationen, d.h. die Simulation einer Datenreihe für die ganze Nacht einschließlich der 
Übergänge zwischen den Schlafstadien.  Die Frage ist, wie genau die Schlafstadien-Abfolgen re-
produziert werden müssen, damit auch die Datenreihe der ganzen Nacht realistisch erscheint.  Aus-
gangspunkt für diese Simulation ist die in Abschnitt II.B.2.b beschriebene Statistik der Schlafsta-
dien [LOetal-01, LOetal-03].  Es zeigt sich, dass schon die (parameterfreie) Berücksichtigung der 
Schlafstadien-Anteile und der Verteilung der Schlafstadien-Längen (siehe Tabelle II.B.2) zu guter 
Übereinstimmung zwischen den DFA-Ergebnissen der Messdaten und der Modelldaten führt (siehe 
Abb. II.B.15(a)), wenn nur zusätzlich an 50% der Schlafstadien-Übergänge eine kurze Phase „Trai-
ning“ eingeschoben wird.  Ohne diese Einschübe ist keine gute Übereinstimmung zu bekommen.   
Die Notwendigkeit für diese Einschübe sehr kurzer „Trainingsphasen“ wird vielleicht verständlich, 
wenn man bedenkt, dass manche Übergänge zwischen Schlafstadien (insbesondere von tiefen Sta-
dien zu leichteren Stadien, zum REM-Schlaf oder gar zu Wachphasen) mit Körperbewegungen ein-
hergehen und eine (relativ) starke Belastung für das in der Nacht mit verringerter Leistung arbeiten-
de Herz-Kreislauf-System darstellen.  Bei der Analyse der einzelnen Schlafstadien wurden diese 
Übergangsphasen herausgeschnitten, und auch sonst werden sie manchmal ignoriert, weil die Kör-
perbewegungen zu Störungen in der Datenaufzeichnung führen, die dann bei der Analyse herausge-
schnitten werden.  Die Modellierung zeigt, dass diese Übergangsphasen das Fluktuationsverhalten 
der Nacht als Ganzes beeinflussen, dass aber andererseits die genaue Reihenfolge der Schlafstadien 
keine Rolle spielt.  Es ist interessant, dass eine Innsbrucker Gruppe [STAUDACHERetal-03, TELSER-
etal-04] den Ansatz verfolgt, besonders starke Fluktuationen im Herzrhythmus als Indikator für 
Übergänge zwischen Schlafstadien zu verwenden.  Vielleicht ist eine Kombination mit meinem im 
vorhergehenden Abschnitt behandelten Schlafstadienfinder aussichtsreich. 

II.B.4. Analyse des Atemrhythmus gesunder Probanden 
Nachdem die letzten drei Kapitel den Herzrhythmus als einfachstes Signal des autonomen Systems 
des Menschen zum Thema hatten, soll es nun um den Atemrhythmus gehen.  Auch die Atmung 
gehört zum autonomen System, obwohl sie vom Bewusstsein beeinflusst werden kann, aber natür-
lich nicht im Schlaf.  Der Herzschlag zeigt ein ganz bestimmtes Korrelationsmuster in den ver-
schiedenen Wach- und Schlafstadien und die Frage ist nun, ob das auch für die Atmung gilt.  Das 
Ziel der Untersuchung ist es, unsere am Herzschlag gewonnene Arbeitshypothese zu überprüfen, 
dass die Langzeit-Korrelationen im REM-Schlaf durch eine verstärkte kortikale Beeinflussung des 
autonomen Nervensystems verursacht werden.  Wenn das der Fall ist, sollte die Atmung ein ähnli-
ches Korrelationsverhalten zeigen, denn sie wird im Schlaf von demselben autonomen Nervensys-
tem kontrolliert. 
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a) Ergebnisse für  die 
Atmungsintervalle in 
den verschiedenen 
Schlafstadien 
Bei der Analyse von At-
mungsdaten [KANTEL-

HARDTetal-03b, PENZEL-
etal-04, ROSTIGetal-04] 
wurde ähnlich vorgegangen 
wie bei den Herzschlag-
Daten.  In der Studie wur-
den 29 gesunde Probanden 
(22 Männer, 7 Frauen, Al-
ter 26 ± 3 Jahre) je zwei 
Nächte im Schlaflabor einer 
polysomnografischen Un-
tersuchung unterzogen, 
wobei sie zusätzlich zur 
normalen Prozedur eine 
Atemmaske trugen und die Zeitpunkte des Ein- und Ausatmens sowie die entsprechenden Atemvo-
lumina registriert wurden.  Nur die Daten der zweiten Nacht wurden verwendet, damit nicht Prob-
leme bei der Gewöhnung an die Atemmaske die Ergebnisse verfälschen.  Die Schlafstadien wurden 
wieder nach der Standard-Methode aus EEG, EOG und EMG ermittelt (siehe Abschnitt II.B.2.b), 
und die Atemdaten wurden aufgeteilt nach Leicht-, Tief- und REM-Schlaf sowie nächtlichen 
Wachphasen.  Bei der Daten-Vorverarbeitung wurden wieder die ersten und letzten 45 Sekunden in 
jeder Phase weggelassen, um keine Störungen durch Übergänge zu bekommen.  Weiterhin wurden 
alle Phasen weggelassen, in denen Maskenlecks auftraten, die als eine Differenz von mehr als 0.1 
Liter zwischen Ein- und Ausatemvolumen in mehr als 30% der Atemzüge definiert sind.  Schließ-
lich wurden alle unrealistisch langen (> 15 Sekunden) oder kurzen (< 1.5 Sekunden) Atemzüge als 
Artefakte herausgeschnitten und die ganze Phase weggelassen, wenn das mehr als 1% der Atemzü-
ge betraf.  Da die Anzahl der Atemzüge pro Nacht generell um einen Faktor 3 bis 5 geringer ist als 
die Anzahl der Herzschläge blieben so nur für 28 (von 29) Probanden hinreichend lange Leicht-
schlaf-Daten, für 24 genügend Tiefschlaf, für 21 genügend REM-Schlaf und für 14 genügend 
Wachphasen für die DFA Untersuchung übrig.  Abbildung II.B.16 zeigt einen typischen Datensatz 
mit Schlafstadien, Atem-Intervallen und Atmungsvolumina. 
Abbildung II.B.17 zeigt die Ergebnisse der DFA-Untersuchung der Ordnungen 1 bis 4 für einen 
Probanden; die Analysen wurden wie für die Herzschlag-Daten in Abschnitt II.B.2.c durchgeführt.  
Man erkennt unkorreliertes Verhalten im Tiefschlaf (Abb. II.B.17(a)) und nur schwache Korrelatio-
nen im Leichtschlaf (Abb. II.B.17(b)).  Im Vergleich mit dem Herzschlag (siehe Abschnitt II.B.2.c) 
fehlen hier die Kurzzeitkorrelationen.  Das ist verständlich, denn diese waren beim Herzschlag 
hauptsächlich auf eine Beeinflussung durch die Atmung (Sinus-Arrhythmie) zurückgeführt worden.  
Im REM-Schlaf und in den Wachphasen finden wir hingegen wieder Langzeit-Korrelationen.   
Abbildung II.B.18 zeigt die Ergebnisse für sechs andere gesunde Probanden; man erkennt dass sie 
ungefähr gleiches Skalenverhalten der Atemzüge in den einzelnen Schlaf- und Wachstadien aufwei-
sen.  Allerdings gibt es auch deutliche Schwankungen zwischen den einzelnen Probanden, was un-
ter anderem auch auf die Kürze der Atmungs-Datensätze im Vergleich mit den 3- bis 5-mal länge-
ren Herzschlag-Datensätzen erklärt werden kann.  Abbildung II.B.19 zeigt in der oberen Reihe die 

Abb. I I .B.16:  Ein typischer Datensatz der Atmungsstudie für einen ge-
sunden Probanden.  Die obere Kurve ist das aus EEG, EOG und EMG 
bestimmte Somnogramm (Schlafstadien-Profil), wobei – entsprechend 
den Konventionen der Schlafmedizin – das oberste Niveau „wach“  be-
deutet, der breite Balken REM-Schlaf, und sich Leicht- und Tiefschlaf 
nach unten anschließen.  Darunter sind die Reihen der Zeitintervalle zwi-
schen aufeinander folgenden Atemzügen und Atemvolumina gezeigt 
(nach [KANTELHARDTetal-03b]).   
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Histogramme der Fluktuations-
exponenten α, die ich für die At-
mungsintervalle erhalten habe 
durch Anpassung von Geraden an 
die DFA2-Fluktuationsfunktionen 
in doppelt logarithmischer Auftra-
gung im Bereich von s = 8 Atem-
zügen bis zu einem Viertel der 
Länge des jeweiligen längsten 
Schlafstadiums (s ≤ N/4).  Man 
erkennt deutlich, dass die Histo-
gramme für Tief- und Leichtschlaf 
um α = 0.5 bis 0.6 zentriert sind 
(annähernd unkorreliertes Verhal-
ten innerhalb der Unsicherheit), 
während für REM-Schlaf und die 
Wachstadien die Verteilung ihren 
Schwerpunkt eher um α = 0.8 bis 
0.9 hat (eindeutlich langreichweiti-
ge Korrelationen bis zur Länge der 
einzelnen Phasen).  Die numeri-
schen Mittelwerte und Standard-
abweichungen sind in Tabelle 
II.B.3 angegeben. 
Um die Signifikanz der Ergebnisse 
zu testen habe ich wieder mit der 
Fourier-Filter-Methode (Abschnitt 
II.A.1.c) Surrogat-Daten generiert und auch dafür dieselbe Untersuchung durchgeführt.  Die ent-
sprechenden Histogramme sind in der zweiten Reihe von Abb. II.B.19 gezeigt.   
 

Tabelle I I .B.3:  Vergleich der Ergebnisse für die Analyse von Herzrhythmus und Atmung bei 29 gesunden 
Probanden in den verschiedenen Schlaf- und Wachstadien.  Neben den Mittelwerten der Herzfrequenz, der 
Atemintervalle und der Atemvolumina sind die DFA2-Fluktuationsexponenten α für die untersuchten Grö-
ßen angegeben.  Man erkennt, dass die Atmung im REM-Schlaf stärker langreichweitig korreliert ist als der 
Herzschlag, während das Verhältnis in den Wachphasen umgekehrt ist.  In den non-REM Stadien sind die 
Signale nahezu unkorreliert. 

 Tiefschlaf Leichtschlaf REM-Schlaf Wachphasen 
Herzrate [1/min] 58.0 56.9 60.8 66.1 
Mittleres Atemintervall Ttot [s] 3.81 3.86 3.55 3.88 
Mittleres Atemvolumen Vm [ml] 480 484 459 575 
Exponent α Herzschlag  0.58 ± 0.12 0.67 ± 0.14 0.86 ± 0.12 0.94 ± 0.10 
Exponent α Atemrhythmus (Ttot) 0.58 ± 0.10 0.63 ± 0.05 0.91 ± 0.09 0.84 ± 0.12 
Exponent α Atemvolumina (Vm) 0.59 ± 0.13 0.62 ± 0.08 0.93 ± 0.14 0.69 ± 0.11 
Exponent α für TI 0.55 ± 0.09 0.59 ± 0.05 0.76 ± 0.08 0.81 ± 0.12 
Exponent α für TE 0.59 ± 0.09 0.61 ± 0.04 0.90 ± 0.11 0.78 ± 0.13 
Exponent α für VI 0.59 ± 0.12 0.63 ± 0.08 0.89 ± 0.13 0.78 ± 0.12 
α für TI/Ttot (Atemzeiteinteilung) 0.55 ± 0.12 0.58 ± 0.07 0.71 ± 0.10 0.59 ± 0.10 
α für VI/TI  (Atemantrieb) 0.63 ± 0.12 0.66 ± 0.08 0.93 ± 0.13 0.81 ± 0.10 

Abb. I I .B.17:  DFA der Atmungsintervalle eines gesunden Pro-
banden in den verschiedenen Schlaf- und Wachstadien.  Die 
reskalierten Fluktuationsfunktionen F(s)/s1/2 sind doppelt loga-
rithmisch gegen die Skala s (in Atemzügen) aufgetragen, so dass 
ein horizontaler Verlauf unkorreliertem Verhalten entspricht.  
Die Symbole entsprechen den Ordnungen der Trendbereinigung, 
DFA1 (�), DFA2 (�), DFA3 (�) und DFA4 (�).  Insbesondere im 
Leichtschlaf (b) erkennt man, wie Trends, die die DFA1-
Ergebnisse auf großen Skalen verfälschen, bei höheren Ordnun-
gen beseitigt werden.  Langreichweitige Korrelationen treten im 
REM-Schlaf und in den Wachstadien auf.  Die gestrichelten Ge-
raden haben die angegebenen Steigungen und sind zum Ver-
gleich gezeigt (nach [KANTELHARDTetal-03b]). 
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b) Vergleich von Atem- 
und Herzrhythmus 
In Tabelle II.B.3 sind die 
Ergebnisse der DFA der 
Herzschlag-Intervall-Reihen 
in den verschiedenen Schlaf- 
und Wachphasen (siehe Ab-
schnitt II.B.2.c) mit denen für 
Atmungs-Intervall-Reihen 
verglichen, und zwar anhand 
der Daten von denselben 29 
gesunden Probanden.  Man 
erkennt, dass es im Tief- und 
Leichtschlaf keine signifikan-
ten Unterschiede gibt.  Hier 
sind die Fluktuationen in 
beiden Fällen auf größeren 
Zeitskalen s nahezu unkorre-
liert.  Im REM-Schlaf sind 
Atmung und Herzschlag 
leicht beschleunigt und beide 
Signale weisen Langzeitkor-
relationen auf, die beim  
Atemrhythmus sogar noch ein wenig stärker ausgeprägt sind aus beim Herzschlag.  Die Ähnlichkeit 
der Ergebnisse bezüglich des Korrelationsverhaltens lässt sich entweder mit einer starken Kopplung 
zwischen Herzschlag und Atmung erklären oder dadurch, dass die Langzeitkorrelationen im REM-
Schlaf in beiden Fällen von derselben Quelle, nämlich von einer kortikalen Beeinflussung des auto-
nomen Nervensystems, ausgehen.  Gegen die erste Interpretation spricht, dass die Phasen-Synchro-
nisation zwischen Atmung und Herzschlag relativ schwach ist [SCHÄFERetal-98, SCHÄFERetal-99] 
und darum keine starke Kopplung existiert.  Die Sinus-Arrhythmie scheidet als Indiz für eine starke 
Kopplung auch aus, weil sich ihr Einfluss nur im hochfrequenten Schwanken des Herzschlags 
nachweisen lässt; für Langzeitkorrelationen kann sie keine Rolle spielen.   
Die zweite Interpretation – eine gleichartige kortikale Beeinflussung von Atmung und Herzschlag 
im REM-Schlaf, der oft mit dem Traumschlaf identifiziert wird – ist hingegen vom Korrelations-
verhalten in den Wachphasen gestützt.  Überraschend finden wir, dass die Langzeitkorrelationen in 
den Wachphasen beim Atemrhythmus deutlich schwächer sind als beim Herzrhythmus, während es 
im REM-Schlaf einen geringen umgekehrten Unterschied gab (siehe Tabelle II.B.3).  Man kann 
dies mit der Annahme eines zufälligen Einflusses des Bewusstseins auf die Atmung einfach erklä-
ren.  Weil man in den Wachphasen die Atmung bewusst stoppen oder beschleunigen kann – und das 
z.B. beim Sprechen und körperlichen Aktivitäten auch regelmäßig tut – wird das Korrelations-
verhalten eher unkorreliert.  Weder bei der Atmung im Schlaf noch beim Herzschlag ist eine solche 
Beeinflussung möglich.  Daher unterstützen die Ergebnisse der Atmungsanalyse die Interpretation 
der Herzschlag-Korrelationen in den verschiedenen Schlafstadien. 

c) Ergebnisse für  die Atemvolumina  
Aufgrund der Untersuchung der Probanden mit Atemmasken liegen neben den Zeitintervallen zwi-
schen aufeinander folgenden Atemzügen zusätzlich Informationen über die Atemvolumina und über 

Abb. I I .B.18:  DFA2 der Atmungsintervalle von sechs gesunden Pro-
banden in den verschiedenen Schlaf- und Wachstadien.  Die Abbildung 
entspricht II.B.17, außer dass hier die Symbole verschiedene Proban-
den und nicht verschiedene DFA-Ordnungen kennzeichnen (nach 
[KANTELHARDTetal-03b]). 
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die Details der einzel-
nen Atemzüge (Ein- 
und Ausatemzeiten, 
Ein- und Ausatemvo-
lumina) vor.  Die Vo-
lumina sind im Prin-
zip unabhängig von 
den Zeitintervallen.  
Daher ist es sinnvoll, 
auch ihr Korrelati-
onsverhalten in den 
einzelnen Schlaf- und 
Wachstadien zu un-
tersuchen.   
Abbildung II.B.20 
zeigt die repräsentati-
ven DFA-Ergebnisse 
für einen gesunden 
Probanden.  Man er-
kennt, dass wieder 
nahezu unkorreliertes 
Verhalten im Tief- 
und Leichtschlaf vor-
liegt, während im 
REM-Schlaf lang-
reichweitige Korrela-
tionen vorhanden 
sind.  Diesmal sind 
vor allem im REM-
Schlaf trendbedingte 
Abweichungen bei 
der DFA1 zu sehen, 
was unterstreicht, das 
eine lineare Trendbereinigung für physiologische Daten in vielen Fällen nicht ausreicht.  Die Er-
gebnisse für alle 29 Probanden sind in den Histogrammen in der letzten Reihe von Abb. II.B.19 
zusammengefasst; die Mittelwerte der Fluktuationsexponenten α der Atemvolumina in den 
einzelnen Schlaf- und Wachphasen stehen in Tabelle II.B.3.  In den einzelnen Schlafstadien gibt es 
praktisch keine Unterschiede zum Korrelationsverhalten des Atemrhythmus.  In den Wachstadien 
hingegen sind die Korrelationen der Atemvolumina nochmals deutlich schwächer als für den 
Atemrhythmus.  Im Sinne der im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Interpretation bedeutet 
das, dass das Bewusstsein und wohl auch bewusstseinsgesteuerte Aktivitäten einen größeren 
steuernden Einfluss auf die Atemvolumina ausüben als auf den Atemrhythmus. 
Anders sieht das Bild aus, wenn man nicht die Gesamtatemzeit (Ttot) mit dem Atemvolumen ver-
gleicht, sondern Quotienten betrachtet, denen eine besondere physiologische Bedeutung zugeordnet 
wurde [MILIC-EMILI&GRUNSTEIN-76, TOBINetal-88].  Abbildung II.B.21 zeigt die DFA-Ergebnisse 
für Zeitreihen der Verhältnisse aus Einatemzeit (TI) und Gesamtatemzeit (Ttot), die so genannte  
Atemzeiteinteilung („respiratory timing“), und Zeitreihen der Verhältnisse aus Einatemvolumen (VI) 
und Einatemzeit (TI), den so genannten Atemantrieb („respiratory drive“).  Die Mittelwerte der nu-

Abb. I I .B.19:  Histogramme der Fluktuationsexponenten α für gesunde Pro-
banden im Tiefschlaf (links), Leichtschlaf (Mitte links), REM-Schlaf (Mitte 
rechts) und in Wachstadien (rechts) bezüglich ihrer Atemintervalle (oben), für 
Surrogatdaten (Mitte) und Atemvolumina (unten), jeweils soweit die Daten 
hinreichend lang für die Auswertung waren.  Die Exponenten wurden bestimmt 
durch Anpassung von Geraden an die doppelt logarithmisch aufgetragenen 
DFA2-Fluktuationsfunktionen F(s) im Bereich 8 ≤ s ≤ N/4, wobei N die An-
zahl der Atemzüge im jeweils längsten Schlafstadium jeder Art für jeden Da-
tensatz bezeichnet.  Die schwarzen Balken zeigen gut passende Potenzgesetze 
an (Fehlerquadrat χ2 < 0.004 pro Datenpunkt) und die grauen Balken Anpas-
sungen mit größeren Abweichungen.  Die Surrogatdaten wurden mit der Fou-
rier-Filter-Methode erzeugt mit α = 0.55 (Tiefschlaf), 0.6 (Leichtschlaf), 0.9 
(REM-Schlaf) und 0.8 (Wachstadien) bei exakt den gleichen Schlafstadienlän-
gen wie in den Messdaten für Atemintervalle und Atemvolumina (nach [KAN-

TELHARDTetal-03b]). 
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merisch bestimmten effektiven 
Fluktuationsexponenten sind wie-
der in Tabelle II.B.3 angegeben.  
Man erkennt, dass die Atemzeitein-
teilungs-Reihen ein prinzipiell ähn-
liches Korrelationsverhalten auf-
weisen wie die Atemzeitintervalle 
selbst, obwohl die Langzeitkorrela-
tionen im REM-Schlaf deutlich 
schwächer ausgeprägt sind.  Der 
Atemantrieb zeigt hingegen starke 
Kurzzeitkorrelationen (siehe Abb. 
II.B.21(c,d)), denen sich auf größe-
ren Zeitskalen ein eher unkorrelier-
ter – im non-REM Schlaf sogar 
scheinbar antikorrelierter – Bereich 
anschließt.  Für diese Daten kann 
der Exponent α daher höchstens 
als effektiver Exponent aufgefasst 
werden.   
Die charakteristischen Unterschie-
de bedeuten, dass die Regelung des 
Atemantriebs nach einem anderen 
Mechanismus erfolgt als die Regelung der Atemzeiten.  Wenn man für die Langzeitkorrelationen im 
REM-Schlaf eine verstärkte kortikale Beeinflussung des autonomen Nervensystems als Ursache 
annimmt, passt das vorliegende Ergebnis sehr gut zu einem Resultat bei wachen Probanden in Ru-
he, dass sich die Atemzeiteinteilung weitgehend durch äußere Vorgaben über das Bewusstsein be-
einflussen lässt, während der Atemantrieb sehr starr geregelt und praktisch auch im Wachen kaum 
beeinflussbar ist [RAFFERTY&GARDNER-96].  Die starre Regelung des Atemantriebs äußert sich hier 
in den Kurzzeitkorrelationen und die fehlende kortikale Beeinflussung im Fehlen von Langzeitkor-
relationen auch im REM-Schlaf.  Nur bei der Atemzeiteinteilung kann der kortikale Einfluss Lang-
zeitkorrelationen auslösen.  Wie Tabelle II.B.3 weiter zeigt, führt dieser Einfluss in den Wachsta-
dien sogar zu fast unkorreliertem Verhalten der Atemzeiteinteilung. 
Es ist erstaunlich, dass sich die Regelung des Atemantriebs so deutlich von der Regelung der Atem-
zeiteinteilung und des Herzschlags unterscheidet, insbesondere weil die Atemzeiteinteilung sehr 
stark vom Bewusstsein beeinflusst wird aber der Herzschlag überhaupt nicht.  Im Bezug auf die 
Beeinflussung durch das Bewusstsein liegt der Atemantrieb dazwischen, wie meine Ergebnisse in 
den Wachstadien in Übereinstimmung mit der Interpretation von [RAFFERTY&GARDNER-96] zei-
gen.  Trotzdem gibt es beim Atemantrieb keine Langzeitkorrelationen im REM-Schlaf – im Gegen-
satz zur Atemeinteilung und zum Herzschlag.  Daher deuten die Ergebnisse darauf hin, dass die 
Langzeitkorrelationen im REM-Schlaf (und beim Herzen auch in den Wachphasen) nicht durch 
bewusstseinsgesteuerte Aktivitäten ausgelöst werden, sondern durch eine kortikale Beeinflussung, 
die vom autonomen Zentrum im Hirn ausgeht. 

II.B.5. Herztod-Risiko Erkennung nach Herzinfarkt 
In den vorhergehenden Kapiteln habe ich zur Charakterisierung von nichtstationären medizinischen 
Zeitreihen hauptsächlich die DFA-Methode verwendet, die zwar Trends in den Daten beseitigen 
kann, aber eine vorherige Aufteilung der Reihen in homogene Bereich (z.B. Schlafstadien) erfor-

Abb. I I .B.20:  DFA der Atmungsvolumina eines gesunden Pro-
banden in den verschiedenen Schlaf- und Wachstadien.  Die 
reskalierten Fluktuationsfunktionen F(s)/s1/2 sind doppelt loga-
rithmisch gegen die Skala s (in Atemzügen) aufgetragen, so dass 
ein horizontaler Verlauf unkorreliertem Verhalten entspricht.  
Die Symbole entsprechen den Ordnungen der Trendbereinigung, 
DFA1 (�), DFA2 (�), DFA3 (�) und DFA4 (�).  Die gestrichelten 
Geraden haben die angegebenen Steigungen und sind zum Ver-
gleich gezeigt (nach [KANTELHARDTetal-03b]). 
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dert, weil sonst Langzeitkorrelationen in einem Bereich unkorreliertes Verhalten in einem anderen 
Bereich überdecken.  Die Unterscheidung der Aktivitätsphasen ist aufwendig und bei den meisten 
medizinischen Studien bisher nicht möglich.  Langzeitaufzeichnungen vor allem des EKGs über 24 
Stunden sind hingegen zur Untersuchung der Herzfunktion sehr häufig; es gibt dazu große Studien, 
und auch mit solchen Daten müssen Diagnosen gestellt werden.  Dabei kommt es oft nicht ent-
scheidend auf das Langzeit-Korrelationsverhalten an, sondern auf Quasiperiodizitäten in den Zeit-
reihen, die die biologischen Regelkreise charakterisieren sollen.  Um nichtstationäre 24-Stunden 
Datensätze in großen Studien auszuwerten, wird eine Methode benötigt, die ohne manuelle Eingrif-
fe und Stationaritäts-Überprüfungen arbeitet. Als solche Methode habe ich die Phasen-ausgerichtete 
Signal-Mittelung (PRSA) gemeinsam mit A. Bauer und G. Schmidt entwickelt, siehe Kapitel II.A.5.  
Hier beschreibe ich – ausgehend von der medizinischen Motivation – die Optimierung der Methode 
und ihren Test an zwei Blindstudien [BAUERetal-04]. 

a) Medizinische Motivation, konventionelle Ver fahren zur  Risikoabschätzung 
und Beschreibung der  Studien mit Infarktpatienten 
Der plötzliche Herztod ist eine der wichtigsten Todesursachen für die erwachsene Bevölkerung in 
der industrialisierten Welt [MYERBURGetal-93, MYERBURGetal-97].  Bei Patienten, die einen Herz-
infarkt erlitten haben, beträgt trotz Behandlung die Wahrscheinlichkeit für plötzlichen Herztod bis 
zu 10% in zwei Jahren [MOSSetal-02].  Ein wesentlicher Teil dieser Todesfälle könnte durch die 
Implantation eines Defibrillators verhindert werden.  Die Operation kann aber wegen der Nebenef-
fekte und der hohen Kosten nicht bei jedem Herzinfarkt-Patienten durchgeführt werden.  Daher ist 
es wichtig, das individuelle Risiko für einen tödlichen Herzanfall möglichst genau zu bestimmen, 
um dann den Herzinfarkt-Patienten mit dem höchsten Risiko einen Defibrillator zu implantieren.   
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Abb. I I .B.21:  DFA2 der Verhältnisse TI/Ttot (Atmungszeiteinteilung, „ respiratory timing“ , (a,b)) und VI/TI 
(Atmungsantrieb, „ respiratory drive“ , (c,d)), deren Vergleich Aussagen über die Unterschiede in der Rege-
lung der Atmung im non-REM Schlaf (Leicht- und Tiefschlaf, (a,c)) und im REM-Schlaf (b,d) erlaubt.  Die 
reskalierten Fluktuationsfunktionen F(s)/s1/2 sind doppelt logarithmisch gegen die Skala s (in Atemzügen) 
aufgetragen, so dass ein horizontaler Verlauf unkorreliertem Verhalten entspricht.  Die Symbole gehören zu 
acht verschiedenen Probanden (vertikal verschoben).  Die gestrichelten Geraden sind zum Vergleich gezeigt 
und zeigen Potenzgesetze an mit α = 0.57 (a), 0.71 (b), 0.64 (c) und 0.93 (d), die den mittleren Verlauf im 
Bereich von 7 bis 35 Atemzügen bei allen Probenden entsprechen (siehe auch Tabelle II.B.3).  Man erkennt, 
dass der Atmungsantrieb sehr stark durch zusätzliche Kurzzeitkorrelationen beeinflusst wird und nur dadurch 
höhere Werte des effektiven Exponenten α aufweist (nach [ROSTIGetal-04]). 
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Gegenwärtig wird insbesondere von der amerikanischen kardiologischen Gesellschaft die „ linke 
ventrikuläre Auswurffraktion“ (left ventricular ejection fraction, LVEF) als „Goldstandard“ zur 
Risikoabschätzung bei Herzinfarkt-Patienten empfohlen [GREGORATOSetal-02].  LVEF bezeichnet 
das Verhältnis zwischen dem pro Herzschlag von der linken Herzkammer gepumpten Blutvolumen 
und dem bei jedem Schlag in der Herzkammer verbleibenden Blutvolumen; d.h. es ist eine Art Vo-
lumen-Wirkungsgrad der linken Herzkammer.  Der Normalwert für Gesunde liegt bei über 65% 
[ROCHE-99].  Die Volumina lassen sich in zeitaufgelösten Röntgenaufnahmen bestimmen, wenn ein 
Kontrastmittel ins Blut gespritzt wird.  Die Untersuchung hat den Nachteil, dass der Patient das 
Kontrastmittel und eine nicht unerhebliche Dosis an Röntgenstrahlung ertragen muss.  Eine eben-
falls mögliche aber weniger genaue Messung mit Ultraschall wird in München nur bei knapp 13% 
der Patienten bevorzugt. 
Demgegenüber hätte ein nicht-invasives und ohne Strahlenbelastung auskommendes Verfahren, wie 
die ambulante 24-Stunden Aufzeichnung und Auswertung des EKGs, für die nur wenige Messelekt-
roden aufgeklebt werden müssen, wesentliche Vorteile.  Üblicherweise [BIGGERetal-92, TASKFOR-

CE-96] berechnet man die Standardabweichung der Herzschlagintervalle vom Mittelwert (SDNN) 
sowie die gesamte spektrale Leistung in den drei Frequenzbändern HF (high frequency, 0.15 Hz < f 
≤ 0.4 Hz), LF (low frequency, 0.04 Hz < f ≤ 0.15 Hz) und VLF (very low frequency, 0.0033 Hz < f 
≤ 0.04 Hz), siehe Abschnitt II.B.2.d für eine genaue Beschreibung des Verfahrens.  Es ist bekannt, 
dass darauf basierende Analysen der Herzfreqeunzvariabilität einen statistisch signifikanten zusätz-
lichen Beitrag zur Risikoabschätzung liefern können [KLEIGERetal-87, BIGGERetal-92, ZUANETTI-
etal-96, LAROVEREetal-98], aber weil der LVEF-Parameter für sich genommen als zuverlässiger 
gilt, konnten sich diese Analysen bisher in der Praxis nicht durchsetzen.  Ein Grund für die Proble-
me mit den Herzfrequenz-Parameter dürfte in den Nichtstationaritäten der Aufzeichnungen liegen, 
die eine einfache Spektralanalyse zu sehr stören. 
Die Münchner Herz-Infarkt-Patienten-Studie (ISAR) [BARTHELetal-03] umfasst 1455 Patienten 
unter 76 Jahren (Durchschnittsalter 56 ± 10 Jahre, 21% Frauen, 17% mit Diabetes), die in den Jah-
ren 1996 bis 2000 einen nicht tödlichen Herzinfarkt erlitten haben und im Deutschen Herzzentrum 
München oder in der 1. Medizinischen Klinik rechts der Isar der Technischen Universität München 
behandelt wurden.  Von allen Patienten wurden ungefähr zwei Wochen nach dem Infarkt 24-
Stunden EKGs aufgezeichnet und der LVEF-Index bestimmt (Durchschnitt 54 ± 13%).  Die Patien-
ten wurden alle 6 Monate erneut untersucht; innerhalb von zwei Jahren verstarben 70 von ihnen.  
Anhand der Daten dieser Studie haben wir die PRSA-Methode optimiert und einen Risiko-
Indikator-Parameter definiert.  Ziel war es, aus den ursprünglichen, wenige Tage nach dem Infarkt 
aufgezeichneten 24-Stunden EKGs eine Vorhersage zu machen, ob der Patient in den zwei Folge-
jahren gestorben ist.  Ein unabhängiger Test erfolgte anschließend mit zwei ähnlichen Studien aus 
London [COPIEetal-96, REDWOODetal-97] und Oulu (Finnland) [HUIKURIetal-03], an denen 656 
bzw. 600 Patienten teilnahmen, von denen 66 bzw. 77 innerhalb von zwei Jahren gestorben sind.   

b) Optimierung der  PRSA und Definition eines Risiko-Parameters 
Jetzt wende ich die PRSA-Methode auf die 24-Stunden Reihen der Zeitintervalle zwischen aufein-
ander folgenden Herzschlägen aus der ISAR-Studie an, um einen geeigneten Parameter zur Charak-
terisierung der PRSA-Kurven zu finden.  Bei der Anwendung haben wir zusätzlich zu der in Kapitel 
II.A.5 detailliert beschriebenen Prozedur noch Triggerpunkte ausgeschlossen, die mit hoher Wahr-
scheinlichkeit auf Artefakte in den (ungeprüften) Zeitreihen zurückgingen.  Abweichend von dem 
Triggerkriterium (II.A.66) (xi > xi−1) haben wir dazu nur Anstiege der Herzschlag-Zeitintervalle um 
maximal 5% zugelassen (1.05 xi−1 > xi > xi−1), denn stärkere Anstiege sind mit hoher Wahrschein-
lichkeit Artefakte einer nicht zuverlässigen Erkennung der einzelnen Herzschläge.  Dennoch lag die 
Anzahl der Triggerpunkte noch bei über 40% der Gesamtzahl der Herzschlag-Intervalle. 
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Abbildung II.B.22 zeigt typische Ergebnisse für einen Patienten, der mehr als zwei Jahre nach dem 
Herzinfarkt überlebt hat, und für einen Patienten, der schon nach kurzer Zeit gestorben ist.  Die 
stärksten Oszillationen in PRSA(δ) mit T = 1, d.h. ohne eine Unterdrückung der hohen Frequenzen, 
treten in der Mitte um die Triggerpunkte auf, die bei δ = 0 ausgerichtet sind.  Beim Überlebenden 
erkennt man hochfrequente Oszillationen mit einer Periode von ungefähr fünf Herzschlägen, die 
wohl von der Atmung verursacht werden (Sinus-Arrhythmie).  In Abständen über ca. 30 Herzschlä-
gen von der Mitte klingen diese Oszillationen ab, weil die Phasen aufgrund von Nichtstationaritäten 
nicht mehr synchron sind; d.h. die Kohärenzzeit der hochfrequenten Quasiperiodizität liegt etwa bei 
30 Herzschlägen.  Man erkennt auch eine langsamere quasiperiodische Schwingung mit einer Per-
diode von ungefähr 35 Herzschlägen, deren Abklingen erst für größere Fensterbreiten L zu sehen 
wäre.  Die PRSA-Kurve des Nicht-Überlebenden offenbart hingegen kaum quasiperiodische Oszil-
lationen.  Alle Frequenzkomponenten sind schwächer, was auf die Abwesenheit von funktionieren-
den biologischen Regelkreisen hindeutet.  Die Schwingung in der Mitte ähnelt der negativen Ablei-
tung einer δ-Funktion – der erwarteten PRSA-Kurve für weißes Rauschen. 
Die in Abb. II.B.22 gezeigten PRSA-Kurven lassen sich auf viele unterschiedliche Weisen quantifi-
zieren.  Eine Möglichkeit, die am meisten der Standardanalyse der Herzfrequenzvariabilität ähnelt, 
besteht darin, das Frequenzspektrum zu berechnen und dann die gesamte spektrale Leistung in den 
drei Bändern HF, LF und VLF zu ermitteln.  Dazu sind die beiden Parameter T und L jeweils so 
anzupassen, dass die berechnete PRSA-Kurve für das betreffende Frequenzband optimal ist.  Auf 
diese Weise lassen sich für jeden Patienten drei Zahlen ermitteln, deren Korrelation mit dem Über-
leben analysiert werden kann.  Die Durchführung der Analyse zeigt, dass die aus dem PRSA be-
stimmten HF-, LF- und VLF-Werte deutlich besser mit dem Überleben der Patienten korrelieren als 
das für die entsprechenden HF-, LF- und VLF-Werte aus der Standard-Spektralanalyse ohne vorhe-
rige Berechnung des PRSA der Fall ist.  Insbesondere der LF-Wert der PRSA-Kurve eignet sich in 
der ISAR-Studie gut zur Risikoabschätzung.  Die Korrelation ist jedoch für keinen dieser Parameter 
statistisch signifikant besser als für den Goldstandard LVEF, den wir übertreffen wollen. 
Eine andere Möglichkeit zur Quantifizierung der PRSA-Kurven besteht darin, die Kurven durch 
einzelne Werte oder Steigungen zu beschreiben.  Eine solche Charakterisierung durch acht Stei-
gungswerte ist in Abb. II.B.23 skizziert.  Diese Parameterisierung kann nur die zentrale Oszillation 
der PRSA-Kurve beschreiben.  Darum ist sie für verschiedene Werte von T zu wiederholen, wobei 
jeweils Quasiperiodizitäten mit unterschiedlicher Frequenz selektiert und charakterisiert werden.  
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Abb. I I .B.22:  Ergebnisse der PRSA-Methode mit T = 1 und L = 80 für einen typischen überlebenden Pati-
enten (links) und einen Nicht-Überlebenden (rechts) aus der ISAR-Studie.  Der Phasen-ausgerichtete Signal-
Mittelwert ist in Millisekunden gegen den Abstand j ≡ δ von den Triggerpunkten (Anzahl der Herzschläge) 
aufgetragen.  Man erkennt, dass zwei Quasiperiodizitäten bei dem Überlebenden stark ausgeprägt sind.  Die 
ausgefüllten Punkte werden für die Berechnung des Parameters CWA in Gl. (II.B.7) verwendet; beide Qua-
siperiodizitäten tragen dazu bei (nach [BAUERetal-04]). 
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Auf diese Art kommt man bei der Be-
trachtung von sechs Frequenzen – z.B. 
jeweils zwei in jedem der drei übli-
chen Bänder – schnell zu fast 50 Pa-
rametern.  Unsere Rechnungen für die 
ISAR-Studie ergaben, dass vor allem 
der Steigungsparameter S5 für T = 16 
bis 20 Herzschläge stark mit dem  
Überleben der Patienten in den folgen-
den zwei Jahren korreliert ist und da-
mit gut zur Risikoabschätzung taugt.  
Einen geringen zusätzlichen, aber sta-
tistisch unabhängigen Beitrag liefert 
überraschenderweise der Parameter 
S1, ebenfalls für T = 16 bis 20 Herz-
schläge.  Allerdings ist diese Art der 
Quantifizierung der PRSA-Kurve recht 
kompliziert und daher störanfällig.  
Für ungeprüfte Datenreihen hat sie 
sich in unseren Versuchen als nicht hinreichend robust gegenüber Artefakten erwiesen.  Sie hebt 
außerdem hauptsächlich auf die eine Frequenz ab, die durch T ≈ 18 Herzschläge selektiert wird und 
etwa zwischen dem LF- und dem VLF-Band liegt.   
Damit konnten weder die ganz in der Frequenzdomäne angesiedelten Spektralanalyse-Parameter 
noch die ganz in der Zeit-Domäne angesiedelten Steigungen aus der PRSA-Kurve als Parameter 
voll überzeugen.  Während die Spektralanalyse der PRSA-Kurve die ungleichmäßige Bedeutung 
der verschiedenen Abstände δ vom Zentrum (von den Triggerpunkten) ignoriert, können die Para-
meter der Zeitdomäne nicht verschiedene Quasiperiodizitäten gleichzeitig erfassen und sind zu 
empfindlich gegenüber Artefakten.  Einen guten Kompromiss ermöglicht die Verwendung eines 
Wavelet-Koeffizienten (siehe Abschnitt II.A.3.a), denn Wavelets sind weder in der Zeit- noch in der 
Frequenz-Domäne scharf festgelegt.  Man kann einerseits die Mitte der PRSA-Kurven als Zentrum 
des zum Vergleich verwendeten Wavelets verwenden und andererseits durch die Frequenzunschärfe 
des Wavelets ein ganzes Band gleichzeitig abdecken.  Konkret haben wir den Haar-Wavelet-
Koeffizienten an der Position δ = –2 und mit der Skala s = 4 Herzschläge zur Charakterisierung der 
PRSA-Kurven ausgewählt, die zentrale (central) Wavelet Amplitude (CWA), 
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zur Notation siehe Definitionen (II.A.28) und (II.A.30).  Um aus der diskreten Kurve PRSA(δ) für 
Gl. (II.B.7) eine kontinuierliche zu machen, wird PRSA(x) = PRSA(δ) gesetzt für δ ≤ x < δ+1.  
Damit lautet der CWA-Parameter des diskreten Signals CWA = [PRSA(0) + PRSA(1) – PRSA(–1) 
– PRSA(–2)]/4.  Die vier hier verwendeten Werte von PRSA(δ) sind in den beiden Beispielen in 
Abb. II.B.22 durch dicke Punkte gekennzeichnet.  Der Wert von CWA wird bestimmt durch die 
Höhe des zentralen Anstiegs in der PRSA-Kurve, PRSA(0) − PRSA(−1), der alle Frequenzkompo-
nenten charakterisiert, und durch die benachbarten Werte PRSA(1) und PRSA(−2).  Man könnte 
auch größere Werte von s betrachten, um niedrigere Frequenzen zu studieren, und Positionen  
δ ≠ –s/2 wählen, um das Abklingen der Phasensynchronisation zu untersuchen.  Die größte Vorher-
sagekraft hat in der Münchener Herzinfarkt-Patienten-Studie aber der Parameter CWA. 
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Abb. I I .B.23:  Skizze zur Charakterisierung der PRSA-
Kurve (repräsentativ; durchgezogene Linie) durch acht Stei-
gungsparameter S1 bis S8 (gestrichelte Linien), die in den 
Bereichen −2 < δ/T < −1.25 (S1), −1.25 < δ/T < −1 (S2), −1 
< δ/T < −0.25 (S3), −0.25 < δ/T < 0 (S4), 0 < δ/T < 0.25 
(S5), 0.25 < δ/T < 1 (S6), 1 < δ/T < 1.25 (S7) und 1.25 < δ/T 
< 2 (S8) angepasst werden. 
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Tabelle I I .B.4:  Ergebnisse der Risiko-Indikator-Vergleiche für das Überleben zwei Jahre nach einem Herz-
infarkt.  Für die drei im Text beschriebenen Parameter CWA, LVEF und SDNN sowie für zwei Kombinatio-
nen daraus ist die Fläche unter der Sensitivitäts-Spezifitäts-Kurve angegeben in den drei betrachteten Studien 
sowie für die Kombination der drei Studien.  Man erkennt, dass CWA statistisch signifikant besser als LVEF 
und SDNN und auch besser als die Kombination aus diesen beiden ist.  Nur durch Kombination von CWA 
und LVEF lässt sich nochmals eine Verbesserung um 2 bis 3% in der Risiko-Vorhersage erzielen.  Die Feh-
lerangaben wurden mit der Bootstrap-Methode ermittelt (nach [BAUERetal-04]). 

 Studie München 
(1455 Patienten) 

Studie London 
(656 Patienten) 

Studie Oulu 
(600 Patienten) 

Alle zusammen 
(2711 Patienten) 

CWA 77.9 ± 0.03 80.2 ± 0.03 73.6 ± 0.03 77.6 ± 0.02 
LVEF 70.1 ± 0.03 67.4 ± 0.04 59.5 ± 0.04 68.9 ± 0.02 
SDNN 69.6 ± 0.03 68.5 ± 0.04 64.2 ± 0.03 67.1 ± 0.02 
CWA + LVEF 80.7 ± 0.03 82.9 ± 0.02 76.7 ± 0.03 79.8 ± 0.01 
SDNN + LVEF 75.1 ± 0.03 72.2 ± 0.03 69.9 ± 0.03 72.0 ± 0.02 

c) Vergleich der  Ergebnisse der  PRSA mit anderen Methoden 
Wir haben für alle drei Studien und auch für die zusammengefasste Auswertung die Vorhersage-
kraft des neuen Parameter CWA für die Prognose des Tods innerhalb von zwei Jahren mit der Vor-
hersagekraft der Parameter LVEF und SDNN verglichen.  LVEF gilt bisher als „Goldstandard“ und 
SDNN, die Standardabweichung der Herzfrequenz, ist der beste Parameter aus der Standard-
Analyse der Herzfrequenzvariabilität [TASKFORCE-96] (siehe Abschnitt II.B.5.a).  Der Parameter 
CWA aus dem Zentrum der PRSA-Kurve ist bei den Patienten, die innerhalb von zwei Jahren nach 
ihrem Herzinfarkt starben, signifikant niedriger als bei den Patienten, die zwei Jahre überlebten.   
Da alle betrachteten Parameter kontinuierlich sind, erfolgt ein Test ihrer Vorhersagekraft am besten 
durch einen Vergleich der Flächen unter den Sensitivitäts-Spezifitäts-Kurven [HANLEY&MCNEIL-
82].  Dabei wird für jeden Parameter die Schwelle, die zwischen Überlebenden und Nicht-
Überlebenden trennen soll, kontinuierlich variiert.  Der Anteil der korrekt als Überlebende erkann-
ten Patienten (Spezifität) wird gegen den Anteil der korrekt als Nicht-Überlebende erkannten Pati-
enten (Sensitivität) aufgetragen.  Das ergibt für jeden denkbaren Schwellenwert einen Punkt; die 
Verbindung der Punkte führt dann zur Sensitivitäts-Spezifitäts-Kurve.  Bei idealen Daten würden 
für niedrige Schwellen alle Überlebenden korrekt zugeordnet (Spezifität = 1), aber einige Nicht-
Überlebende würden falsch zugeordnet (0 ≤ Sensitivität < 1).  Beim Erreichen der optimalen 
Schwelle wären beide Werte 1, und dann würde für eine weiter angehobene Schwelle die Spezifität 
fallen bei konstanter Sensitivität = 1.  Es entstünde also eine Kurve durch die Punkte (0,1), (1,1) 
und (1,0); die Fläche unter dieser idealen Kurve ist 1 = 100%.  In der Praxis können die Gruppen 
der Überlebenden und der Nicht-Überlebenden nicht vollständig getrennt werden.  Darum geht die 
Kurve nicht durch den Punkt (1,1) und die Fläche unter der Kurve ist geringer.   
Die Flächen unter den Sensitivitäts-Spezifitäts-Kurven für die Parameter CWA, LVEF und SDNN 
sind in Tabelle II.B.4 angegeben.  Man erkennt, dass CWA eindeutig bei allen drei Studien und 
auch bei ihrer Kombination die größte Fläche bringt.  Die Fehlerangaben in der Tabelle wurden 
durch ein so genanntes Bootstrap-Verfahren ermittelt [EFRON&TIBSHIRANI-93], bei dem viele En-
semble aus (teilweise gleichen) Patienten zusammengestellt werden, um so die Schwankung der 
Fläche unter der Sensitivitäts-Spezifitäts-Kurve zu ermitteln.  Weiterhin zeigt die Tabelle, dass eine 
Kombination der Parameter CWA und LVEF noch eine leichte Verbesserung gegenüber CWA al-
lein bringt, während eine Kombination von LVEF und SDNN den Wert für CWA allein nicht zu 
übertreffen vermag.  Damit wurde gezeigt, dass der allein aus dem EKG bestimmte Risikoindikator 
CWA dem als Goldstandard geltenden und meist durch aufwendige Röntgenuntersuchung mit Kon-
trastmittel bestimmten Parameter LVEF klar überlegen ist.   
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II.C. Weitere physiologische An-
wendungen 

II.C.1. Korrelationen der Anordnung 
der Basenpaare in der Erbinformation 
Die Anwendung, für die die DFA-Methode (siehe 
Abschnitt II.A.2) ursprünglich entwickelt wurde 
[PENGetal-94], ist die Untersuchung von langreich-
weitigen Korrelationen in der Anordnung der Basen-
paare der Erbinformation.  Nachdem Anfang der 90er 
Jahre die Sequenzierung längerer Abschnitte gelun-
gen war, stellte sich die Frage, ob diese Sequenzen 
vom statistischen Standpunkt her rein zufällig und 
unkorreliert sind, oder ob die Anordnung Korrelatio-
nen aufweist, die vielleicht bei der Interpretation der 
einzelnen Abschnitte helfen können.   
Die Erbinformation ist im Zellkern auf den Chromosomen gespeichert, die aus einer Doppelhelix 
von Phosphat-Zuckern (Desoxyribonukleinsäure, DNS) bestehen, an denen innen je eine Base 
hängt:  Adenin (A), Guanin (G), Cytosin (C) oder Thymin (T), siehe auch Abb. II.C.1.  Die Basen 
Adenin und Guanin werden auch als Purine bezeichnet, Cytosin und Thymin als Pyrimidine.  Ge-
genüberliegende Basen sind durch Wasserstoff-Brücken gebunden, wobei jede Base nur zu einer 
anderen als Gegenstück passt.  Daher ist in jedem Basenpaar die Information von 2 Bit gespeichert 
(4 Möglichkeiten: AT, GC, CG, TA; siehe Abb. II.C.1).  Die Erbinformationen sind beim Men-
schen in nur etwa fünf Prozent der Basenpaare gespeichert, die die so genannten kodierenden Be-
reiche der DNS, die Gene, ausmachen.  In diesen Bereichen entsprechen jeweils drei aufeinander 
folgende Basen (also 6 Bit, 64 Kombinationen) einer Aminosäure, so dass also eigentlich Amino-
säuren-Sequenzen für die Proteine kodiert sind.  Die restlichen 95 Prozent der DNS werden nicht 
zur Aminosäuren-Kodierung benutzt.  Bei primitiveren Lebewesen ist der Anteil der kodierenden 
Bereiche höher, so dass sie trotz deutlich weniger DNS nicht viel weniger Gene haben.   
Um die Anordnung der Basenpaare mit den Methoden der Zeitreihenanalyse studieren zu können, 
muss die Sequenz aus 2-Bit-Werten zuerst in eine Zahlenreihe umgewandelt werden.  Dazu gibt es 
mehrere Möglichkeiten; am weitesten verbreitet ist es, für AT und GC den Wert xi = +1 zu setzen 
und für CG und TA xi = –1 (Purin-Pyrimidin-Regel).  Es zeigt sich, dass solche Reihen oft stück-
weise konstante Trends aufweisen, weil es viele Bereiche gibt, in denen über längere Strecken ein 
bestimmtes Basenpaar überwiegt.  Darum war die DFA-Methode nötig, um zwischen solchen 
Nichtstationaritäten und echten langreichweitigen Korrelationen zu unterscheiden.   
In den ersten Arbeiten ohne DFA [PENGetal-92, LI&KANEKO-92, VOSS-92] war noch von lang-
reichweitigen Korrelationen in allen Abschnitten der DNS die Rede.  In der ersten Arbeit mit DFA 
[PENGetal-94] wurde dann gefunden, dass keine langreichweitigen Korrelationen (α = 0.5) in den 
kodierenden DNS-Abschnitten (den Genen) auftreten, während die nicht kodierenden Bereiche, 
durchaus langreichweitige Korrelationen aufweisen, siehe Abb. II.C.2.  Allerdings ist der Fluktuati-
onsexponent dafür nicht besonders hoch; ein typischer Wert ist α ≈ 0.6.  Neben den möglichen 
langreichweitigen Korrelationen sind stets kurzreichweitige Korrelationen vorhanden, und zwar 
insbesondere auf Skalenlängen von drei und neun Basenpaaren, weil immer drei Basenpaare eine 
Aminosäure kodieren.  Diese kurzreichweitigen Korrelationen sind in den kodierenden Bereichen 
etwas stärker ausgeprägt, im Gegensatz zu den dort fehlenden langreichweitigen Korrelationen.  Ein 
systematischer Vergleich im Hinblick auf die langreichweitigen Korrelationen [BULDYREVetal-95] 

Abb. I I .C.1: 
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ergab die signifikant verschiedenen Mittelwerte 
α = 0.50 ± 0.02 für die kodierenden Bereiche 
und α = 0.58 ± 0.03 für die nicht kodierenden 
Bereiche.  Man versuchte, diese Unterschiede 
zur automatischen Erkennung von kodierenden 
Bereichen zu nutzen [BULDYREVetal-94].  Dazu 
gibt es in jüngerer Zeit Ansätze die auf Entro-
pie-Vergleichen beruhen [AZADetal-02a, AZAD-
etal-02b]. 
Zu ähnlichen Ergebnissen wie [BULDYREVetal-
95] kamen [ARNEODOetal-98b, ARNEODOetal-
02] mit der WTMM-Methode (siehe Abschnitt 
II.A.3.f).  Es zeigte sich, dass die langreichwei-
tigen Korrelationen in den nicht-kodierenden 
Bereichen der DNS auf Längenskalen von 20 
bis 200 Basenpaaren deutlich schwächer sind (α 
= 0.59 ± 0.02) als auf Längenskalen von 200 bis 
5000 Basenpaaren (α = 0.82 ± 0.01) [ARNEO-

DOetal-02], siehe auch [VISWANATHANetal-98].  
Zusätzlich fanden Arneodo et al., dass die Stär-
ke der langreichweitigen Korrelationen in den nicht-kodierenden Bereichen vom Guanin- und Cyto-
sin-Anteil abhängt, und dass sich schwache langreichweitige Korrelationen auch in den kodierenden 
Bereichen entdecken lassen, wenn man nur jede dritte Base in der Sequenz für die Analyse benutzt.  
Dadurch verschwinden die starken Dreierkorrelationen, die sonst die Erkennung erschweren.  Wei-
terhin wurden multifraktale Analysen der DNS-Sequenzen durchgeführt, die in den meisten Fällen 
monofraktales Verhalten sowohl von den kodierenden als auch von den nicht-kodierenden Berei-
chen ergaben.  Diese Analysen wurden mit WTMM [ARNEODOetal-02] bzw. mit MF-DFA durchge-
führt [ROSASetal-02], wobei letzteres die erste Anwendung der MF-DFA außerhalb der Gießener 
bzw. Bostoner Gruppe ist.  Allerdings existiert auch die Behauptung, dass die nicht-kodierenden 
Bereiche multifraktales Verhalten zeigen [YUetal-01]. 
Kürzlich wurde darüber hinaus nachgewiesen, dass die Korrelationen in der DNS völlig verschie-
dener Zellen (Eukaryoten und Eubakterien) in gleicher, universeller Weise auftreten, während sie 
bei Archaebakterien fehlen [AUDITetal-01, ARNEODOetal-02].  Dies deutet in Kombination mit wei-
teren Ergebnissen darauf hin, dass die langreichweitigen Korrelationen die dreidimensionale „Ver-
packung“ der DNS mit den so genannten Nukleosomen, die bei den Archaebakterien fehlt, unter-
stützen oder erst ermöglichen. 

II.C.2. Langzeit-Korrelationsverhalten sensorischer Nervenimpulse 
Neben den Signalen, die vom Hirn ausgehen, um im Rahmen des autonomen oder des somatischen 
Nervensystems Körperfunktionen oder Bewegungen zu steuern, wofür ich im Kapitel II.B die 
Langzeitkorrelationen studiert habe, gibt es auch Signale, die in umgekehrter Richtung laufen und 
Sinneswahrnehmungen an das Hirn vermitteln.  Das Fluktuations- und Korrelationsverhalten dieser 
Signale bei Abwesenheit von äußeren Reizen soll jetzt das Thema sein, weil man aus möglichen 
Langzeitkorrelationen Rückschlüsse über die Komplexität des biologischen Sensor-Systems ziehen 
kann.  Da die Messung der entsprechenden Nerven-Signale nur invasiv erfolgen kann, ist eine Be-
schränkung auf die Untersuchung von einfacheren Tieren geboten.  Zudem hat das den Vorteil, dass 
deren Sinnesorgane nicht ganz so komplex und darum eher verstehbar sind.  In der Zusammenarbeit 
mit der biophysikalischen Gruppe von Prof. F. Moss (St. Louis, USA) ergab sich die Gelegenheit, 

Abb. I I .C.2: Vergleich der DFA1-Fluktuati-
onsfunktionen für kodierende (¤ ) und nicht-
kodierende (¡ ) Basensequenzen der Erbinformati-
on, sowie für künstliche Vergleichssequenzen (×, 
+) (aus [PENGetal-94]). 
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die Signale von Sinnesorganen von Fi-
schen und Krebsen zu untersuchen und 
zwar von Elektro- und Mechanosensoren, 
die elektrische Felder bzw. Erschütterun-
gen im Wasser detektieren [BAHARetal-
01].  In beiden Fällen werden Nervenim-
pulse registriert, und zwar jeweils am ers-
ten vom biologischen Sensor-System weg-
führenden Neuron, d.h. auf der gleichen 
peripheren Ebene.  Die betrachteten Zeit-
reihen bestehen (ähnlich wie beim Herz-
schlag in Abschnitt II.B.1) aus den Zeitin-
tervallen ti zwischen aufeinander folgen-
den Impulsen. 

a) Antikor relationen bei Elektro-
sensoren des Löffelstörs 
Der Löffelstör (Polyodon spathula) ist 
einer der größten Süßwasser-Fische in 
Nordamerika.  Er ernährt sich ausschließ-
lich von Plankton (Daphnia, ≈ 2mm groß), 
das er anhand der bei Schwimm- und Fressbewegungen erzeugten schwachen elektrischen Felder 
im Wasser erkennt und verfolgt.  Dazu [NEIMANetal-00] und zur Erkennung von Hindernissen im 
Wasser [GURGENSetal-00] besitzt er einen passiven Elektrosensor [BULLOCKetal-83, WILKENSetal-
97] in seiner ungewöhnlich langen und breiten Nase (darum „Löffel“ -Stör).  Die Elektrorezeptoren 
sind in Clustern angeordnet, die aus etwa 25 Poren bestehen, wobei jede Pore etwa 400 empfindli-
che Haarzellen aufweist, siehe Abb. II.C.3.  Die Empfindlichkeit für elektrische Felder wurde in 
Verhaltensexperimenten bestimmt zu 0.5 bis 1µV/cm [RUSSELetal-99].  Von jedem Cluster führt 
eine Nervenfaser weg, und an diesen Nervenfasern werden die Impulse für die Analyse mit Stan-
dardverfahren [DOUGLASSetal-93, WILKENS&DOUGLASS-94, WILKENSetal-97] registriert.  Die Un-
tersuchung erfolgt ohne stimulierendes äußeres Feld und bei drei Experimenten sogar mit einer zu-
sätzlichen Abschirmung des „Löffels“  durch µ-Metall, um jegliche äußere Beeinflussung des Elekt-
rosensors auszuschließen.  Zusätzlich wurde die Wasserzufuhr im Becken für einige Messungen 
abgeschaltet, aber das hatte auch keinen Einfluss auf die Ergebnisse.   
Abbildung II.C.4(a) zeigt die DFA1- bis DFA7-Fluktuationsfunktionen für einen typischen Daten-
satz von einem Elektrosensor des Löffelstörs (Länge ≈ 30 000 Nervenimpulse).  Man erkennt, dass 
die Steigung der Kurven für alle DFA-Ordnungen deutlich kleiner als α = 1/2 (für unkorreliertes 
Verhalten) ist und in diesem Beispiel etwa 0.25 beträgt.  Das bedeutet, dass die Zeitintervalle zwi-
schen den Nervenimpulsen des Elektrosensors stark antikorreliert sind.  Auf längere Intervalle fol-
gen kürzere und umgekehrt, und das gilt über viele Zeitskalen hinweg.  Die Ergebnisse zeigen An-
tikorrelationen bis zu Zeitskalen von 10 bis 200 Sekunden je nach Versuch und Nervenimpulsrate 
des untersuchten Tieres.  Demnach ist das Elektrosensor-System überraschend komplex; es hat ein 
Langzeit-„Gedächtnis“  von bis zu 200 Sekunden, und das schon auf der ersten peripheren Ebene.  
Erst auf großen Zeitskalen sieht man einen Übergang, der wahrscheinlich durch Trends oder andere 
Nichtstationaritäten verursacht wird.  Dass Nichtstationaritäten auftreten, ist zu erwarten, denn bei 
den meisten Experimenten wird das Ende der Messung dadurch verursacht, dass der Fisch stirbt.  
Da die Daten antikorreliert sind, haben Trends und Nichtstationaritäten sehr starke Auswirkungen 
und lassen sich selbst mit Polynomen hohen Grades nicht vollständig beseitigen.   

Abb. I I .C.3:  Skizze zu den Elektrosensoren des Löf-
felstörs (unten). In dem „Löffel“  (unten links) befin-
den sich Cluster (Mitte links) aus Poren (oben links), 
die wiederum Haarzellen als eigentliche Sensoren 
enthalten.  Die Messung erfolgt an einem vom Cluster 
wegführenden Neuron, und man registriert die Ner-
venimpulse (oben rechts) (aus [BAHARetal-01]). 
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Abbildung II.C.4(b) zeigt einen Vergleich der DFA5-Ergebnisse für sieben weitere Datensätze.  Ich 
habe die hohe Ordnung zur Trendbeseitigung verwendet, weil damit der antikorrelierte Bereich et-
was besser zu erkennen ist.  Bei der obersten Kurve sieht man trotzdem nur einen sehr begrenzten 
Bereich mit Antikorrelationen.  Solche Datensätze wurden als „problematisch“ klassifiziert.  Bei 
den meisten Datensätzen ergab sich ein antikorreliertes Skalenverhalten über mehr als anderthalb 
Dekaden, und der Fluktuationsexponent α konnte im Skalenbereich zwischen 50 und 500 Nerven-
impulsen bestimmt werden („gute“  Fits, siehe z.B. die gestrichelte Gerade mit Steigung 0.19 in 
Abb. II.C.4(b)).  Abbildung II.C.4(c) zeigt, dass die gemischten Datenreihen derselben acht Expe-
rimente wie in Abb. II.C.4(a) und (b) alle unkorreliertes Verhalten aufweisen.  Daher sind die Anti-
korrelationen nicht auf die Verteilung der Zeitintervalle zwischen den Nervenimpulsen zurückzu-
führen, sondern auf die Anordnung dieser Zeitintervalle.   
Die Ergebnisse für alle 25 Datensätze von Elektrorezeptoren verschiedener Löffelstöre habe ich im 
Histogramm Abb. II.C.6(b) zusammengefasst, das die Verteilung der Fluktuationsexponenten α 
zeigt.  Dabei sind die Werte problematischer Datensätze nicht einfach weggelassen, sondern als 
hellgraue Kästchen eingezeichnet, um zu zeigen, dass die Datenqualität ausreichend ist und dass die 
Ausreißer im Histogramm durch solche problematischen Datensätze verursacht werden.  Von den 
25 Datensätzen zeigen 15 gutes Skalenverhalten auf Zeitskalen von mehr als 1000 Nervenimpuls-
Intervallen, 5 auf Skalen bis zu 300 Nervenimpuls-Intervallen und 5 zeigen kein Skalenverhalten 
wie die oberste Kurve in Abb. II.C.4(b).  Der Mittelwert der Fluktuationsexponenten beträgt α = 
0.24 ± 0.05 für die gut skalierenden Datensätze und α = 0.29 ± 0.10 für alle Datensätze.  Damit sind 
langreichweitige Antikorrelationen in den Nervenimpulsen der Elektrorezeptoren der Löffelstöre 
eindeutig nachgewiesen und es ist klar, dass die Sensoren schon vor der ersten peripheren Ebene ein 
Langzeitgedächtnis von bis zu 200 Sekunden enthalten müssen.   
Diese Analyse ist das erste Mal, dass langreichweitige, ein Skalenverhalten zeigende Antikorrelati-
onen in einem biologischen System nachgewiesen wurden.  Vorher waren nur kurzreichweitige 
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Abb. I I .C.4:  DFA-Untersuchung der Nervenimpulse auf der ersten peripheren Ebene bei Elektrosensoren 
(ES) des Löffelstörs.  Die Fluktuationsfunktionen sind doppelt logarithmisch gegen die Anzahl der Impulse 
aufgetragen.  (a) Vergleich der Ergebnisse für DFA1 bis DFA7 für einen typischen Datensatz; man erkennt 
klar die Antikorrelationen und erst auf großen Zeitskalen den Einfluss von Nichtstationaritäten.  (b) Ver-
gleich der DFA5-Ergebnisse für sieben weitere Datensätze; der dritte und der vierte Datensatz von oben wur-
den mit µ-Metall Abschirmung des „Löffels“  aufgenommen.  (c) DFA der gemischten Datensätze aus den 
Teilen (a) und (b); man erkennt unkorreliertes Verhalten, α = 1/2.  Die zum Vergleich eingezeichneten Gera-
den haben das angegebene Skalenverhalten und die Pfeile an der horizontalen Achse markieren Anfang und 
Ende der zur Bestimmung der Skalenexponenten α benutzten Bereiche; die gestrichelte Linie in (b) ist eine 
in diesem Bereich angepasste Gerade (nach [BAHARetal-01]).  
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Antikorrelationen auf Zeitskalen unter einer Sekun-
de bei anderen Fischen [SCHÄFERetal-95, RAT-

NAM&NELSONetal-00] bekannt, die man auf einen 
Oszillator zurückführte, der ein Signal knapp unter 
der Auslöseschwelle für Nervenimpulse erzeugt.  
Dieses Signal kann nur Impulse auslösen, wenn ein 
externes (zu detektierendes) Signal oder ein zufälli-
ges Rauschsignal hinzukommen.  Aber dann treten 
die Impulse immer in der Nähe der (periodischen) 
Maxima des Oszillatorsignals auf, so dass sich typi-
scherweise einige dicht aufeinander folgende Im-
pulse mit Ruhezeiten abwechseln.  Die Reichweite 
der dadurch verursachten Kurzzeit-Antikorrelatio-
nen entspricht etwa der Periode des Oszillators.  
Nur wenn das externe Signal sehr stark ist, werden 
ständig Impulse ausgelöst und die Antikorrelationen 
verschwinden.  Daher stellt dieser Erklärungsansatz 
eine verhältnismäßig einfache Möglichkeit dar, In-
tensitäten mittels Impulsen zu kodieren und den Dynamikbereich des Sensors zu erhöhen.  Zur Er-
klärung der langreichweitigen Antikorrelationen bei den Elektrosensoren der Löffelstöre ist er al-
lerdings nicht ausreichend.  Man bräuchte mindestens eine Vielzahl solcher Oszillatoren mit über 
mehr als eine Größenordnung variierenden Eigenfrequenzen in jedem Cluster des Sensors, bei-
spielsweise in jeder Pore eine andere.  Das ist erstens ohne weitere Experimente rein spekulativ und 
würde zweitens die Auswertung des Nervenimpuls-Signals im Gehirn erschweren.  Es wäre aber als 
Mechanismus zu einer weiteren Erhöhung des Dynamikbereichs durchaus brauchbar, wenn die 
Empfindlichkeiten der einzelnen Poren entsprechend ihrer Oszillatorfrequenzen höher oder niedri-
ger wären.  Dann müsste man eine charakteristische Veränderung der Antikorrelationen in Abhän-
gigkeit von der Stärke eines externen Signals beobachten können, und nur ohne externes Signal 
würde sich das Antikorrelations-Skalenverhalten ergeben. 
Wie die Langzeit-Antikorrelationen in den Elektrosensoren genau verursacht werden und welchen 
Zwecken sie dienen, erfordert wie gesagt weitere Arbeiten.  Auf jeden Fall ist es interessant, dass 
man bei einem komplexen Sinnesorgan Antikorrelationen findet, wohingegen die vom autonomen 
Nervensystem ausgehende Regelung von Herz oder Atmung (beim Menschen) eher positive Korre-
lationen aufweist.  

b) Unkorrelier te Fluktuationen bei Mechanosensoren des Flusskrebses 
Um die Frage nach der Allgemeingültigkeit der Ergebnisse zu den Antikorrelationen in den Nerven-
impulsen der Elektrosensoren des Löffelstörs zu prüfen, haben wir Nervenimpulse von Mechano-
sensoren des Flusskrebses [HUXLEY-1880] auf ihr Korrelationsverhalten untersucht.  Diese Experi-
mente sind einfacher, weil die Flusskrebse nicht gezüchtet werden müssen, sondern über den Re-
staurantfachhandel lebend bezogen werden können.  Außerdem muss die Messung nicht am leben-
den Tier erfolgen, sondern man kann nach der Abtrennung der Schwanzflosse über eine Stunde lang 
Messungen an den daran frei präparierten Nervenfasern durchführen, die von den Mechanorezepto-
ren kommen (siehe Abb. II.C.5).  Die Mechanosensoren selbst bestehen hier aus nur einem Haar, 
das mit typischerweise zwei Neuronen gekoppelt ist.  Diese geben Impulse ab, sobald das Haar ge-
bogen wird [WINE-84, WILKENS-88].  Sie reagieren auf hydromechanische Bewegungen in der 
Größenordnung von mindestens 10 bis 100 nm [DOUGLASSetal-93] und können auch Bewegungen 
von mehreren Mikrometern noch zuverlässig erkennen.  Die Messelektroden werden wieder an die 

Abb. I I .C.5:  Skizze zu Mechanosensoren in 
der Schwanzflosse des Flusskrebses.  Von 
jedem Sensor-Haar führt eine Nervenfaser, an 
der direkt die Impulse gemessen werden, weg 
in Richtung zentrales Nervensystem; die Gang-
lien sind so etwas wie Schaltzentralen im Rü-
ckenmark (aus [BAHARetal-01]). 
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erste vom Sensor wegführende Nervenfaser angeschlossen, die hier direkt von den Neuronen am 
Sensor-Haar kommt, ohne eine Zusammenschaltung der Sensorzellen mehrerer Haarzellen in gan-
zen Poren oder Clustern.  Durch eine Vibrations-Isolation wurde eine externe Stimulation der Sen-
soren verhindert. 
Abbildung II.C.6(a) zeigt die Ergebnisse der DFA5 für sieben Datensätze von Mechanosensoren 
des Flusskrebses.   Man erkennt, dass hier die Intervalle zwischen aufeinander folgenden Nerven-
impulsen völlig unkorreliert sind (α = 1/2).  Auch das Histogramm für alle 31 Datensätze von Me-
chanorezeptoren verschiedener Flusskrebse (Abb. II.C.6(c)) zeigt, dass in fast allen Fällen unkorre-
liertes Verhalten auftritt.  Ein Vergleich mit dem Histogramm für die Elektrosensor-Daten (Abb. 
II.C.6(b)) macht den drastischen Unterschied klar.  Wie bei biologischen Messdaten an Präparaten 
nicht anders zu erwarten, gibt es auch Ausreißer im Histogramm, die meist zudem ein problemati-
sches Skalenverhalten zeigen, also keine Gerade im doppelt logarithmischen Bild.  Zum Vergleich 
wurde auch eine künstliche Datenreihe analysiert, die generiert wurde von einem Standard-Modell 
für Temperatur- und Mechanorezeptoren [BRAUNetal-98], das im Wesentlichen aus Differenzial-
gleichungen für Ionenkonzentrationen besteht (Hodgkin-Huxley-artiges Modell).  Auch diese Reihe 
zeigt unkorreliertes Verhalten.  Damit ist gezeigt, dass einfach aufgebaute Sensoren keine antikorre-
lierten Nervenimpulse erzeugen, so dass das Ergebnis bei den Elektrosensoren Rückschlüsse auf die 
Komplexität dieses Sensors erlaubt. 
 
 

Abb. I I .C.6:  (a) DFA5-Untersuchung der Nervenimpulse auf der ersten peripheren Ebene bei sieben Me-
chanosensoren (MS) verschiedener Flusskrebse.  Die Fluktuationsfunktionen sind doppelt logarithmisch 
gegen die Anzahl der Impulse aufgetragen.  Zusätzlich ist unten das Ergebnis für die von einem Hodgkin-
Huxley- (HH-) artigen Modell [BRAUNetal-98] erzeugte künstliche Datenreihe gezeigt, die ebenfalls keine 
langreichweitigen Korrelationen aufweist.  (b,c) Histogramme für die DFA5-Fluktuationsexponenten α, die 
im Bereich von 50 bis 500 Nervenimpulsen für (b) alle 25 Datensätze von Elektrorezeptoren von Löffelstö-
ren und (c) für alle 31 Datensätze von Mechanorezeptoren von Flusskrebsen bestimmt wurden.  Die Käst-
chen für Datensätze, die kein gutes Skalenverhalten in diesem Bereich zeigen, sind hellgrau eingefärbt (nach 
[BAHARetal-01]). 

0.2 0.4 0.6
0

3

6

9

12

 gute Fits
 problematische Fits

(b) ES Daten

A
nz

ah
l d

er
 D

at
en

sä
tz

e

Exponent α
0.2 0.4 0.6

(c) MS 
Daten

Exponent α
101 102 103 104

10-1

100

101

F
(s

)

HH m
od

el

F(s) 
~ s

0.5

(a)  MS Datensätze
und Modell,
DFA 5

Anzahl der Impulse s



II.D. Korrelationsverhalten geophysikalischer Zeitreihen 

 
 

76 

II.D. Korrelationsverhalten geophysikalischer Zeitreihen 
Der Wasserbau-Ingenieur H. E. Hurst hat als erster eine systematische Fluktuationsanalyse von lan-
gen geophysikalischen Zeitreihen durchgeführt [HURST-51].  Sein Ausgangspunkt war die Frage, 
wie sich die Fluktuationen der Wasserstände in einem (natürlichen oder künstlichen) Reservoir be-
schreiben und vielleicht vorhersagen lassen, um einen Anhaltspunkt für Wasserbaumaßnahmen zu 
bekommen.  Bei seinen Arbeiten in Ägypten konnte er auf einen langen historischen Datensatz von 
jährlichen Wasserstandsminima des Nils am Pegel Roda bei Kairo zurückgreifen, der schon 1925 
veröffentlicht wurde [TOUSSON-25, POPPER-51, BERAN-94] und 663 aufeinander folgende Messwer-
te aus den Jahren 622 bis 1284 enthält.  Die Daten wurden ursprünglich zur Festlegung von Steuer-
abgaben erfasst.  Seine Analyse-Methode, die R/S-Analyse (siehe Abschnitt II.A.1.d), wandte Hurst 
auch auf andere geophysikalische Datenreihen an, darunter Regen-, Temperatur- und Luftdruckrei-
hen, sowie Baumringbreiten und Sonnenflecken-Zahlen [HURSTetal-65], siehe auch [MANDEL-

BROT&WALLIS-69, FEDER-88].  Hurst fand bei diesen Reihen Langzeitkorrelationen mit Fluktuati-
onsexponenten H � α im Bereich zwischen ungefähr 0.7 und 0.8; als Mittelwert gab er α ≈ 0.726 
an.  Diese Langzeitkorrelationen sind als „Hurst-Effekt“ bekannt.   
Später griff B. B. Mandelbrot die Arbeiten auf [MANDELBROT&WALLIS-69, MANDELBROT-02], und 
legte einen Schwerpunkt auf die „ fraktale“ Beschreibung der natürlichen Datenreihen mit einem 
nicht ganzzahligen Exponenten.  Hurst wurde kritisiert, vor allem weil er zur Erklärung der von ihm 
gefundenen langreichweitigen Korrelationen ein Modell vorschlug, das nur Kurzzeitkorrelationen 
und einen Trend aufweist, was er aber mit seiner Methode nicht erkannte [FEDER-88].  Viele weite-
re Erklärungsversuche wurden inzwischen veröffentlicht, die fast alle mit Verletzungen der Voraus-
setzungen des zentralen Grenzwertsatzes in Zusammenhang stehen und teilweise von einem nur 
transienten Korrelationsverhalten oder von nichtstationären Mittelwerten ausgehen [KLEMES-74, 
POTTER-76, SALASetal-79, BHATTHACHARYAetal-83, MESA&POVEDA-93].  In den letzten zehn Jah-
ren wurde bei Abfluss- und Niederschlagszeitreihen erkannt [TESSIERetal-93, LOVEJOY&SCHERT-
ZER-95, HARRISetal-96, TESSIERetal-96, DAVISetal-96, PANDEYetal-98, DEIDDAetal-99, DEIDDA-00, 
DOUGLAS&BARROS-03], dass ein einziger Exponent nicht zur Charakterisierung der Daten aus-
reicht, weil multifraktales Skalenverhalten (siehe Abschnitt II.A.3.c+d) vorliegt, d.h. große und 
kleine Fluktuationen mit unterschiedlichen Skalenexponenten charakterisiert werden müssen.  Eine 
Einführung in die hydrologischen Anwendungen geben [RODRIGUEZ-ITURBE&RINALDO-97].   
In diesem Kapitel werde ich – entgegen der historischen Reihenfolge aber entsprechend zunehmen-
der Komplexität der Daten – zuerst Temperatur-Zeitreihen behandeln, dann Niederschlags-Zeitrei-
hen und schließlich Abflusszeitreihen (Pegelstände von Flüssen).  Dabei haben wir im Unterschied 
zu den meisten vorhergehenden Arbeiten systematisch trendbereinigende Methoden (DFA und MF-
DFA) verwendet, und bei den multifraktalen Analysen zusätzlich einen Vergleich mit der WTMM-
Methode durchgeführt.  Als Anwendungen betrachte ich Tests von aktuellen Klimamodellen sowie 
Tests von rekonstruierten historischen Datenreihen und Paläodaten.  Der Ausgangspunkt ist dabei, 
dass das Korrelationsverhalten solcher Daten mit dem bei Messdaten beobachteten Skalenverhalten 
übereinstimmen sollte. 

II.D.1. Temperatur-Zeitreihen 
Dass die Fluktuationen der Tagestemperaturen um ihre langjährigen, von der Jahreszeit abhängen-
den Mittelwerte nicht ganz zufällig sind, weiß man schon seit langem.  Einem zu warmen Tag folgt 
eher wieder ein zu warmer Tag als ein zu kalter und umgekehrt.  Die triviale Wettervorhersage, dass 
das Wetter von morgen genauso ist wie das Wetter von heute, wurde früher oft als Vergleich zur 
Überprüfung der Nützlichkeit kurzfristiger Wettervorhersagen verwendet.  Die Erhaltungsneigung 
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(„Persistenz“) des Wetters auf 
Zeitskalen von ungefähr einer 
Woche wird durch die Existenz 
von Großwetterlagen bedingt, in 
denen das Wetter einigermaßen 
stabil ist [PALMER-00, BUNDE-
etal-02].  Auf längeren Zeitska-
len treten andere Arten der Per-
sistenz auf, wovon eine durch 
Zirkulations-Muster in Verbin-
dung mit einem über mehrere 
Wochen ortsfesten, stabilen 
Hochdrucksystem (Blockierung) 
verursacht wird [CHARNEY&DE-
VORE-79].  Kürzlich wurde eine 
mögliche Verbindung zwischen 
der Kurzzeit-Persistenz des Wet-
ters und den Sonnenfleckenfluk-
tuationen aufgezeigt [SCAFET-

TA&WEST-03].  Auf der Zeitska-
la mehrerer Monate wird ein 
großer Teil der Persistenz auf der 
südlichen Hemisphäre durch die 
El Niño Oszillation hervorgeru-
fen, die sogar das Wetter über 
Nordamerika beeinflusst [MO-

NETTIetal-03]. 
Die Frage ist nun, wie die von möglicherweise verschiedenen Mechanismen erzeugten Persistenzen 
auf verschiedenen Zeitskalen zusammenwirken, d.h. wie der Grad der Erhaltungsneigung von der 
Zeitskala abhängt.  Da langreichweitige Korrelationen durch Trends und andere Nichtstationaritäten 
vorgetäuscht werden können, sollten trendbereinigende Methoden eingesetzt werden.   

a) Universelle Langzeitkor relationen für  Wetterstationen auf den Kontinenten 
Wir betrachten tägliche Temperaturreihen Ti, die an einem festen Ort gemessen wurden [KOSCIEL-

NY-BUNDEetal-96, KOSCIELNY-BUNDEetal-98a, KOSCIELNY-BUNDEetal-98b, BUNDE&KANTEL-
HARDT-01, EICHNER-02, EICHNERetal-03]; der Index i läuft über den gesamten Beobachtungszeit-
raum, Schalttage werden weggelassen.  Die schwarzen und grauen Flächen in Abb. II.D.1(a), die 
die positiven und negativen Abweichungen vom langjährigen Mittelwert kennzeichnen, zeigen die 
Erhaltungsneigung an.  Um saisonal bedingte Einflüsse auszuschalten, bestimmen wir zunächst den 
Jahresgang, indem wir für jeden Kalendertag den über alle Jahre gemittelten Durchschnittswert iT  
berechnen, und ziehen ihn dann von den Ti ab.  Die analysierte Reihe ist xi = Ti – iT .   
Abbildung II.D.1(b) zeigt die Ergebnisse von FA und DFA1 bis DFA5 für die Prager Reihe der 
Tagesmittelwerte.  Den Einfluss eines Trends, der auf die Stadterwärmung von Prag zurückzufüh-
ren ist, sieht man in Abb. II.D.1(b) in der obersten Kurve (FA), die sich in dem doppelt logarithmi-
schen Plot leicht nach oben krümmt, was einem Übergang zur Sättigungssteigung 1.0 für die FA 
entspricht.  Abgesehen von sehr großen Zeitskalen s > 1500 Tagen (auf denen der Trend zur 
erhöhten Steigung von α ≈ 0.8 führt) und abgesehen von Zeitskalen innerhalb einer Großwetterlage 
(unter 10 Tagen) hat die FA-Kurve näherungsweise die Steigung α = 0.65.  Die gleiche Steigung 

Abb. I I .D.1:  Analyse der Prager Temperaturdatenreihe, die aus 
den gemessenen Tagesmittelwerten von 1775 bis 1992 besteht. 
Teil (a) zeigt für die Jahre 1900 und 1901 die mittlere Tagestempe-
ratur Ti, wobei die Abweichungen vom Jahresgang nach oben und 
unten schwarz bzw. grau schraffiert sind.  Die Teile (b) und (c) 
zeigen die Fluktuationsfunktionen F(s) für FA und DFA1 bis 
DFA5 für die Originaldaten bzw. für Daten, die nach der Subtrak-
tion des Jahresganges zufällig gemischt wurden, um die 
langreichweitigen Korrelationen zu zerstören (in Anlehnung an 
[KOSCIELNY-BUNDEetal-98a] nach [BUNDE&KANTELHARDT-01]). 
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finden wir für die DFA1- bis DFA5-
Kurven.  Da die Steigungen systema-
tisch konstant bleiben, schließen wir 
aus Abb. II.C.1(b) und unter Verwen-
dung von Gl. (II.A.18), dass die trend-
bereinigte Temperatur-Korrelations-
funktion auf langen Zeitskalen wie 
C(s) ~ s–γ mit γ ≈ 0.7 abnimmt.  Zum 
Vergleich wurden die Daten zufällig 
durcheinander gemischt.  Das DFA-
Ergebnis in Abb. II.D.1(c) zeigt die 
erwartete Steigung 0.5, d.h. die Ver-
teilung der Messwerte ist nicht breit. 
Die Abweichungen von der Steigung 
0.5 bei großen Zeitskalen sind auf 
unzureichende Statistik zurückzufüh-
ren und zeigen an, bis zu welchen 
Skalen die Analyse verlässlich ist.   
Abbildung II.D.2 zeigt die Analyse-
ergebnisse für vier weitere Wetter-
stationen aus dem Inneren und vom 
Rand verschiedener Kontinente [EICH-

NERetal-03].  Man erkennt, dass bis auf 
Kurzzeitkorrelationen unterhalb von 
ca. 10 Tagen, die durch Großwetterla-
gen verursacht werden, auch hier 
gleichmäßiges Skalenverhalten über viele Größenordnungen der Zeit vorliegt (zur Abschätzung der 
Übergangszeitskala, siehe Abschnitt II.A.2.c).  Die Persistenz erzeugenden Mechanismen im Wet-
ter- und Klimasystem verursachen also ein weitgehend einheitliches Skalenverhalten.  Ähnliche 
Ergebnisse wurden für alle bisher untersuchten langen Temperaturzeitreihen von Wetterstationen 
auf den Kontinenten erhalten [KOSCIELNY-BUNDEetal-98a, EICHNER-02, EICHNERetal-03].  Auch 
eine Wavelet-Analyse erbrachte dieselben Werte für die Fluktuationsexponenten [KOSCIELNY-
BUNDEetal-98a].  Die universelle Steigung α ≈ 0.65 der Geraden ist außerdem unabhängig vom 
Abstand der Wetterstation von der Küste [EICHNERetal-03, BUNDEetal-03a].  Abbildung II.D.3 
zeigt ein Histogramm der Fluktuationsexponenten α, die aus den DFA2-Fluktuationsfunktionen für 
die täglichen Temperaturreihen von 95 Wetterstationen bestimmt wurden [EICHNERetal-03].  Man 
erkennt, dass bis auf die Inselstationen praktisch alle Datensätze den universellen Skalenexponenten 
α ≈ 0.65 aufweisen.  Schon Hurst hatte für das Skalenverhalten von Temperaturreihen den Expo-
nenten H = 0.68 ± 0.09 � α angegeben [HURSTetal-65, FEDER-88]. 
Dieses Ergebnis ist konsistent mit den Resultaten verschiedener Gruppen, die mit verschiedenen 
Methoden arbeiten.  Basierend auf der Spektralanalyse berichten [PELLETIER&TURCOTTE-97, PEL-

LETIER-97, PELLETIER-98] zum Teil von etwas stärkeren Korrelationen (α ≈ 0.75 entsprechend β = γ 
= 0.5) sowie von einem veränderten Skalenverhalten oberhalb von 2000 Jahren bei aus Eisbohrker-
nen rekonstruierten Temperaturdaten.  In [TALKNER&WEBER-00, WEBER&TALKNER-01] wurden 
die Ergebnisse der klassischen Autokorrelationsanalyse, der Spektralanalyse, der Hurst-Analyse, 
der FA und der DFA verglichen, mit dem Ergebnis, dass sowohl Hurst-Analyse als auch DFA klar 
die Langzeitkorrelationen zeigen, während bei der klassischen Autokorrelationsanalyse und der 
Spektralanalyse Probleme auftraten.  [TALKNER&WEBER-00] fanden für sieben Reihen von mittle-

Abb. I I .D.2:  Analyse von vier typischen täglichen Tempe-
ratur-Datensätzen aus dem Inneren und vom Rand verschie-
dener Kontinente.  Die Fluktuationsfunktionen von DFA0 (×, 
äquivalent zu FA) und DFA1 bis DFA3 (¡ , von oben nach 
unten) sind doppelt logarithmisch gegen die Skala in Tagen 
aufgetragen.  Die Steigungen der eingezeichneten Geraden 
sind α = 0.64 ± 0.02 (Wien, kontinental), 0.62 ± 0.02 (Perm, 
kontinental), 0.63 ± 0.02 (Charleston, nahe einer Küste) und 
0.67 ± 0.02 (Pusan, nahe einer Küste).  Die höheren Stei-
gungen auf kleinen Skalen sind auf Großwetterlagen zurück-
zuführen (aus [EICHNERetal-03]). 
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ren Tagestemperaturen mit Spektralanalyse (mit DFA) α ≈ 
0.62 (0.66), während bei den minimalen bzw. maximalen Ta-
gestemperaturen α ≈ 0.62 (0.65) bzw. α ≈ 0.62 (0.67) heraus-
kam.  Nur die Kurzzeitkorrelationen, die von den Großwetter-
lagen abhängen, weisen nach diesen Arbeiten ein nicht-
universelles Verhalten auf.  Nach Untersuchungen von [TALK-
NER&WEBER-00] lassen sich für das Leistungsspektrum P(f) 
ein gestreckt exponentieller Verlauf, P(f) ~ exp[–(f/f0)

γ], oder 
eine Weibull-Verteilung, P(f) ~ (f/f0)

ν−1 exp[–(f/f0)
ν], nicht aus-

schließen.  Weiterhin vertreten [FRAEDRICH&BLENDER-03, 
BLENDER&FRAEDRICH-03] basierend auf Spektralanalysen und 
DFA2-Ergebnissen die Ansicht, dass die Temperaturreihen im 
Inneren der Kontinente unkorreliert sind (α ≈ 0.5) und nur in 
der Nähe einer Küste langreichweitige Korrelationen auftreten 
(α ≈ 0.65); diese wird von [BUNDEetal-03a] widerlegt. 
Ergebnisse zur multifraktalen Analyse von Temperaturdaten 
wurden bislang nicht veröffentlicht.  Der Grund ist, dass die 
Daten praktisch monofraktales Verhalten aufweisen, siehe Fuß-
note [8] in [KOSCIELNY-BUNDEetal-98a].  Kürzlich wurden mit 
der Amplituden-DFA (siehe Abschnitt II.A.2.e) universelle, 
aber schwache Korrelationen (αampl = 1.60 ± 0.03 > 1.5) in 
zehn Reihen von Beträgen von Temperatur-Inkrementen |δTi| = 
|Ti+1 – Ti| nachgewiesen [GOVINDANetal-03], was nichtlineare 
Komponenten in den Reihen anzeigt.  Dabei wurde der Jahres-
gang erst nach der Bildung der |δTi| abgezogen.  Da ein Wert 
αampl > 1.5 auch bei multifraktalen Modelldaten beobachtet 
wird [ASHKENAZYetal-03a], könnte dies bedeuten, dass die 
Temperatur-Reihen doch leicht multifraktal sind.  Auf jeden 
Fall sind die Temperatur-Zeitreihen aber weniger komplex als 
z.B. Niederschlags- oder Abflussreihen, bei denen eine multifraktale Beschreibung unumgänglich 
ist.  Die Universalität der Langzeitkorrelationen bei Temperaturreihen deutet darauf hin, dass es 
sich dabei um ein globales Phänomen handelt, das unabhängig von den lokalen Gegebenheiten der 
jeweiligen Messstationen ist.  Ursache könnte die Kopplung der Atmosphäre an die Ozeane sein, 
was auch die stärkeren Korrelationen bei Inselstationen erklären könnte, um die es jetzt gehen soll. 

b) Unterschiedliche Kurz- und Langzeitkor relationen der  Meerestemperaturen 
Die Fluktuationen der Meerwasser-Oberflächen-Temperaturen und der Lufttemperaturen auf kleine-
ren Inseln lassen sich weniger einfach charakterisieren als bei kontinentalen Wetterstationen [MO-

NETTIetal-03, EICHNERetal-03, VJUSHINetal-04].  Das Histogramm in Abb. II.D.3 zeigt, dass die 
Skalenexponenten für die Inselstationen merklich größer sind und stärker streuen zwischen α = 0.65 
und 0.9.  Für Daten auf See sind vier Probleme wesentlich:  (i) Die Aufzeichnungen reichen nicht 
so weit in der Vergangenheit zurück, so dass die Statistik schlechter ist, (ii) man muss auf (räumlich 
und zeitlich) interpolierte Daten zurückgreifen, weil die Schiffe keine festen Standorte haben, (iii) 
Kurzzeitkorrelationen spielen eine größere Rolle, und (iv) spezifische Oszillationsprozesse auf Zeit-
skalen von bis zu mehreren Jahren haben teilweise einen großen Einfluss und verhindern ein ein-
heitliches Skalenverhalten.  Dementsprechend ist das Skalenverhalten recht uneinheitlich [MONET-

TIetal-03].  Für die Analyse standen monatliche und wöchentliche Meeres-Oberflächen-Tempera-
tur-Daten zur Verfügung, die durch Interpolation von Aufzeichnungen britischer Schiffe [PARKERe-

Abb. I I .D.3:  Histogramme der 
DFA2-Fluktuationsexponenten α 
für 95 tägliche Temperaturzeitrei-
hen.  Jedes Kästchen entspricht 
einer Wetterstation, und die Grau-
stufe gibt die Lage der Station an, 
Gipfellage (weiß), Hochland, 
Tiefland, Küste (immer dunklere 
Graustufen) und Insel (schwarz).  
Mit Ausnahme der Inselstationen 
zeigen praktisch alle Datensätze 
den universellen Skalenexponen-
ten α ≈ 0.65 (aus [EICHNERetal-
03]). 
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tal-94] gewonnen wurden [REYNOLDS&MARSI-
CO-93, REYNOLDS&SMITH-94, KAPLANetal-98, 
RAYNERetal-03].  Wie das zugehörige Histo-
gramm in Abb. II.D.4 zeigt, können sowohl die 
Temperaturdaten im Atlantik als auch die im 
Pazifik im asymptotischen Bereich mit einem 
Fluktuationsexponenten α = 0.80 ± 0.08 charak-
terisiert werden, wobei die Verteilungen deutlich 
breiter sind als für die kontinentalen Wetterstati-
onen.  Für Gebiete, die stark von der südlichen 
El Niño-Oszillation beeinflusst werden, war 
keine Bestimmung der Langzeitkorrelationen 
möglich, weil sich dort nur Auswirkungen der 
periodischen Schwankungen auf Zeitskalen von 
2 bis zu 20 Jahren zeigen.  Abweichend von 
diesen DFA-Ergebnissen vertreten [FRAED-
RICH&BLENDER-03, BLENDER&FRAEDRICH-03] 
basierend auf DFA und auf Spektralanalysen die 
Meinung, dass die Temperaturen über den Oze-
anen 1/f-Rauschen zeigen, d.h. α = β = 1, was 
genau an der Grenze zur Nichtstationarität liegt 
und einer konstanten Autokorrelationsfunktion 
entspricht.  
Das Kurzzeit-Verhalten, das sich bei den Tem-
peraturdaten auf See bis zu Zeitskalen von ungefähr 10 Monaten hinzieht, ist von noch deutlich 
stärkeren Korrelationen bestimmt.  Für die Gebiete im Pazifik finden [MONETTIetal-03] nichtstatio-
näres Verhalten mit α = 1.17 ± 0.08, während die Gebiete im Atlantik sogar noch stärker nichtstati-
onär sind (α = 1.38 ± 0.04), siehe auch Abb. II.D.4.  Der höhere Wert für den Atlantik wird auf die 
nordatlantische Oszillation zurückgeführt.  Mir erscheint es fraglich, ob diese Werte hohen α-Werte 
im nichtstationären Bereich auf wirkliche Temperaturfluktuationen zurückgehen oder eher auf die 
zur Datenrekonstruktion verwendeten Interpolationsmethoden und die höhere Schiff-Dichte im At-
lantik (zur Problematik bei der Rekonstruktion von Zeitreihen aus Paläodaten siehe Abschnitt 
II.D.4). 

c) Trends in den Temperatur reihen und Vergleich mit K limamodellen 
Im jüngerer Zeit ist die Diskussion über eine anthropogen verursachte Klimaerwärmung in den Mit-
telpunkt des öffentlichen Interesses gerückt, was zu einer mehr und mehr politisierten Diskussion 
auch bei den wissenschaftlichen Beiträgen zu diesem Thema geführt hat [HASSELMANN-97, SOON-
etal-01, RAHMSTORF-03].  Inzwischen gilt es als extrem unwahrscheinlich, dass der beobachtete 
Temperaturanstieg von ungefähr einem halben Grad pro Jahrhundert ausschließlich natürliche Ur-
sachen hat.  Abbildung II.D.5(a) zeigt den Verlauf der rekonstruierten mittleren Jahrestemperaturen 
in der nördlichen und der südlichen Hemisphäre sowie den weltweiten Verlauf [JONESetal-99, 
RAYNERetal-03, JONES&MOBERG-03], wobei jeweils die Mittelwerte der Jahre 1960 bis 1990 sub-
trahiert werden.  Die Genauigkeit der Jahrestemperatur-Abweichungen wird mit ± 0.05 K angege-
ben [FOLLANDetal-01].  Die Rekonstruktion basiert auf ungefähr 3000 monatlichen Temperaturrei-
hen von Landstationen und den Oberflächen-Wassertemperatur-Daten der Seeschiffe (siehe oben).  
Die räumliche und zeitliche Verteilung der Messpunkte ist sehr ungleichmäßig; insbesondere in den 
südlichen Ozeanen gibt es große Lücken [RAYNERetal-03, JONES&MOBERG-03].  

Abb. I I .D.4:  Histogramm der Fluktuationsexpo-
nenten α für 63 monatliche Temperaturzeitreihen 
für Interpolations-Gitterpunkte im Atlantik und im 
Pazifik, aus denen man das Langzeit-Korrelations-
verhalten ablesen kann, sowie für 91 wöchentliche 
Temperaturzeitreihen vom Atlantik und vom Pazi-
fik, aus denen man das Kurzzeit-Korrelations-
verhalten ablesen kann.  Für das Langzeit-Regime 
wurden die Gitterpunkte weggelassen, bei denen 
die südliche El Niño-Oszillation eine große Rolle 
spielt (nach [MONETTIetal-03]). 
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Man erkennt, dass es im Zeitraum von ca. 1920 bis 1940 und von 1980 bis in die Gegenwart signi-
fikante Erwärmungstendenzen gegeben hat.  Ein linearer Fit durch die globalen Daten (siehe Abb. 
II.D.5(a)) ergibt eine mittlere Erwärmung von 0.45 K pro Jahrhundert, wobei der Wert allerdings 
etwas größer ausfällt, wenn man den Zeitraum bis 1920 weglassen würde (0.67 K pro Jahrhundert).  
Die fünf wärmsten Jahre sind, in absteigender Reihenfolge, 1998, 2002, 2001, 1997 und 1995. 
Das Vorliegen von Langzeitkorrelationen in den Temperatur-Datenreihen hat Konsequenzen, so-
wohl für die Abschätzung der Eintrittswahrscheinlichkeit von Extremereignissen (siehe Abschnitt 
II.E), als auch für die Trendbestimmung, um die es jetzt geht.  Konventionell wird die Trendanalyse 
durch gleitende Mittelwerte („moving averages“) durchgeführt, bei denen die Daten über hinrei-
chend große Zeitfenster gemittelt werden.  Unter der Annahme, dass sich die zufälligen Fluktuatio-
nen herausmitteln, kann man Aufschluss über die Trends bekommen.  Dass dieses Verfahren im 
Falle von Langzeitkorrelationen nicht funktioniert, zeigt Abb. II.D.5(b), in der ein Ausschnitt aus 
einer langen Reihe langzeitkorrelierter künstlicher Daten (mit α = 0.8, γ = 0.4) zu sehen ist (erzeugt 
mit der Fourier-Filter-Methode, siehe Abschnitt II.A.1.c).  Die Daten schwanken um Null und 
Trends gibt es keine.  Gleichwohl zeigt die lineare Regression scheinbare Trends an; allerdings ist 
der Anstieg mit 0.22 K pro Jahrhundert nicht so stark wie bei den echten Daten in Abb. II.D.5(a).  
Die Schwierigkeiten bei der Unterscheidung von solchen scheinbaren Trends aufgrund von Lang-
zeit-Korrelationen in den Daten einerseits und echten Trends andererseits verlangt also nach einem 
besseren Verfahren als einfacher Glättung und Regression.  Die Analyse in [EICHNERetal-03], die 
auf einem Vergleich von DFA0- und DFA2-Exponenten beruht, zeigt, dass wesentliche Trends vor 
allem bei Wetterstationen in Großstädten auftreten.  Ein typisches Beispiel dafür ist die Station in 
Wien (Abb. II.D.2(a)), bei der sich die DFA0-Fluktuationsfunktion oberhalb einer Übergangszeit 
von ca. 1000 Tagen (3 Jahren) nach oben krümmt.  Starke Trends zeigen sich in einer kurzen Über-
gangszeit und in starken Unterschieden zwischen den DFA0- und DFA2-Kurven (siehe Abschnitt 
II.A.2.c).  Sie kommen hauptsächlich bei Wetterstationen in großen Städten vor, was sich aber auch 
ohne globale Klimaerwärmung durch das Städtewachstum und die damit verbundene urbane Er-
wärmung erklären lässt.  Trends, die nicht auf das Städtewachstum zurückgeführt werden können, 
zeigen sich nur bei etwa der Hälfte der Inselstationen und bei den Gipfelstationen in den Alpen. 

Abb. I I .D.5:  (a) Rekonstruktion der Abweichungen der mittleren Jahrestemperaturen von der Durch-
schnittstemperatur (1960 bis 1990) für die nördliche und südliche Hemisphäre sowie für die ganze Welt (Da-
ten aus [JONES&MOBERG-03]).  Die Gerade ist eine lineare Regression an die globalen Daten mit der Stei-
gung 0.45 K pro Jahrhundert.  (b) Ausschnitt aus einer langen Reihe langzeitkorrelierter Zufallszahlen (α = 
0.8, γ = 0.4; erzeugt mit der Fourier-Filter-Methode), der so ausgewählt wurde, dass ein scheinbarer Trend 
mit der Steigung 0.22 K pro Jahrhundert (lineare Regression) erkennbar ist, obwohl die Daten keinen Trend, 
sondern nur Langzeitkorrelationen enthalten (Teil (b) nach [BUNDE&KANTELHARDT-01]). 
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Heute werden Klimamodelle eingesetzt, um die Geschwindigkeit der Erwärmung zu bestimmen.  
Die globalen Klimamodelle (gekoppelte Atmosphären-Ozean Modelle für allgemeine Zirkulation, 
“coupled atmosphere-ocean general circulation models“, AOGCM) ziehen vielfältige Beeinflussun-
gen der Atmosphäre z.B. durch die Ozeane, den wachsenden Gehalt der Luft an Treibhausgasen 
(vor allem CO2) und an Aerosolen mit in Betracht, wie auch Schwankungen der Sonneneinstrah-
lungs-Intensität, die zum Teil durch Vulkanasche in hohen Atmosphärenschichten verursacht wer-
den [GRASSL-00, GANOPOLSKI&RAHMSTORF-01, YE&LU-03].  Ein typisches Klimamodell basiert 
auf einem weltumspannenden räumlichen Gitter mit 300 bis 500 km Gitterweite und 10 bis 20 ver-
tikalen Schichten, während für die (kurzfristigen) Wettervorhersagen Modelle mit weniger als 100 
km Gitterweite und mindestens 30 vertikalen Schichten verwendet werden.  Wichtige Prozesse, wie 
z.B. Wolkenbildung werden durch effektive Modellierung mit Parametern beschrieben, weil die 
Ortsauflösung für eine explizite Beschreibung nicht ausreicht.  Die Klimamodelle liefern für jeden 
Gitterpunkt Temperaturdaten mit meist monatlicher Zeitauflösung.   
Da das Persistenzgesetz für die Temperaturen auf den Kontinenten universell ist, können durch ei-
nen Vergleich die Ergebnisse der Modelle kritisch geprüft werden.  Solche Untersuchungen wurden 
vor kurzem durchgeführt [GOVINDANetal-01, GOVINDANetal-02, VJUSHINetal-02, GOVINDANetal-
03, VJUSHINetal-04].  Abbildung II.D.6 zeigt Histogramme der Fluktuationsexponenten α für Wet-
terstations-Daten [KOSCIELNY-BUNDEetal-98a, EICHNERetal-03] und Atlantik-Oberflächentempera-
turen [PARKERetal-94, KAPLANetal-98, RAYNERetal-03] (grau) im direkten Vergleich mit Histo-
grammen für Klimamodell-Daten des parallelen Klimamodells (PCM) des National Center for At-
mospheric Reserach (NCAR) in Boulder, Colorado [WASHINGTONetal-00, DAIetal-01, MEEHLetal-
03] (schwarz) für zehn verschiedene Simulationsszenarien, die sich in den berücksichtigten exter-
nen Beeinflussungen der Atmosphäre unterscheiden.  Dabei schneiden nur die Modellsimulationen 
im Hinblick auf korrekte Langzeitkorrelationen gut ab, bei denen auch die Schwankungen der Son-
neneinstrahlungs-Intensität (S) und insbesondere der Einfluss von Vulkanasche (V) in hohen Atmo-
sphärenschichten berücksichtigt sind.  Den wesentlichen Einfluss der Vulkanaktivitäten haben wohl 

Abb. I I .D.6:  Histogramme für die DFA2-Fluktuationsexponenten α für 16 Wetterstationen auf dem Fest-
land (links) und 16 Gitterpunkte im Atlantik (rechts).  Die grauen Balken zeigen die Verteilung der α-Werte 
für Messdaten an, während die schwarzen Balken sich auf die vom parallelen Klimamodell des NCAR gene-
rierten Datenreihen beziehen.  Während die Messdaten jeweils gleich sind, stammen die Modelldaten von 
zehn Simulationsszenarien, die sich in den berücksichtigten externen Beeinflussungen der Atmosphäre un-
terscheiden; im jeweils ersten Bild sind keine externen Beeinflussungen berücksichtigt, dann nacheinander 
bzw. gleichzeitig Treibhausgase (G), Sulfate (Su), Ozon (Oz), Sonneneinstrahlung (S) und vulkanische Ein-
flüsse (V), sowie im jeweils letzten Teilbild alle Einflüsse (aus [VJUSHINetal-04]). 
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auch die Modell-Entwickler er-
kannt, denn kürzlich wurde ein 
verbesserter, ortsaufgelöster Da-
tensatz mit vulkanischen Einflüs-
sen publiziert [AMMANNetal-03].  
Am besten schneidet das Szena-
rio ab, bei dem alle Einflüsse 
betrachtet werden (“all forcings“, 
siehe Abb. II.D.6 unten).  Das 
gilt allerdings nur für die Land-
stationen (linker Teil).  Mit den 
rekonstruierten Messungen auf 
See (rechter Teil) ist im Hinblick 
auf das Korrelationsverhalten bei 
keinem Szenario eine befriedi-
gende Übereinstimmung zu er-
kennen, wobei nicht eindeutig zu 
klären ist, ob das ein Problem der 
Datenrekonstruktion oder ein 
Problem des betrachteten Kli-
mamodells ist.  In letzterem Fall 
wäre in dem Modell die Kopp-
lung zwischen Atmosphäre und 
Ozeanen verbesserungswürdig.   
Weiterhin wurde kürzlich gezeigt [GOVINDANetal-03], dass vier Klimamodelle die universellen 
Langzeitkorrelationen in den Absolutwerten der Temperatur-Inkremente nicht korrekt reproduzie-
ren können.  Das gilt für verschiedene Szenarien und bedeutet, dass die Modelldaten weniger nicht-
linear sind als die Messdaten.  Zusammenfassend ist allerdings zu sagen, dass die Klimamodelle in 
Bezug auf die Simulation der kontinentalen Temperaturen schon recht gut sind. 

II.D.2. Niederschlags-Zeitreihen 
Nach den Temperaturreihen mit ihrem weitgehend universellen monofraktalen Skalenverhalten will 
ich jetzt Niederschlagsreihen betrachten, die standardmäßig ebenfalls in Wetterstationen aufge-
zeichnet werden.  Die Messgröße ist dabei die tägliche Niederschlagsmenge Ri.  Da es an vielen 
Tagen überhaupt nicht regnet, hat die Verteilung der Niederschlagsmengen im Gegensatz zu den 
Temperaturen ein „Atom“ bei 0, d.h. dieser Wert kommt mit einer von der Auflösung weitgehend 
unabhängigen Wahrscheinlichkeit in den Reihen vor.  Dadurch wird die Beseitigung des Jahres-
gangs schwieriger, denn der Jahresgang iR  selbst ist weniger glatt und kann in die korrigierten Da-
ten xi = Ri – iR  in sehr regenarmen Perioden dominieren.  Auf jeden Fall muss bei der Interpretation 
der Ergebnisse mehr als bei den Temperaturreihen darauf geachtet werden, ob noch Reste des Jah-
resgangs in den xi vorhanden waren.  Weitergehende Möglichkeiten zur Beseitigung des Jahres-
gangs, wie eine Division durch den Jahresgang der Standardabweichung oder eine Eliminierung der 
spektralen Maxima bei 365 Tagen und Vielfachen davon in den Frequenzspektren der Originaldaten 
oder ihrer Inkremente (siehe z.B. [LIVINAetal-03b]), können keine vollständige Beseitigung aller 
Einflüsse des Jahresgangs garantieren, sondern die Effekte nur verringern.  Für Niederschlagsdaten 
ist der Unterschied minimal, und daher möchte ich hier keine komplizierte Prozedur verwenden, 
deren Nebeneffekte schlecht überschaubar sind. 

Abb. I I .D.7:  Analyse von vier typischen täglichen Niederschlags-
Datensätzen aus dem Inneren und vom Rand verschiedener Konti-
nente.  Die Fluktuationsfunktionen F(s) von FA (×) und DFA1 bis 
DFA4 (¡ , von oben nach unten) sind doppelt logarithmisch gegen 
die Skala s in Tagen aufgetragen.  Die Steigung der unten einge-
zeichneten Geraden beträgt α = 0.5.  Die Krümmung der FA-
Kurve für Moskau auf Zeitskalen oberhalb von ca. 1000 Tagen ist 
wohl auf urbane Erwärmung zurückzuführen (aus [RYBSKI-02]). 
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a) Universelles Kor relationsver -
halten:  Keine Langzeitkor rela-
tionen 
Im Gegensatz zum Jahresgang können 
Trends und andere längerfristige Nicht-
stationaritäten in den Daten durch den 
Vergleich der Ergebnisse bei verschiede-
nen Ordnungen der DFA erkannt und 
beseitigt werden.  Die Untersuchung von 
Niederschlagsreihen kann daher helfen, 
die Skaleneigenschaften der wirklichen 
Fluktuationen zu charakterisieren, wor-
über es in der Literatur unterschiedliche 
Ansichten gibt.  Basierend auf Ergebnis-
sen der Spektralanalyse finden [FRAED-
RICH&LARNER-93] weißes Rauschen auf 
mittleren Zeitskalen sowie rosa Rau-
schen (langreichweitige Korrelationen) 
auf Zeitskalen oberhalb von drei Jahren.  
Andererseits berichten mehrere Gruppen 
von fraktalem Skalenverhalten und lang-
reichweitigen Korrelationen auf Zeitska-
len unter drei Jahren [LOVEJOY&MANDELBROT-85, MATSOUKASetal-00, PETERSetal-02, PE-

TERS&CHRISTENSEN-02]; für neuere Arbeiten zu Übergängen im Skalenverhalten siehe [MARANI-
03, DOUGLAS&BARROS-03]. 
Wir haben lange, tägliche Niederschlagszeitreihen aus 99 Wetterstationen analysiert [RYBSKI-02, 
KANTELHARDTetal-03c, KANTELHARDTetal-04], von denen sich 40 in Europa befinden, 34 in Asien, 
20 in Nord- und Südamerika und 5 in Australien.  Die Stationen liegen zwischen 0 und 3650m Hö-
he über dem Meer (Durchschnitt 400m) in maritimen (33), kontinentalem (56) und tropischem (10) 
Klima, wobei 19 Orte humid sind, 59 semi-humid, 20 semi-arid und ein Ort arid.  Die Länge der 
Datensätze beträgt zwischen 34 und 189 Jahre (Durchschnitt 86 Jahre), so dass sie ungefähr 12 000 
bis 69 000 Datenpunkte umfassen.   
Abbildung II.D.7 zeigt die DFA-Ergebnisse für die Niederschlagsreihen von vier typischen Wetter-
stationen auf verschiedenen Kontinenten und sowohl an der Küste wie auch im Landesinneren.  
Man erkennt dass alle DFA-Kurven eine Steigung sehr nahe bei α = 0.5 aufweisen, was unkorre-
liertes Verhalten anzeigt.  Damit ist auch das Skalenverhalten der Niederschlagsreihen universell, 
aber es sind praktisch keine oder höchstens ganz schwache Langzeitkorrelationen vorhanden.  Die 
Niederschlagsprozesse haben offensichtlich ein viel weniger ausgeprägtes Langzeitgedächtnis als 
die Temperaturen.  Dieses Resultat hängt wohl mit den Kurzzeitprozessen bei der Wolkenbildung 
und Abregnung zusammen und ist bei der Klimamodellentwicklung zu berücksichtigen.  Abbildung 
II.D.8 zeigt das Histogramm der DFA3-Fluktuationsexponenten für alle 99 Niederschlagsreihen.  
Dabei wurde das asymptotische Skalenverhalten der Fluktuationsfunktionen auf individuell für jede 
Reihe gewählten Zeitskalen in Bereichen von mehr als einer Dekade angepasst.  Man erkennt, dass 
die weitaus meisten Reihen unkorreliert sind, und zwar unabhängig von der Feuchtezone.  Auch 
von der geografischen Lage und der Klimazone gibt es keine systematische Abhängigkeit.  Eine 
Schwankung von α um 0.05 ist durchaus im Bereich der statistischen Unsicherheit (siehe Abschnitt 
II.A.4.f).  Werte α < 0.5 kommen nicht vor, weil die Anpassungsbereiche entsprechend ausgewählt 

Abb. I I .D.8:  Histogramm der DFA3-Fluktuationsexponen-
ten α für 99 tägliche Niederschlagszeitreihen.  Jedes Käst-
chen entspricht einer Wetterstation, und die Graustufe gibt 
die Feuchte in der Klimazone an: arid und semi-arid (hell-
grau), semi-humid (grau), humid (schwarz).  Fast alle Rei-
hen zeigen in dieser trendbereinigenden Analyse unkorre-
liertes Verhalten mit α ≈ 0.50 bis 0.55 (aus [RYBSKI-02]). 
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wurden [RYBSKI-02].  Bei vier Stationen gibt es mit α ≈ 0.65 merkliche langreichweitige Korrelati-
onen, aber die Anzahl reicht nicht, um eine Systematik zu erkennen.  
Diese Ergebnisse sind nicht in Übereinstimmung mit [MATSOUKASetal-00], die für neun Nieder-
schlagsreihen mit 15 minütiger Auflösung von Langzeitkorrelationen berichten mit α ≈ 1.0 auf 
Zeitskalen unterhalb von 10 Tagen und α ≈ 0.6 bis 0.8 auf Zeitskalen zwischen 10 Tagen und 16 
Monaten, und auch nicht in Übereinstimmung mit [PETERSetal-02, PETERS&CHRISTENSEN-02], die 
mit der Hurst-Analyse α ≈ 0.76 auf Zeitskalen von bis zu 6 Monaten finden.  Möglicherweise ist die 
Ursache für diese Abweichungen von unseren Ergebnissen in Nichtstationaritäten zu finden, die 
von der Hurst-Analyse und von der DFA1 nicht vollständig beseitigt werden und zu einer erhöhten 
Steigung auf großen Zeitskalen führen können.  Es könnte gut sein, dass es bei den genannten Ar-
beiten Probleme mit dem Jahresgang gibt, der aus den hochaufgelösten Reihen nicht beseitigt wer-
den kann, weil diese nicht über hinreichend viele Jahre gehen.  Die Begründung der höheren α-
Werte durch Nichtstationaritäten wird auch dadurch gestützt, dass [MATSOUKASetal-00] mit Spekt-
ralanalyse Exponenten β finden, die α ≈ 0.5 bis 0.6 entsprechen.  Die Diskrepanz zwischen Ergeb-
nissen der Spektralanalyse und der DFA deutet meist auf ein Problem mit Nichtstationaritäten hin 
[TAQQUetal-95].  Bei der Spektralanalyse stört der Jahresgang im Allgemeinen weniger, weil er 
sich nur in einem sehr engen Frequenzband um 1/365 d−1 zeigt.  Die Ergebnisse der Spektralanalyse 
mit logarithmischem Binning (siehe Abschnitt II.A.1.c) in [MATSOUKASetal-00] sind in Überein-
stimmung mit unseren DFA3-Ergebnissen. 

b) Nicht-universelles multifraktales Skalenverhalten 
Es sind bereits mehrere Studien mit multifraktalen Analysen von Niederschlagsreihen publiziert 
worden, bei denen auf zeitliches und räumliches Skalenverhalten Wert gelegt wurde [TESSIERetal-
93, LOVEJOY&SCHERTZER-95, TESSIERetal-96, HARRISetal-96, PANDEYetal-98, OLSSONetal-99, 
DEIDDAetal-99, DEIDDA-00, DOUGLAS&BARROS-03].  Allerdings beschränkten sich diese Ansätze 
meist auf die Multifraktalität und die Übergänge auf relativ kurzen Zeitskalen.  Hier soll es um das 
asymptotische Verhalten auf Zeitskalen von über einem Jahr gehen, auf denen auch ein nicht voll-
ständig beseitigter Jahresgang keine Störungen verursacht.   
Abbildung II.D.9 zeigt drei MF-DFA-Untersuchungen (siehe Abschnitt II.A.4) von Niederschlags-
zeitreihen.  Da die Ergebnisse für MF-DFA2 bis MF-DFA4 sich praktisch nicht unterscheiden, be-
trachten wir hier nur MF-DFA3.  Man erkennt, dass der Skalenexponent der Standard-DFA, F2(s), 
zwar ziemlich genau h(2) = α = 0.5 beträgt, was unkorrelierte Fluktuationen bedeutet, dass aber die 
anderen Momente durchaus abweichende Fluktuationsexponenten zur Charakterisierung benötigen.  

Abb. I I .D.9:  Multifraktale DFA3-Fluktuationsfunktionen Fq(s) für drei typische Niederschlagszeitreihen, 
aus (a) Atbasar (Russland), (b) Ceyenne (USA) und (c) Brno (Tschechische Republick).  Die Kurven ent-
sprechen q = −20, −10, −6, −4, −2, −1, −0.2, 0.2, 1, 2 (×), 4, 6, 10, 20 (von oben nach unten) und sind zur 
Verdeutlichung vertikal verschoben.  Die Geraden haben die Steigung α = 0.5 (aus [RYBSKI-02]). 
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Für Cheyenne beispielswei-
se (Abb. II.D.9(b)) liegen 
die Steigungen zwischen 
h(−10) ≈ 0.65 und h(10) ≈ 
0.40 und zeigen damit un-
terschiedliches Skalenver-
halten von starken und 
schwachen Fluktuationen 
an.  Im Gegensatz zu den 
Temperaturreihen (siehe 
Abschnitt II.D.1) ist die 
Multifraktalität der Nieder-
schlagsreihen signifikant 
stärker als die scheinbare 
Multifraktalität, die bei 
kurzen Reihen aus statisti-
schen Gründen immer beo-
bachtet wird (siehe Ab-
schnitt II.A.4.f).  Die Fluk-
tuationsfunktionen für die 
negativen q-Werte lassen in 
Abb. II.D.9 auf Zeitskalen 
unter 100 bis 300 Tagen 
eine nochmals erhöhte 
Steigung erkennen.  Es ist 
wahrscheinlich, dass diese 
scheinbar stärkere Mul-
tifraktalität durch Reste des 
Jahresgangs verursacht 
wird, und deshalb haben 
wir alle Fluktuationsexpo-
nenten h(q) auf Skalen  
oberhalb von 400 Tagen 
bestimmt.  Dadurch, und 
weil wir eine trendbereinigende Methode verwenden, sind unsere Ergebnisse nicht direkt mit den 
meisten vorhergehenden geophysikalischen Veröffentlichungen vergleichbar. 
Abbildung II.D.10 zeigt für vier repräsentative Niederschlags-Datensätze das Ergebnis unserer Be-
stimmung der multifraktalen Skalenexponenten h(q).  Die h(q)-Funktion hat bei praktisch allen Da-
tensätzen einen monoton fallenden Verlauf, so dass der Skalenexponent bei negativen q größer ist 
als bei positiven q.  Um das multifraktale Verhalten zu charakterisieren, ist es sinnvoll, die h(q)-
Kurven mit einem Modell zu beschreiben bzw. zu parametrisieren.  In den Abschnitten II.A.4.b, c, d 
und g habe ich vier Modelle vorgestellt, deren Skalenverhalten nun mit dem der Niederschlagsrei-
hen verglichen werden kann.  In geophysikalischen Arbeiten wird das universelle Multifraktalmo-
dell von Lovejoy und Schertzer [SCHERTZER&LOVEJOY-87, LOVEJOY&SCHERTZER-91, LAVALLEE-
etal-93, TESSIERetal-96, PANDEYetal-98], siehe auch [RODRIGUEZ-ITURBE&RINALDO-97], am häu-
figsten verwendet, das in Abschnitt II.A.4.g beschrieben ist und die multifraktalen Skalenexponen-
ten h(q) für positive q mit drei Parametern, H′, C1 und α′, charakterisiert (vgl. Glgn. (II.A.37) und 
(II.A.65)),   

Abb. I I .D.10:  Ergebnisse der multifraktalen DFA2 für vier repräsentati-
ve Niederschlagsreihen (a) Edinburgh (Großbritannien), (b) Cheyenne 
(USA), (c) Winnemucca (USA) und (d) Jena (Deutschland).  Die verall-
gemeinerten Fluktuationsexponenten h(q) wurden durch lineare Regres-
sion des asymptotischen Verlaufs der Fluktuationsfunktionen Fq(s) in 
doppelt logarithmischen Bildern (wie in Abb. II.D.9) bestimmt und sind 
gegen q aufgetragen (�).   Die Linien durch die ausgefüllten Symbole 
stellen Anpassungen des verallgemeinerten binomialen Multifraktalmo-
dells, Gl. (II.D.2), dar, außer für (d), wo das bifraktale Modell, Gl. 
(II.D.3) verwendet wurde.  Der Datensatz (c) ist ein Beispiel, in dem das 
verallgemeinerte binomiale Multifraktalmodell recht schlecht passt.  In 
der oberen rechten Ecke jedes Teilbildes ist h(q) nochmals gezeigt (�, 
um 0.1 nach oben verschoben) zusammen mit Linien, die einer Anpas-
sung des Lovejoy-Schertzer-Multifraktalmodells, Gl. (II.D.1) entspre-
chen.  Die gepunkteten Linien zeigen unkorreliertes Verhalten (h = 0.5) 
bzw. q = 2 an (aus [KANTELHARDTetal-04]). 
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 für q > 0. (II.D.1) 

Abbildung II.D.10 zeigt, dass dieses Modell das Verhalten der verallgemeinerten Fluktuationsexpo-
nenten für positive q gut beschreibt; allerdings ist das Modell nicht für negative Momente zu 
gebrauchen.  Das zweite, in Abschnitt II.A.4.b erklärte Modell ist das verallgemeinerte binomiale 
Multifraktalmodell, das auf (vgl. Gl. (II.A.51)) 

 2( ) 1 log ( )q qh q a b q� �= − +� 	  (II.D.2) 

führt.  Dieses Modell hat die Vorteile, (i) dass sich damit positive und negative Momente gleichzei-
tig beschreiben lassen, (ii) dass es mit nur zwei Parametern a und b auskommt, aus denen sich di-
rekt die Stärke der Multifraktalität ∆α = h(−∞) – h(∞) = | log2(a/b) | berechnen lässt und (iii) dass 
sich zu Testzwecken leicht künstliche Datenreihen damit generieren lassen.  Unsere Auswertung 
zeigt, dass sich mit dem Ansatz (II.D.2) die multifraktalen Skalenexponenten h(q) von 54 der 99 
Niederschlagsreihen gut beschreiben lassen.  Abbildung II.D.10 zeigt zwei solche Beispiele und 
eines, bei dem der verallgemeinerte binomiale Fit (II.D.2) nicht gut passt.  Schließlich betrachten 
wir noch die beiden bifraktalen Modelle, die in den Abschnitten II.A.4.c und d beschrieben und 
zum Test der MF-DFA verwendet wurden.  Das erste ist durch die Formeln (vgl. Gl. (II.A.55)) 
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charakterisiert.  Die Auswertung der Niederschlags-Datensätze zeigt, dass 
dieses Modell in 27 von 99 Fällen die beste Anpassung liefert.  Auch da-
für lässt sich die Stärke der Multifraktalität direkt berechnen, ∆α = h(−∞) 
– h(∞) = | α1 – α2 |.  In 18 Fällen ergeben weder Gl. (II.D.2) noch (II.D.3) 
eine befriedigende Anpassung, so dass wir die Multifraktalitätsstärke ∆α 
nicht über eine Parametrisierung bestimmen konnten.  
Abbildung II.D.11 zeigt das Histogramm für die ∆α-Werte der 81 Nieder-
schlagsreihen, für die Gl. (II.D.2) oder Gl. (II.D.3) verwendet werden 
konnte.  Die Multifraktalitätsstärke ∆α bezeichnet den Bereich, in dem 
die lokalen Fluktuationsexponenten (Hölder-Exponenten) α(i) variieren, 
siehe Abschnitt II.A.3.c.  Auch hier ist kein Zusammenhang mit der geo-
grafischen Lage oder der Klimazone der einzelnen Wetterstationen zu 
erkennen.  Man sieht nur, dass sich die Datensätze mit schwacher Mul-
tifraktalität tendenziell besser durch das bifraktale Modell beschreiben 
lassen, während die stark multifraktalen Datensätze besser mit dem ver-
allgemeinerten binomialen Modell charakterisiert werden.  Auf jeden Fall 
ist das Multifraktalverhalten der Niederschlagsreihen nicht universell.  
Der Mittelwert von ∆α für die 81 Wetterstationen beträgt 0.29 ± 0.14, 
was signifikant über der scheinbaren Multifraktalität aufgrund endlicher 
Reihenlängen liegt (systematischer Fehler ∆α ≈ 0.05 bis maximal 0.10, 
siehe Abschnitt II.A.4.f). 
Das in Abschnitt II.A.4.d beschriebene bifraktale Modell, das auf einer 
breiten Verteilung der Werte der Zeitreihe statt auf langreichweitigen 
Korrelationen beruht, ist für keine der Niederschlagsreihen geeignet.  Der 
Grund ist, dass für dieses Modell die gemischten Datenreihen genau das-
selbe Skalenverhalten zeigen müssten wie die Originalreihen.  Das ist bei 
den Niederschlagsdaten aber nicht der Fall.  Tatsächlich ist die mittlere 
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Abb. I I .D.11:  Histo-
gramm der Multifrak-
talitätsstärken ∆α für 
81 Niederschlagsrei-
hen, bei denen ∆α mit 
Gl. (II.D.2) (weiß) oder 
Gl. (II.D.3) (schraf-
fiert) ermittelt werden 
konnte (aus [KANTEL-

HARDTetal-04]). 
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Stärke der Multifraktalität bei den gemischten Reihen weniger als halb so groß wie bei den Origi-
nalreihen.  Diese Rest-Multifraktalität ist zu schwach, um signifikant über der scheinbaren Mul-
tifraktalität aufgrund der endlichen Reihenlängen zu liegen.  Daher kann man sagen, dass praktisch 
die gesamte Multifraktalität der Niederschlagszeitreihen durch die Anordnung der Werte verursacht 
wird, obwohl diese Anordnung nach der Standard-Definition unkorreliert ist. 

II.D.3. Hydrologische Zeitreihen 
Nach den Temperaturreihen mit fast universellen Langzeitkorrelationen und ohne Multifraktalität 
sowie den unkorrelierten Niederschlagsreihen mit nicht universeller Multifraktalität will ich mich 
nun den hydrologischen Zeitreihen zuwenden, d.h. den aus Pegelständen von Flüssen ermittelten 
(täglichen) Zeitreihen der Durchflussvolumina.  Bisher werden die Eintrittswahrscheinlichkeiten 
extremer Hochwasser aus der Extrapolation der Durchfluss-Verteilungsfunktion zu großen Durch-
flüssen hin gewonnen.  Diese Praxis ist fragwürdig, weil sie außer Stationarität auch die Abwesen-
heit von Langzeitkorrelationen voraussetzt, also die zeitliche Struktur der Hochwasserhistorie ver-
nachlässigt und damit einen wesentlichen Teil der Informationen über das komplexe System igno-
riert.  Als Grundlage für die Abschätzung der Wahrscheinlichkeit von Extremereignissen (siehe 
Abschnitt II.E) ist eine Analyse des Korrelationsverhaltens notwendig.   
Wie bereits in der Einleitung geschrieben geht die Analyse von hydrologischen Zeitreihen auf Hurst 
zurück [HURSTetal-51, HURSTetal-65].  Es gibt aber auch viele neuere Arbeiten zur Korrelations-
analyse [TURCOTTE&GREENE-93, GUPTAetal-94, MATSOUKASetal-00, MONTANARIetal-00, LIVI-

NAetal-03a, LIVINAetal-03b] und multifraktalen Analyse [LOVEJOY&SCHERTZER-91, LAVALLEEetal-
93, TESSIERetal-96, PANDEYetal-98] von hydrologischen Zeitreihen.  Ich wende hier wieder die 
trendbereinigenden Verfahren an mit dem Ziel, die Fluktuationseigenschaften der Abflusszeitreihen 
auf denselben Zeitskalen wie beim Niederschlag zu charakterisieren und zu vergleichen. 
Abbildung II.D.12 zeigt, dass der Jahresgang auch bei den Abflussreihen ein Problem darstellt.  
Allerdings lässt er sich besser als bei den Niederschlagsreihen durch Subtraktion des mittleren Jah-
resgangs (und evtl. zusätzlicher Division durch den Jahresgang der Standardabweichung) beseiti-
gen, weil die Abflussreihen im Allgemeinen kein „Atom“ bei der Durchflussmenge 0 haben.  Schon 
an den so bereinigten Daten erkennt man deutlich, dass die Abflussreihen starke Kurzzeitkorrelatio-
nen aufweisen, denn die schwarzen und grauen Bereiche in Abb. II.D.12, die die Abweichungen 
nach oben bzw. nach unten vom mittleren Jahresgang anzeigen, sind stärker ausgeprägt als bei den 
Temperaturreihen (vgl. Abb. II.D.1(a)) und den Niederschlagsreihen. 
Wir haben lange, tägliche Abflusszeitreihen aus 42 Pegelstationen analysiert [KANTELHARDTetal-
03c, KOSCIELNY-BUNDEetal-04, KANTELHARDTetal-04], von denen sich 18 in Süddeutschland 
(Bayern und Baden-Württemberg) befinden und 24 in Nord- und Südamerika, Asien, Afrika, Aust-
ralien und Europa.  Die Länge der Datensätze aus Süddeutschland beträgt zwischen 39 und 111 
Jahren (Durchschnitt 77 Jahre) und die Länge der internationalen Datensätze ist 51 und 171 Jahre 
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Abb. I I .D.12:  Ausschnitt der Abflussreihe der Weser am Pegel Vlotho (1823-1825).  Die positiven (negati-
ven) Abweichungen vom mittleren Jahresgang sind schwarz (grau) schraffiert. 
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(Durchschnitt 90 Jah-
re), so dass sie unge-
fähr 14 000 bis 62 
000 Datenpunkte um-
fassen.  Die Einzugs-
gebietsgrößen variie-
ren zwischen 390 km2 
und 3 475 000 km2 
mit den Mittelwerten 
7 400 km2 bzw. 350 

000 km2 für unsere 
beiden Datensätze. 

a) Nicht-univer -
selle Lang- und 
Kurzzeitkor rela-
tionen in Abfluss-
zeitreihen 
Abbildung II.D.13(a) zeigt exemplarisch die DFA-Ergebnisse für unsere längste Abflussreihe, die 
Weser am Pegel Vlotho.  Man erkennt, dass die Kurven für DFA mit verschiedener Ordnung der 
Trendbereinigung das gleiche Verhalten aufweisen.  Nach einem im Vergleich zu den Temperatur- 
und Niederschlagsreihen langen Bereich mit (nichtstationären) Kurzzeitkorrelationen (einige Wo-
chen, dort α > 1 in Übereinstimmung mit [MATSOUKASetal-00]) skalieren die Daten mit dem Fluk-
tuationsexponenten α ≈ 0.75 über fast drei Zeitdekaden.  Dies entspricht Langzeitkorrelationen mit 
einem Korrelationsexponenten γ = 0.5.  Auch bei einer weitergehenden Beseitigung des Jahres-
gangs durch die in Abschnitt II.D.2 erwähnten Methoden ändert sich dieses Ergebnis nicht wesent-
lich [LIVINAetal-03b].  Die Ursache der starken Kurzzeitkorrelationen ist wahrscheinlich die typi-
sche Zeitdauer für das Ablaufen eines Hochwassers, die sich auch in der Ausdehnung der schwar-
zen Bereiche in Abb. II.D.12 zeigt.  Es lässt sich kein systematischer Zusammenhang zwischen der 
Übergangs-Zeitskala und der Größe des Einzugsgebiets nachweisen.  Möglicherweise kommt es für 
die Ausprägung der Kurzzeitkorrelationen mehr auf die typische Größe der Regenfelder und die 
Abflussgeschwindigkeit an als auf das Einzugsgebiet. 
Dass das Skalenverhalten wirklich auf Korrelationen zurückgeht und nicht auf eine breite Vertei-
lung der Abflusswerte, beweist Abb. II.D.13(b), in der die Ergebnisse für die gemischte Weser-
Abflussreihe gezeigt sind, die eindeutig α = 0.5 zeigen.  Demnach ist die Persistenz der Abflusszeit-
reihen auf einen „Josef-Effekt“  und nicht auf einen „Noah-Effekt“ zurückzuführen.  Diese Begriffe 
aus den entsprechenden biblischen Geschichten hatten Mandelbrot und Wallis eingeführt [MAN-

DELBROT&WALLIS-68, MANDELBROT-02], um von Korrelationen verursachte Effekte (Josef-Effekt 
wegen den sieben guten und sieben dürren Jahren) von nicht zusammenhängenden Extremereignis-
sen (Noah-Effekt wegen der Sintflut) zu unterscheiden. 
Unsere Resultate für die anderen 41 Abflussreihen sind ähnlich, d.h. sie zeigen auch deutliche 
Kurzzeitkorrelationen und dann ein mehr oder weniger gleichmäßiges Skalenverhalten auf großen 
Zeitskalen.  Sie unterscheiden sich aber klar in der Ausprägung der Kurzzeitkorrelationen und im 
Wert des Fluktuationsexponenten α, der die langreichweitigen Korrelationen charakterisiert.  Das 
gilt auch für die eher kleinen Flüsse aus Bayern und Baden-Württemberg, die zudem weniger durch 
wasserbauliche Maßnahmen in ihrem Fluktuations-Verhalten gestört sind.  Daraus ist zu schließen, 
dass die Abflusszeitreihen ein nicht-universelles Korrelationsverhalten aufweisen.  Dieses Ergebnis 
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Abb. I I .D.13:  Ergebnisse der DFA-Untersuchung der Weser am Pegel Vlotho 
(Nordrhein-Westfalen, 1823-1993).  (a) Die FA- und DFA1- bis DFA5-
Fluktuationsfunktionen F(s) sind doppelt logarithmisch gegen die Skala s in 
Tagen aufgetragen.  Oberhalb von ca. 30 Tagen ist Skalenverhalten mit α ≈ 
0.75 (eingezeichnete Gerade an die DFA1-Funktion) zu erkennen.  (b) Entspre-
chendes Ergebnis für gemischte Daten der Weser, bei denen die Korrelationen 
zerstört sind aber die Verteilung der Werte die gleiche ist zusammen mit einer 
Geraden der Steigung α = 0.5 (aus [KOSCIELNY-BUNDEetal-04]). 
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ist im Widerspruch 
zu [HURSTetal-65, 
FEDER-88, PETERS-
etal-02], die von 
einem universellen 
Skalenexponenten 
α ≈ 0.75 für kurze 
und lange Zeitska-
len sprechen.   
Anhand von nur 
drei Flüssen deutet 
sich darüber hinaus 
an, dass sowohl die 
Kurz- als auch die 
Langzeitkorrelatio-
nen bei Reihen von 
im Sommer zeit-
weise austrocknen-
den oder im Winter 
zufrierenden Flüs-
sen schwächer sind.  
Für eine signifikan-
te Aussage sind hier 
noch weitergehende 
Untersuchungen an 
zusätzlichen Beispielen erforderlich.  Die nicht-universellen langreichweitigen Korrelationen bei 
den Abflussreihen stehen im Gegensatz zu den fehlenden Korrelationen bei den Niederschlagsrei-
hen.  Daher kann die Ursache der Korrelationen beim Abfluss nicht in der zeitlichen Struktur der 
Regenereignisse liegen, sondern man muss zu ihrer Erklärung räumliche Korrelationen der Regen-
gebiete, sowie die Speicherwirkung vom Boden und von Wasser-Reservoiren heranziehen.  Die 
starken Schwankungen in den α-Werten spiegeln wahrscheinlich die Tatsache wider, dass es unter-
schiedliche Mechanismen für Wasserspeicherung und -abfluss gibt, wobei jeder Mechanismus ein 
anderes Skalenverhalten verursacht oder – je nach Stärke des Beitrags – den Exponenten α in die 
entsprechende Richtung verschiebt.  Beispielsweise können durch Regen oder Schnee verursachte 
Abflüsse unterschiedliches Skalenverhalten hervorrufen [GUPTA&DAWDY-95]. 

b) Teilweise universelle Multifraktalität in Abflusszeitreihen 
Wir haben auch die multifraktalen Skaleneigenschaften der 42 Abflusszeitreihen untersucht [KAN-

TELHARDTetal-03c, KOSCIELNY-BUNDEetal-04, KANTELHARDTetal-04].  Ein Vergleich der Ergeb-
nisse der MF-DFA (siehe Abschnitt II.A.4) unterschiedlicher Ordnung und ein Vergleich mit den 
Ergebnissen der WTMM-Methode (siehe Abschnitt II.A.3.f) brachte Übereinstimmung innerhalb 
der statistischen Fehlerbalken [KANTELHARDTetal-03c].  Abbildung II.D.14 zeigt zwei typische 
Beispiele für die MF-DFA4 Fluktuationsfunktionen Fq(s) für (a) die Weser und (b) die Donau.  Die 
Ergebnisse der Standard-DFA sind mit ausgefüllten Symbolen eingezeichnet.  Der schon im vor-
hergehenden Abschnitt diskutierte Übergang von deutlichen Kurzzeitkorrelationen zum Skalieren 
auf längeren Zeitskalen ist deutlich zu sehen und wird mit abnehmenden q stärker ausgeprägt.  Hier 
soll es aber um das asymptotische Skalenverhalten von Fq(s) gehen.  Man erkennt in Abb. 
II.D.14(a) und (b), dass die Steigungen h(q) von positiven zu negativen Momenten hin ansteigen 

Abb. I I .D.14:  Multifraktale DFA4-Fluktuationsfunktionen Fq(s) für zwei typi-
sche, lange Abflusszeitreihen, (a) die Weser am Pegel Vlotho und (b) die Donau 
am Pegel Orsova (Rumänien).  Die Kurven entsprechen q = −10, −6, −4, −2, −1, 
−0.2, 0.2, 1, 2 (�), 4, 6, 10 (von oben nach unten) und sind zur Verdeutlichung 
vertikal verschoben.  Rechts sind die Ergebnisse für die gemischten Reihen von 
(c) Weser und (d) Donau gezeigt, die unkorreliertes, nicht multifraktales Skalen-
verhalten aufweisen (aus [KOSCIELNY-BUNDEetal-04]). 
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(von unten nach oben).  Für 
die Weser gilt h(10) = 0.65 
und h(−10) = 0.90, was 
Multifraktalität anzeigt.   
Die Multifraktalität wird – 
wie auch die Langzeitkor-
relationen – nur durch die 
Anordnung der Werte in 
der Zeitreihe verursacht 
(Josef-Effekt) und nicht 
durch eine breite Vertei-
lung mit Singularitäten 
(Noah-Effekt).  Das erkennt 
man an der MF-DFA der 
gemischten Reihen in Abb. 
II.D.14(c) und (d).  Nach 
der Subtraktion des Jahres-
gangs wurde die Reihen-
folge der Werte durch Mi-
schen zerstört, und es bleibt 
nur unkorreliertes Verhal-
ten, Fq(s) ~ s1/2 für alle q.  
Eine beim Mischen bestän-
dige Multifraktalität ent-
spräche einer „statisti-
schen“ Nicht-Linearität 
[SIVAPALANetal-02].   
Ähnliche Ergebnisse haben 
wir für alle 42 Abflusszeit-
reihen erhalten.  Aus den 
asymptotischen Steigungen der Kurven wie in Abb. II.D.14(a) und (b) erhalten wir die verallgemei-
nerten Skalenexponenten h(q), die in Abb. II.D.15 für vier typische Beispiele gezeigt sind.  Die Be-
reiche zur Bestimmung der Steigungen wurden für jeden Pegel individuell gewählt, so dass die Ex-
ponenten das Skalenverhalten möglichst gut beschreiben.  Es zeigt sich, dass die multifraktalen 
Skalenexponenten h(q) für alle Abflussreihen gut durch das verallgemeinerte binomiale Multifrak-
talmodell, Gl. (II.D.2), beschrieben werden, was eine gewisse Universalität bedeutet.  Die Stärke 
der Multifraktalität, ausgedrückt durch ∆α, ist nicht universell, sondern schwankt in einem breiten 
Bereich, der auch für die Flüsse in Bayern und Baden-Württemberg nicht wesentlich kleiner ist als 
für die Flüsse aus der ganzen Welt.  Man kann nur einen leichten Trend hin zu geringerer Multifrak-
talitätsstärke bei den Flüssen mit größerem Einzugsgebiet feststellen, der möglicherweise durch 
verstärkte regulierende Wasserbaumaßnahmen bei den großen Flüssen verursacht ist. 
Abbildung II.D.15 zeigt auch, dass sich für die positiven q das universelle Multifraktal-Modell von 
Lovejoy und Schertzer, Gl. (II.D.1), gut an die Daten anpassen lässt.  Ein direkter Vergleich mit den 
Ergebnissen in der Literatur ist wieder schwierig, weil dort oft kürzere Zeitskalen betrachtet werden 
und keine Trendbereinigung erfolgt.  Ein Vergleich mit den Ergebnissen für die Niederschlagsrei-
hen zeigt, dass die Multifraktalität der Abflussreihen etwas stärker ist; der Mittelwert für alle 42 
analysierten Abflussreihen beträgt ∆α = 0.49 ± 0.16 gegenüber ∆α = 0.29 ± 0.14 für die Nieder-
schlagsreihen.  Das bedeutet, dass auch die Multifraktalität nicht allein auf die zeitliche Struktur des 

Abb. I I .D.15:  Ergebnisse der MF-DFA2 für vier repräsentative Abfluss-
reihen (a) der Weser, (b) des Fraser (USA), (c) des Susquehanna (USA) 
und (d) des Niger (Mali).  Die verallgemeinerten Fluktuationsexponenten 
h(q) wurden durch lineare Regression des asymptotischen Verlaufs der 
Fluktuationsfunktionen Fq(s) in doppelt logarithmischen Bildern (wie 
Abb. II.D.14) bestimmt und sind gegen q aufgetragen (�).   Die Linien 
durch die ausgefüllten Symbole stellen Anpassungen des verallgemeiner-
ten binomialen Multifraktalmodells, Gl. (II.D.2), dar.  In der oberen 
rechten Ecke jedes Teilbildes ist h(q) nochmals gezeigt (�, um 0.1 nach 
oben verschoben) zusammen mit Linien, die einer Anpassung des Love-
joy-Schertzer-Multifraktalmodells, Gl. (II.D.1) entsprechen.  Die ge-
punkteten Linien zeigen unkorreliertes Verhalten (h = 0.5) bzw. q = 2 an 
(aus [KANTELHARDTetal-04]). 
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Niederschlags zurück-
geführt werden kann, 
sondern zumindest teil-
weise durch räumliche 
Niederschlagsmuster 
sowie die Speicherwir-
kung und die Ablauf-
Charakteristik vom Bo-
den und von Wasser-
Reservoiren verursacht 
sein muss. 
Im Zusammenhang mit 
den Multifraktalanaly-
sen der Abflusszeitrei-
hen ist ferner eine aktu-
elle Arbeit zur Spekt-
ralanalyse der Amplitu-
denreihen der Abfluss-
Inkremente (vgl. Ab-
schnitt II.A.2.e) für 30 
internationale Flüsse zu 
nennen [LIVINAetal-
03a], weil sie auch die 
Nichtlinearitäten quan-
tifiziert.  Das Ergebnis dieser Studie ist, dass die Amplitudenreihen einen wesentlich stärkeren Jah-
resgang aufweisen als die ursprünglichen Reihen.  Darüber hinaus waren Langzeitkorrelationen (β 
≈ 0.49 ± 0.11, entsprechend αampl ≈ 1.75 ± 0.06, vgl. Abschnitt II.A.2.e) in der Amplitudenreihe zu 
erkennen, allerdings nur für die Zeitskalen unterhalb von etwa einem Jahr.  Demnach werden Nicht-
linearitäten in den Abflusszeitreihen vor allem durch den Jahresgang und durch eine starke Mul-
tifraktalität auf kurzen Zeitskalen hervorgerufen.  Beide Möglichkeiten greife ich bei der Modellie-
rung im folgenden Abschnitt wieder auf.  

c) Modellierung von Abflusszeitreihen, Bedeutung des Jahresgangs 
Da das verallgemeinerte binomiale Multifraktalmodell (siehe Abschnitt II.A.4.b) eine gute Be-
schreibung und Parametrisierung der multifraktalen Skalenexponenten h(q) für alle Abflussreihen 
ermöglicht, stellt sich die Frage, inwieweit dieses Modell auch zu einer Erzeugung künstlicher Ab-
flusszeitreihen verwendet werden kann.  Solche künstlichen Reihen können wesentlich länger ge-
macht werden als die Messdaten, und das ist auch notwendig, um Ansätze zur Extremwertstatistik 
und besonders zur Statistik der Wiederkehrintervalle von Extremereignissen zu testen.  
Abbildung II.D.16(a) zeigt die MF-DFA2 Untersuchung einer solchen künstlichen Datenreihe, die 
ich mit dem verallgemeinerten binomialen Multifraktalmodell basierend auf den Parametern a = 
0.50 und b = 0.68 für die Weser erzeugt habe.  Man erkennt deutlich das multifraktale Skalenver-
halten, das sich in einer q-Abhängigkeit der Steigungen h(q) äußert.  Die Kurven stimmen auch gut 
mit den Ergebnissen für die echten Weser-Daten überein (vgl. mit Abb. II.D.14(a)), wenn man die 
kurzen Zeitskalen und den Übergang außer Acht lässt.  Auch die gemischte Datenreihe des Modells 
ist unkorreliert und nicht multifraktal wie bei den echten Daten (vgl. Abb. II.D.16(b) mit Abb. 
II.D.14(c)).  Unterhalb des Skalenübergangs zeigt das Modell aber nicht das gleiche Skalenverhal-
ten wie die echten Daten.  Um das Modell in diesem Bereich zu verbessern, kann man entweder 

Abb. I I .D.16:  MF-DFA4-Fluktuationsfunktionen Fq(s) für (a) die Modellda-
ten des verallgemeinerten binomialen Multifraktalmodells mit den Parame-
tern a und b für die Weser, (b) die gemischten Modelldaten, (c)  die Modell-
daten mit zusätzlichem Jahresgang in der Varianz und (d) die mit unter-
schiedlichen Generatoren auf kurzen und langen Zeitskalen erzeugten Mo-
delldaten (siehe Text).  Die Kurven entsprechen wieder q = −10, −6, −4, −2, 
−1, −0.2, 0.2, 1, 2 (�). 4, 6, 10 (von oben nach unten) und sind zur Verdeutli-
chung vertikal verschoben (aus [KOSCIELNY-BUNDEetal-04]). 
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einen Jahresgang zu den Modelldaten hinzufügen oder für die kleinen Zeitskalen einen veränderten 
Multifraktalgenerator benutzen.   
Um einen Jahresgang hinzuzufügen, habe ich die Modelldaten des verallgemeinerten binomialen 
Multifraktalmodells mit 0.1 + sin2(π i /365) multipliziert, wobei i der Index der Tage ist.  Das er-
zeugt einen Jahresgang mit der Periode 365 Tage in der Varianz.  Abbildung II.D.16(c) zeigt die 
MF-DFA4 Ergebnisse, die jetzt besser mit Abb. II.D.14(a) übereinstimmen.  Es ist auch möglich, 
den Multifraktalitätsgenerator selbst auf den kurzen Zeitskalen zu verändern, indem ich dafür ande-
re Parameter a′ und b′ verwende; dann müssen allerdings auch die a und b für die langen Zeitskalen 
leicht angepasst werden, um dort noch das korrekte Skalenverhalten zu bekommen.  Für Abb. 
II.D.16(d) habe ich a′ = 0.26, b′ = 0.59 auf Zeitskalen unter 128 Tagen verwendet und a = 0.48, b = 
0.68 auf Zeitskalen über 256 Tagen.  Wenn man die Analyse der künstlichen Reihen, Abb. 
II.D.16(c,d), mit der Analyse der echten Daten, Abb. II.D.14 vergleicht, fällt auf, dass die starken 
Kurzzeitkorrelationen bei der Weser eher durch den Jahresgang verursacht sein könnten, während 
bei der Donau das Modell mit den beiden Multifraktalgeneratoren besser zu passen scheint.  Diese 
Ergebnisse sind auch typisch für die anderen untersuchten Abflusszeitreihen.  Es wäre interessant, 
zu überprüfen ob stärker physikalisch motivierte Modelle für Abflusszeitreihen, wie z.B. das zufäl-
lige Baumstruktur-Modell von [GUPTAetal-96], das auch räumliche Aspekte mit einschließt, mit 
den hier betrachteten Modellen in Verbindung gebracht werden können und so vielleicht eine phy-
sikalische Motivation für das verallgemeinerte binomiale Multifraktalmodell liefern können.   

II.D.4. Tests rekonstruierter langjähriger Datenreihen 
Zum Abschluss des Kapitels über geophysikalische Zeitreihen will ich noch Reihen betrachten, die 
anhand von historischen Quellen oder natürlichen Profilen wie – in der Reihenfolge ihrer Wichtig-
keit – Baumringen, Eisbohrkernen, Ablagerungen, wie z.B. Stalagmiten oder Sedimentablagerun-
gen in Binnenseen, und Korallen rekonstruiert wurden.  Bei der Rekonstruktion wird teilweise von 
der Dicke der einzelnen Schichten in den Profilen ausgegangen und teilweise von ihrer chemischen 
oder physikalischen Zusammensetzung.  Details zu den Datensätzen und den Ergebnissen der Ana-
lysen sind in den Tabellen IV.D.1 bis IV.D.3 im Anhang zusammengefasst.  Hier stellt sich die Fra-
ge, wie gut die Rekonstruktionen sind, und ob das gefundene Fluktuationsverhalten realistisch ist. 

a) Temperatur reihen 
Die meisten Arbeiten beschäftigen sich mit der Rekonstruktion von Temperaturreihen, weil diesen 
im Zuge der Klimadiskussion um die globale Erwärmung besondere Bedeutung zukommt (siehe 
auch Abschnitt II.D.1.c).  In Abb. II.D.17 habe ich die meisten in den letzten Jahren veröffentlich-
ten Temperatur-Rekonstruktionen für die nördliche Hemisphäre zusammengestellt; für die südliche 
Hemisphäre gibt es weniger Rekonstruktionen, und die sind auch noch unzuverlässiger.  Alle Re-
konstruktionen beruhen auf vielen, teilweise über tausend Quellen.  Man erkennt, dass die Überein-
stimmung zwischen den einzelnen Reihen auch für die nördliche Hemisphäre nicht so groß ist, wie 
man vielleicht erwarten würde.  Darum stellt sich die Frage, nach der Zuverlässigkeit der Rekon-
struktionen.  Eine Möglichkeit, das unabhängig zu testen, stellt ein Vergleich der Fluktuationsei-
genschaften mit denen von echten Daten dar.  Zwar war es nicht das primäre Ziel der Daten-Rekon-
struierer, die Fluktuationen korrekt wiederzugeben, sondern ihnen geht es vor allem um Trends und 
Warm- oder Kaltperioden; trotzdem sollte man ein sinnvolles Fluktuationsverhalten erwarten.  
Abbildung II.D.18 zeigt die DFA2-Ergebnisse für die auf die gesamte Hemisphäre hochgerechneten 
Temperaturmesswerte der letzten 148 Jahre [JONES&MOBERG-03] sowie für die verschiedenen He-
misphären-Temperatur-Rekonstruktionen, deren Länge von 391 [OVERPECKetal-87] bis 1781 
[MANN&JONES-03] Datenpunkten (Jahren) reicht.  Die bekanntesten Reihen sind von [MANNetal-
99] und [JONESetal-98].  Man erkennt, dass diese – anders als die ältere Rekonstruktion von  
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[OVERPECKetal-97] sowie die Reihen von [CROWLEY&LOWERY-00, CROWLEY-00] – keinen starken 
Übergang aufweisen, sondern im Wesentlichen durch einen einzigen Fluktuationsexponenten cha-
rakterisiert werden können.  Dies ist in Übereinstimmung mit den DFA-Ergebnissen für die gemes-
senen Temperaturreihen der meisten Klimastationen (siehe Abschnitt II.D.1.a).  Auch die Reihen 
von [BRIFFA-00] und [ESPERetal-02] lassen sich durch einen einzigen Exponenten charakterisieren, 
obwohl eine gewisse Krümmung hin zu kleineren α-Werten auf großen Skalen bemerkbar ist.  Die 
Reihen von [BRIFFAetal-01], [MANN&JONES-03] sowie die hochgerechneten Temperaturmessungen 
[JONES&MOBERG-03] zeigen auf den großen Skalen ungefähr unkorreliertes Verhalten (α ≈ 0.5), 
was bedeutet, dass die langreichweitige Persistenz unterschätzt wird.  Die numerischen Werte von α 
liegen bei den meisten Reihen mit gutem Skalenverhalten, α ≈ 0.95 für [MANNetal-99], α ≈ 0.90 für 
[BRIFFA-00] und α ≈ 1.07 für [ESPERetal-02], merklich über denen der Messdaten, selbst wenn man 
annimmt, dass die stärker korrelierten Fluktuationen der Temperaturen auf See (α = 0.80 ± 0.08, 
siehe Abschnitt II.D.1.c) die Hemisphären-Mittelwerte dominieren.  Das bedeutet, dass die lang-
reichweitige Persistenz etwas überschätzt wird.  Die neue lange Reihe von [ESPERetal-02] ist da-
durch sogar nichtstationär.  Insgesamt scheint das Skalenverhalten der Reihe von [JONESetal-98], α 
≈ 0.82, am besten den echten Temperaturreihen zu entsprechen, obwohl es eine der ältesten Reihen 
ist.  Bei der neusten und längsten Reihe [MANN&JONES-03] fällt das Fehlen jeglicher hochfrequen-
ter Fluktuationen auf; sie enthält nur langsame Trends (siehe auch Abb. II.D.17). 
Neben den Hemisphären-Mittelwerten der Temperaturen wurden in den letzten Jahren auch viele 
lokale Temperaturreihen veröffentlicht, die zum Teil eine wesentlich größere Länge haben.  Einige 
solche Reihen habe ich ausgewählt und in Abb. II.D.19 analysiert.  Die längste Temperaturreihe ist 
aus den Sauerstoff-Isotopen-Verhältnissen im Eisbohrkern von Vostok (Sibirien) abgeleitet und 
reicht mehr als 400 000 Jahre in die Vergangenheit zurück [PETITetal-99]; allerdings ist hier keine 

Abb. I I .D.17:  Zusammenstellung rekonstruierter Temperaturreihen für die nördliche Hemisphäre, die in den 
letzten Jahren veröffentlicht wurden.  Gezeigt ist die Abweichung der mittleren Jahrestemperatur vom Mit-
telwert der Jahre 1960 bis 1990.  Die Originalveröffentlichungen sind in der Legende oben rechts zitiert; alle 
Datenreihen sind im Internet verfügbar.  Zum Vergleich sind für die letzten 148 Jahre die auf die gesamte 
Hemisphäre hochgerechneten Temperaturmesswerte nach [JONES&MOBERG-03] eingezeichnet. 
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jährliche Auflösung 
der Daten möglich.  
Weil das Eis in tiefen 
Schichten stärker zu-
sammengepresst wird, 
nimmt die Auflösung 
von anfangs 17 Jah-
ren pro Datenpunkt 
immer weiter bis auf 
631 Jahre pro Daten-
punkt ab, je länger die 
betrachteten Ab-
schnitte zurückliegen.  
Die länger zurücklie-
genden Werte sind 
schon allein deshalb 
schwierig auszuwer-
ten, weil es dafür 
stark unterschiedliche 
Datierungen von verschiedenen Autoren gibt.  Mir ist aber aufgefallen, dass in einem längeren Ab-
schnitt mittleren Alters, der immerhin 39% der gesamten Datenpunkte umfasst und von 13 300 bis 
115 200 Jahren vor der Gegenwart reicht, die Auflösung ungefähr konstant bei 78±8 Jahren pro 
Datenpunkt liegt.  Diesen Abschnitt habe ich mit der DFA analysiert.  Das Ergebnis sind ungefähr 
1/f-Fluktuationen (α ≈ 1.0) auf Skalen bis zu ca. 3000 Jahren, was konsistent mit den Resultaten für 
die oben betrachten rekonstruierten Hemisphären-Temperaturen ist.  Auf längeren Skalen tritt stark 
nichtstationäres Skalenverhalten mit α ≈ 1.4 auf, was – wenn die Reihe tatsächlich die Langzeit-
Fluktuationen der Temperatur korrekt wiedergibt – bedeuten würde, dass das Klimasystem auf Zeit-
skalen von einigen tausend Jahren nicht stationär ist.  
Anders als viele rekonstruierte Hemisphären-Temperaturen und der Eisbohrkern weisen die lokalen, 
auf Baumringen ba-
sierenden Tempera-
turreihen auf langen 
Zeitskalen stationäres 
Skalenverhalten auf, 
obwohl sie zum Teil 
bis 4000 Jahre zu-
rückreichen.  Das 
zeigt, dass das Lang-
zeit-Fluktuationsver-
halten der lokalen 
Reihen besser mit 
dem Verhalten der 
Reihen von Klimasta-
tionen übereinstimmt 
und dass die Nichtsta-
tionarität schon auf 
Zeitskalen unter 2000 
Jahren möglicherwei-

Abb. I I .D.18:  Fluktuationsanalyse von rekonstruierten Temperaturdaten der 
nördlichen Hemisphäre mit DFA2.  F(s) ist doppelt logarithmisch gegen die 
Skala s in Jahren aufgetragen.  Die Quellen der Datensätze sind in der Legende 
angegeben und die Farben der Kurven entsprechen Abb. II.D.17.  Zum Ver-
gleich ist eine Gerade mit der Steigung α = 1 eingezeichnet.  

Abb. I I .D.19:  Fluktuationsanalyse von rekonstruierten lokalen Temperaturda-
ten mit DFA2 entsprechend Abb. II.D.18.  Für den Vostok Eisbohrkern [PETI-
Tetal-99] und die chinesische Reihe [YANGetal-02] ist die Skala s nicht in Jah-
ren, sondern in Einheiten von ca. 78 bzw. 10 Jahren.  
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se ein Artefakt der He-
misphären-Extra-
polationen sein könnte.  
Nur die auf Stalagmiten 
beruhende Reihe aus 
Peking [TANetal-03] 
wird am Ende leicht 
nichtstationär (α ≈ 1.1).   
Ein sehr realistisches 
Skalenverhalten zeigen 
insbesondere die Reihen 
zur Küstentemperatur in 
Norwegen (α ≈ 0.58, 
aus Baumringen, 
[KIRCHHEFER-01]) und zur Sommertemperatur auf der Baffin-Insel in Kanada (α ≈ 0.725, aus See-
Sedimenten, [MOOREetal-01]).  Nach den Ergebnissen in Abschnitt II.D.1.a und b ist bei Küstensta-
tionen (wie bei kontinentalen Stationen) α ≈ 0.65 und bei Inselstationen ein etwas höherer Wert zu 
erwarten.  Bei den anderen lokalen Temperaturreihen aus Baumring-Daten ist oft der Fluktuations-
exponent auf den kurzen Zeitskalen zu groß (α ≈ 1.2 – 1.5 [COOKetal-00, BAOetal-02, COOKetal-
03]), was zu starke Kurzzeitkorrelationen oder fehlende Variabilität auf kurzen Zeitskalen bedeutet.  
Es könnte sein, dass diese überhöhten Werte auf eine künstliche Glättung der Reihen zurückzufüh-
ren sind.  Die Reihe mit den meisten Datenpunkten, die Sommertemperatur in Yamal (Sibirien) 
[HANTEMIROV&SHIYATOV-02], fällt völlig aus dem Rahmen, weil die Werte unterhalb von ca. 100 
Jahren unkorreliert sind und darüber sogar antikorreliert, also eher periodisch als persistent.  Hier ist 
von einer ziemlich unrealistischen Rekonstruktion auszugehen.  

b) Niederschlags- und Abflussreihen 
Neben den Temperaturreihen wurden auch einige historische oder rekonstruierte Niederschlagsrei-
hen und Abflussreihen veröffentlicht.  Bei den Niederschlagsreihen würde man – wie bei den 
Messdaten in Abschnitt II.D.2 gefunden – unkorreliertes Verhalten erwarten.  Die Ergebnisse mei-
ner DFA-Untersuchung in Abb. II.D.20 zeigen, dass nur zwei der fünf betrachteten Reihen diesen 
Erwartungen entsprechen, nämlich die Niederschlagsreihe von Nevada [HUGHES&GRAUMLICH-96], 
α ≈ 0.55, die fast 8000 Jahre lang ist und damit die meisten Datenpunkte überhaupt hat, sowie die 
Frühlingsregen-Reihe aus der Türkei [TOUCHANetal-03].  Letztere erscheint zwar leicht antikorre-
liert (α ≈ 0.45), aber das ist angesichts der Länge von nur 660 Werten noch innerhalb des statisti-
schen Fehlers.  Die Niederschlagsreihen aus New Mexico [GRISSINO-MAYER-96] und den gesamten 
Südwesten der USA [STAHLE&CLEAVELAND-92] weisen nicht plausible Langzeitkorrelationen bzw. 
Antikorrelationen auf, α ≈ 0.8 bzw. 0.4.  Die auf Stalagmiten-Daten beruhende Reihe aus Schott-
land [PROCTORetal-02], die einem Quotienten aus Temperatur und Niederschlag entsprechen soll, 
zeigt nichtstationäres Verhalten, also extrem starke Korrelationen, was nicht plausibel ist.  Ein Ver-
gleich mit der ebenfalls aus Stalagmiten-Daten rekonstruierten Temperaturreihe von Beijing [TAN-
etal-03] zeigt, dass das 1/f-Rauschen (α ≈ 1.0) möglicherweise eher typisch für Stalagmiten ist. 
Nun komme ich noch auf die historischen und rekonstruierten Datenreihen von Flüssen zu spre-
chen, die in Abb. II.D.21 analysiert sind.  Als erstes ist hier die auf historischen Aufzeichnungen 
beruhende Reihe der jährlichen Wasserstandsminima des Nils am Pegel Roda bei Kairo zu nennen, 
die ich schon am Anfang des Kapitels erwähnt habe.  Hurst bestimmte den Skalenexponent für die-
se Nil-Reihe zu α ≈ H = 0.77 ± 0.06 [HURSTetal-65, FEDER-88].  Ich erhalte mit der DFA2 einen 
etwas größeren Wert α ≈ 0.85.  Kürzlich wurde berichtet [WHITCHERetal-02], dass nach den ersten 

Abb. I I .D.20:  Fluktuationsanalyse von rekonstruierten lokalen Nieder-
schlagsdaten mit DFA2 entsprechend Abb. II.D.18.  
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100 Jahren wahr-
scheinlich das Mess-
verfahren für die Mi-
nima verändert wurde, 
was zu einer Verrin-
gerung des Messfeh-
lers führte.  Daher 
habe ich die Daten 
auch ohne die ersten 
100 Jahre analysiert.  
Tatsächlich ist der 
Fluktuationsexponent 
mit α ≈ 0.93 dann 
höher, wie man bei 
einer Reduktion der 
Kurzzeitfluktuationen 
durch Veringerung 
des Messrauschens erwartet.  Beim Vergleich mit neuzeitlichen Pegelmessungen muss beachtet 
werden, dass in der historischen Nil-Reihe Minima des Wasserstands aufgezeichnet sind, während 
die neuzeitlichen Daten die tägliche Durchflussmenge angeben.  Da Abflussreihen multifraktal sind 
und kleine Fluktuationen mit einem größeren Skalenexponenten beschrieben werden müssen, passt 
der erhöhte Wert für die historischen Nil-Daten gut zu den anderen Ergebnissen, denn die Minima 
sollten eher wie kleine Fluktuationen skalieren.  
Eine weitere auf historischen Dokumenten basierende Reihe ist die Reihe der Hochwasser der Peg-
nitz [GLASER-01].  Dabei handelt es sich nicht um historische Messungen, sondern um eine Aus-
wertung von historischen Text- und Bilddokumenten, anhand von denen die Hochwasserereignisse 
datiert und in drei Kategorien eingeteilt wurden.  Die Analyse zeigt, dass die so gewonnenen Daten 
auf kurzen Zeitskalen wie weißes Rauschen skalieren; das möchte ich auf den sicher nicht optima-
len und daher stark verrauschten „Messprozess“ zurückführen.  Auf längeren Zeitskalen kann man 
Korrelationen erkennen, aber nicht zuverlässig mit einem Exponenten quantifizieren. 
Von den restlichen Flüssen basieren vier Reihen auf Baumringen und eine basiert auf Korallen.  
Dabei zeigen die kürzeste und neuste Reihe, die des Yellowstone Rivers in Montana [GRAUMLICH-
etal-03], und die australische Korrallen-Reihe [ISDALEetal-98] ein Skalenverhalten mit für Flüsse 
realistischen Skalenexponenten α ≈ 0.85 bzw. 0.67.  Für Flüsse zu schwache Persistenz weisen hin-
gegen die beiden längsten Reihen für den Sacramento [MEKOetal-01] und den White River [CLEA-

VELAND-00] (beide USA) auf, die man als nahezu unkorreliert bezeichnen kann (α ≈ 0.60 bzw. 
0.50).  Der Clear Creek [WOODHOUSE-00] (ebenfalls USA) schließlich ist auf kurzen Zeitskalen 
unkorreliert und hat erst auf längeren Zeitskalen ein realistisches Korrelationsverhalten, α ≈ 0.74, 
was auf einen stark verrauschten Messprozess hindeutet. 
 

Abb. I I .D.21:  Fluktuationsanalyse von historischen und rekonstruierten Rei-
hen der Wasserstände bzw. Durchflussmengen verschiedener Flüsse mit DFA2 
entsprechend Abb. II.D.18.  
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II.E. Auswirkungen von Langzeitkorrelationen auf die Extrem-
wertstatistik und die Wiederkehrintervall-Statistik 
Im vorhergehenden Kapitel wurden Langzeitkorrelationen in geophysikalischen Reihen der Tempe-
raturen, Niederschläge und Abflüsse aufgezeigt, zuletzt auch in rekonstruierten langjährigen Daten-
reihen und Paläodaten.  Relevant sind bei diesen Daten besonders die Extremereignisse, so z.B. 
extreme Hitzeperioden, starke Regenstürme und Hochwasser.  Die Abschätzung der Wahrschein-
lichkeit für das Eintreten solcher Extremereignisse ist wichtig, um den Aufwand für notwendige 
Maßnahmen zur Gefahrenabwehr abzuschätzen.  Die Höhe der Binnendeiche entlang von Flüssen 
beispielsweise wird so festgelegt, dass die Deiche mindestens einem Jahrhunderthochwasser stand-
halten sollen.  Eine falsche Abschätzung der mittleren Wiederkehrzeit bis zum nächsten Extremer-
eignis würde dazu führen, dass an einigen Stellen zu viel, an anderen Stellen zu wenig Vorsorge-
aufwand betrieben wird.  Die Vorhersage der Wiederkehrzeiten und Eintrittswahrscheinlichkeiten 
geht dabei meist von historischen Datenreihen aus.  In der konventionellen Extremwertstatistik setzt 
man voraus, dass die einzelnen Extremereignisse unabhängig voneinander auftreten, d.h. unkorre-
liert sind.  Demnach wäre das Auftreten eines Hochwassers unabhängig davon, wie lange das letzte 
Hochwasser zurückliegt.  Bei Langzeit-korrelierten Größen liegt es nahe, dass die Extremereignisse 
auch irgendwie korreliert sind.  Daher sollen in diesem Kapitel die Auswirkungen von Langzeitkor-
relationen auf die Extremwertstatistik und insbesondere auf die Statistik der Wiederkehrintervalle 
zwischen aufeinander folgenden Extremereignissen theoretisch und durch Datenanalyse untersucht 
werden [BUNDEetal-03b, BUNDEetal-04a, BUNDEetal-04b, BUNDEetal-04c].  Um Probleme mit Jahres-
gängen zu umgehen, betrachte ich nur jährliche Datenreihen. 

II.E.1. Konventionelle Extremwertstatistik 
Die konventionelle Extremwertstatistik beschäftigt sich mit der Verteilung von Extremereignissen 
in Zeitintervallen einer vorgegebenen Länge R; einen Überblick geben [GUMBEL-58, GALAMBOS-
etal-94, EMBRECHTSetal-97, VONSTORCH&ZWIERS-02].  Ausgehend von der Zeitreihe 1( )N

i ix =  der 
Länge N mit einer Verteilung D(x) werden die Maxima ( 1) 1maxkR

i R ik kM x= − +=  in aufeinander fol-
genden Segmenten der Länge R bestimmt.  Asymptotisch für große Segmentlänge R erwartet man 
in den meisten Fällen für unkorrelierte Zeitreihen eine Fisher-Tippet-Gumbel-Verteilung der Mk 
[FISHER&TIPPET-28, GUMBEL-58, GALAMBOSetal-94, ANTALetal-01, VONSTORCH&ZWIERS-02], 

 ( ) ~ exp[ exp( )]P M M− − . (II.E.1) 

Da man bei der Bestimmung der Maxima tatsächliche Werte der Zeitreihe betrachtet, ist bei dieser 
Art der Extremwertstatistik die Verteilung D(x) wesentlich.  Wir haben mit der Fourier-Filter-
Methode und dem iterativen Schreiber-Verfahren (siehe Abschnitt II.A.1.c) verschiedene unkorre-
lierte und langzeitkorrelierte Datenreihen erzeugt mit einer Gaußverteilung D(x) und mit einer Ex-
ponentialverteilung D(x).  Es zeigt sich, dass die Konvergenz gegen die Gumbel-Verteilung (II.E.1) 
für R → ∞ sehr langsam ist, wenn man von Gauß-verteilten Reihen ausgeht.  Bei exponentiell ver-
teilten Ursprungsdaten nähert sich die numerische Verteilung schneller, d.h. schon bei nicht ganz so 
großen R, an Gl. (II.E.1) an.   
Ähnliche Auswirkungen wie eine nicht-exponentielle Werteverteilung scheinen Langzeitkorrelatio-
nen in den Daten zu haben.  Ohne Langzeitkorrelationen ist die Konvergenz zu Gl. (II.E.1) schnel-
ler als mit Langzeitkorrelationen.  Dabei scheint es keine abweichende universelle Form der Ex-
tremwert-Verteilung zu geben, die die Fisher-Tippet-Gumbel-Verteilung (II.E.1) ersetzen müsste, 
sondern nur Unterschiede in der Konvergenzgeschwindigkeit für endliche Zeitreihen.  Diese Unter-
schiede können allerdings in der Praxis durchaus relevant sein, so dass die asymptotische Form der 
Verteilung (II.E.1) mit realen langzeitkorrelierten Messreihen kaum wirklich erreicht wird. 
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II.E.2. Statistik der Wiederkehrinter-
valle 
Im Gegensatz zu einer Analyse der fluktuierenden 
Maxima Mk in Segmenten einer festen Länge R ist 
es auch möglich, einen Schwellenwert für Extrem-
ereignisse vorzugeben und dann die Zeitintervalle r 
zwischen aufeinander folgenden Überschreitungen 
dieser Schwelle zu analysieren.  Dadurch wird die 
Länge der Wiederkehrintervalle zur Zufallsvariable 
anstelle von Werten (Maxima) aus der ursprüngli-
chen Zeitreihe.  Der Schwellenwert wird auch als 
Quantil bezeichnet und darum mit q benannt, wäh-
rend die entsprechenden Wiederkehrintervalle rq 
heißen und eine neue Reihe rq(k), k = 1, …, Nq von 
Nq < N ganzzahligen Werten bilden.  Abbildung 
II.E.1 zeigt für die historischen Wasserstandsdaten des Nils und für drei Quantilwerte q die Zeit-
punkte, zu denen Messwerte über dem Quantil beobachtet wurden, und illustriert die Definition der 
Wiederkehrintervalle rq(k).   

a) M ittlere Wiederkehrper iode 
Für die mittlere Wiederkehrperiode, den Mittelwert aller rq, gilt 

 
1

1
( ) ( )

qN

q q q
kq q q

N N
R r r k N

N N N=

′
= = = → → ∞� , (II.E.2) 

denn die Summe aller Wiederkehrperioden ist gerade N′, die Länge N der Reihe minus die (asymp-
totisch bei stationären Zeitreihen zu vernachlässigenden) Bereiche am Anfang und am Ende, in de-
nen keine Extremwert-Überschreitungen vorkommen.  Da es in dem Bereich der Länge N′ genau Nq 
Extremwert-Überschreitungen gibt, ist Rq = N′/Nq der Kehrwert der Wahrscheinlichkeit für das  
Überschreiten der Schwelle q.  Somit lässt sich, wenn D(x) wie oben die normierte Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Werte xi in der ursprünglichen Reihe bezeichnet, Rq aus dem Integral über diese 
Verteilung berechnen, 

 1 ( )q q
R D x dx

∞− = � . (II.E.3) 

Die Verteilung D(x) der Werte xi in der ursprünglichen Reihe bestimmt zusammen mit dem Quantil 
q die mittlere Wiederkehrperiode Rq.  Eine weiter gehende Rolle spielt die Verteilung D(x) nicht.  
Man kann sich leicht klar machen, dass sich weder Rq noch die Reihe der rq(k) ändern, wenn man 
alle x-Werte oberhalb der Schwelle q und alle x-Werte unterhalb der Schwelle q beliebig verschiebt, 
solange keiner dieser Werte die Schwelle überquert.  Dabei lässt sich die Verteilung D(x) beliebig 
modifizieren und nur der Wert von Gl. (II.E.3) bleibt erhalten.  Die Ergebnisse der Statistik der 
Wiederkehrintervalle hängen somit nicht von D(x) ab (wie bei der konventionellen Extremwertsta-
tistik), sondern nur noch von Rq, das sich durch die Schwelle q einstellen lässt.  Daher ist mit den 
Wiederkehrintervallen eine eher allgemeingültige Beschreibung von Extremereignissen möglich als 
mit der konventionellen Extremwertstatistik. 
Um eine einfache Vergleichbarkeit der Ergebnisse für verschiedene gemessene, rekonstruierte oder 
simulierte Zeitreihen herzustellen, werden im Folgenden normierte Reihen betrachtet, bei denen der 
Mittelwert subtrahiert und durch die Standardabweichung dividiert wurde.  Die Quantile q werden 
daher immer in Einheiten der Standardabweichung angegeben. 
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Abb. I I .E.1:  Illustration der Wiederkehr-
Intervalle rq(k), k = 1, …, Nq für drei Schwel-
len q1, q2 und q3 für die Wasserstände des Nils 
in Roda (bei Kairo, Ägypten).  Für jedes 
Quantil ist ein Wiederkehr-Intervall durch ei-
nen Doppelpfeil gekennzeichnet (nach [BUN-

DEetal-04]). 
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b) Ver teilung der  Wiederkehr intervalle 
Neben dem von q abhängigen Mittelwert Rq der Wiederkehrintervall-Reihe rq(k), k = 1, …, Nq inte-
ressiert man sich für die Verteilung der rq-Werte.  Für unkorrelierte Zeitreihen sind alle Extremer-
eignisse statistisch unabhängig voneinander.  Die Wiederkehrintervalle rq sind dann Zeitabstände 
zwischen zufälligen unabhängigen Ereignissen, und deren Verteilung ist bekanntermaßen die Pois-
son-Verteilung mit Erwartungwert Rq, 

 
1

( ) expq q
q

P r r R
R

� �= −� 	. (II.E.4) 

Die Form dieser Verteilung hängt nicht von q ab; RqPq(r) ist stets eine einfache Exponentialfunkti-
on von r/Rq.  Abbildung II.E.2(a) bestätigt Gl. (II.E.4) für unkorrelierte (gemischte) simulierte Da-
tenreihen für verschiedene Werte von q.  
Für langreichweitig korrelierte Daten wird die Verteilung der Wiederkehrintervalle verändert.  
Durch die Korrelationen kommen besonders kurze und besonders lange Wiederkehrintervalle r häu-
figer vor, und die Wahrscheinlichkeit mittlerer Werte von r ist etwas verringert.  Abbildung 
II.E.2(a) zeigt, dass trotzdem noch das Skalenverhalten gilt, d.h. RqPq(r) hängt weiterhin nur von 
r/Rq ab, aber nicht mehr als einfache Exponentialfunktion.  Vielmehr finden wir für langreichweitig 
korrelierte Daten, die durch den Korrelationsexponenten γ (bzw. den Fluktuationsexponenten α = 1 
− γ/2) charakterisiert werden, eine gestreckte Exponentialfunktion, 
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Abb. I I .E.2:  (a) Verteilungen Pq(r) von Wiederkehrintervallen r für die Schwellen q = 1.5 (Rq ≈ 15, ¤ ,n), 
q = 2.0 (Rq ≈ 44, ¡ ,�) und q = 2.5 (Rq ≈ 161, �,�) für simulierte langreichweitig korrelierte Zeitreihen (n ,�,�) 
mit Korrelationsexponenten γ = 0.5 (oben), γ = 0.3 (Mitte) und γ = 0.1 (unten) sowie für die entsprechenden 
gemischten Datensätze (¤ ,¡ ,�).  Für die Simulationen habe ich 1000 Reihen der Länge N = 2 × 106 für jeden 
Wert von γ mit der Fourier-Filter-Methode (siehe Abschnitt II.A.1.c) erzeugt.  (b) Verteilungen Pq(r) von 
Wiederkehrintervallen r für die historische Zeitreihe der Nil-Wasserstände (n ) sowie vier rekonstruierte 
Zeitreihen, die Abflussreihe des Sacramento (�), die Temperaturreihe der Baffin-Insel (�), den Nieder-
schlag in New Mexico (�) und die Temperatur der nördlichen Hemisphäre (�).  Die Ergebnisse der entspre-
chenden gemischten Reihen sind mit offenen Symbolen gezeigt.  Die Ergebnisse für die Daten habe ich über 
alle Quantile q mit Rq > 3 und mit Nq > 50 Wiederkehrintervallen gemittelt.  Die durchgezogenen Kurven in 
(a) und (b) entsprechen der gestreckten Exponential-Verteilung (II.E.5) mit den jeweiligen γ-Werten, und die 
gestrichelten Kurven der Poisson-Verteilung (II.E.4).  Nur für die Reihen mit γ = 0.1 (nahe an der Grenze zur 
Nichtstationarität) habe ich den aγ-Parameter in (a) und (b) leicht gegenüber dem aus Gl. (II.E.7) folgenden 
Wert erhöht, sonst sind alle Kurven parameterfrei (nach [BUNDEetal-04c]). 
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 ( )( ) expq q
q

a
P r b r R

R

γγ
γ

� �= −� �� 	
, (II.E.5) 

bei der γ der Korrelationsexponent ist und die 
Parameter aγ und bγ nicht vom Quantil q ab-
hängen.  Es ist wichtig, dass durch diese Un-
abhängigkeit von q auch die gestreckte Expo-
nentialverteilung (II.E.5) das Skalenverhalten 
mit Rq zeigt, weil nur durch die Mittelung 
über viele Quantile q bei den realen Datensät-
zen eine hinreichend gute Statistik zu be-
kommen ist.  Außerdem kann man so vom 
Verhalten für kleine Schwellen q und kurze 
mittlere Wiederkehrintervalle Rq auf das Ver-
halten für große Schwellen und lange mittlere 
Wiederkehrintervalle schließen.   
Die γ-Abhängigkeit der beiden Parameter aγ 
und bγ in Gl. (II.E.5) ist durch die beiden 
Normierungsbedingungen  

 
0

1 1 ( )qP r dr
∞

= = �    und   ( )
0

1 ( )q q qr R r R P r dr
∞

= = �  (II.E.6) 

festgelegt, so dass es keine freien Parameter gibt.  Diese Normierungsbedingungen lassen sich mit 
Gl. (II.E.5) unter Verwendung von Gamma-Funktionen nach aγ und bγ auflösen, was auf  

 
( )
( )2

2

1 1
aγ

Γ γ
=

γΓ + γ
   und   ( )1 1b a

γ

γ γ� �= Γ + γ� 	  (II.E.7) 

führt.  Es ist anzumerken, dass Gl. (II.E.5) für die Abstände r zwischen den Nulldurchgängen eines 
langzeitkorrelierten Prozesses früher von Mathematikern als Abschätzung hergeleitet wurde [NE-

WELL&ROSENBLATT-62].  Hier beschränken wir uns nicht auf das Quantil q = 0 und betrachten die 
Abstände zwischen Quantil-Überschreitungen, wobei auch direkt aufeinander folgende Überschrei-
tungen mitzählen, nicht nur Durchgänge durch die Schwelle.  Wir finden, dass die gestreckte Expo-
nentialverteilung viel allgemeiner gilt, als in der mathematischen Arbeit gezeigt.  Zur Überprüfung, 
dass der Exponent in der gestreckten Exponentialfunktion (II.E.5) wirklich der Korrelationsexpo-
nent γ sein muss, ist für simulierte Daten mit unterschiedlichem γ in Abb. II.E.3 der negative Loga-
rithmus von Pq(r)/Pq(1) doppelt logarithmisch gegen r/Rq aufgetragen.  Man erkennt deutlich, dass 
die Kurven die entsprechende Steigung γ haben.   
Weiterhin haben wir auch alle langjährigen historischen und rekonstruierten Datensätze untersucht, 
für die ich schon in Kapitel II.D.4 mit der DFA-Methode die Langzeitkorrelationen bestimmt habe.  
Die Ergebnisse für fünf repräsentative Reihen mit einem gleichmäßigen Skalenverhalten ohne  
Übergänge ist in Abb. II.E.2(b) gezeigt.  Es handelt sich um die historische Reihe der jährlichen 
Wasserstände des Nils am Pegel Roda bei Kairo (Dauer 663 Jahre, α = 0.85, siehe Abb. II.D.21, γ = 
0.3, [TOUSSON-25, POPPER-51, BERAN-94]) sowie um vier rekonstruierte Datenreihen:  die Abfluss-
reihe des Sacramento River in Kalifornien, USA (aus Baumringen, Dauer 1109 Jahre, α = 0.6, siehe 
Abb. II.D.21, γ = 0.8, [MEKOetal-01]), die Reihe der Sommertemperaturen auf der Baffin-Insel im 
Norden Kanadas (aus Seesedimenten, 1241 Jahre, α = 0.725, siehe Abb. II.D.19, γ = 0.55, [MOO-

REetal-01]), den Jahresniederschlag in New Mexiko, USA (aus Baumringen, 2131 Jahre, α = 0.8, 
siehe Abb. II.D.20, γ = 0.4, [GRISSINO-MAYER-96]) und schließlich die Temperatur der nördlichen 
Hemisphäre in der Rekonstruktion nach Mann et al. (981 Jahre, α = 0.95, siehe Abb. II.D.18, γ = 
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Abb. I I .E.3:  Doppelt logarithmische Darstellung 
von –ln[Pq(r)/Pq(1)] in Abhängigkeit von r/Rq für 
simulierte Daten mit γ = ∞, 0.7, 0.4 und 0.1 (von 
oben nach unten) sowie q = 1.5 (schwarz) und 2.5 
(grau).  Die Geraden haben die Steigung γ für die 
korrelierten Daten und 1 für die unkorrelierten Daten 
(γ = ∞) (nach [BUNDEetal-04b]). 
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0.1, [MANNetal-99]).  Bei der 
Auswertung der realen Daten-
reihen ist zur Verbesserung der 
Statistik eine Mittelung der 
Resultate für viele verschiede-
ne Quantile q nötig.  Dennoch 
fluktuieren die Werte von 
RqPq(r) insbesondere bei gro-
ßen r-Werten, die seltener vor-
kommen.  Man kann trotzdem 
gut die Übereinstimmung mit 
den durchgezogenen theoreti-
schen Verteilungsfunktionen 
(II.E.5) erkennen, in die – au-
ßer dem γ bzw. α aus den 
DFA-Untersuchungen – kein 
freier Parameter eingeht.  Ähn-
liche Fluktuationen treten auch 
für die Ergebnisse der gemisch-
ten Datensätze auf, bei denen 
die Korrelationen zerstört sind 
und die daher der Poisson-
Verteilung (II.E.4) folgen.   

c) Kor relationen der  
Wiederkehr intervalle 
und bedingte Wieder-
kehr intervall-Ver teilungen 
Die bisher betrachtete Verteilung der Wiederkehrintervalle zeigt zwar, dass sehr kurze und sehr 
lange Intervalle bei korrelierten Daten häufiger werden, aber sie macht keine Aussagen über die 
Anordnung der Wiederkehrintervalle, d.h. über die Korrelationseigenschaften der Reihe rq(k), k = 1, 
…, Nq.  Um diese Eigenschaften zu untersuchen, berechnen wir die Autokorrelationsfunktion Cr(s) 
≡ �rq(k) rq(k + s)� − Rq

2, denn die Reihe enthält keine Trends oder Nichtstationaritäten und der Mit-
telwert Rq ist wohl definiert.  Abbildung II.E.4(a) zeigt repräsentative Ergebnisse für γ = 0.4 und 
drei Quantile q.  In der doppelt logarithmischen Darstellung sind die drei Kurven nahezu parallele 
Geraden mit der Steigung −γ = −0.4.  Dies Ergebnis bedeutet, dass die Reihen der Wiederkehrinter-
valle langreichweitig korreliert sind mit demselben Korrelationsexponenten γ wie die ursprüngliche 
Reihe.  Dementsprechend sind lange und kurze Wiederkehrintervalle nicht zufällig und unabhängig 
angeordnet, sondern man kann erwarten, dass Bereiche (Cluster) aus ähnlichen Werten vorliegen, 
so dass nach einem langen Wiederkehrintervall eher ein langes und nach einem kurzen eher ein 
kurzes folgen sollte. 
Die Konsequenz der Korrelationen in den Wiederkehrintervall-Reihen ist, dass die Wahrscheinlich-
keit, einen bestimmten Wert von r zu finden, von der Vorgeschichte und insbesondere von dem 
direkt vorhergehenden Wert in der Reihe abhängt, der hier mit r0 bezeichnet werden soll.  Dies soll-
te bei Vorhersagen und Risikoabschätzungen beachtet werden.  Abbildung II.E.4(b) zeigt die (be-
dingte) Verteilungsfunktion Pq(r|r0), dass ein Wiederkehrintervall r auftritt unter der Bedingung, 
dass das vorhergehende Wiederkehrintervall r0 war.  Man erkennt, dass sich die Verläufe für ver-
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Abb. I I .E.4:  (a) Autokorrelationsfunktion Cr(s) der Wiederkehrin-
tervalle für die Schwellen q = 1.5 (�), 1.75 (n ) und 2.0 (�) für simu-
lierte, langreichweitig korrelierte Reihen mit γ = 0.4; die Geraden 
haben die Steigung −0.4.  (b)  Bedingte Verteilungsfunktionen 
Pq(r|r0) gegen (r/Rq)

γ aufgetragen für simulierte Reihen mit γ = 0.4 
und q = 2.0 für die beiden Bedingungen r0 = Rq/8 (¡ ) und r0 = 8Rq 
(�).  Die Geraden markieren den asymptotischen, gestreckt exponen-
tiellen Abfall.  (c) RqPq(r|r0) aufgetragen gegen r/Rq für simulierte 
Reihen mit γ = 0.4 und r0 = Rq/2 bei q = 1.0, 1.5, 2.0 und 2.5 (ver-
schiedene Symbole).  (d) Gq(r|r0) ≡ Pq(r|r0)/Pq(r) aufgetragen gegen 
r/Rq für dieselben Parameter wie in (c); für unkorrelierte Daten ist 
Gq(r|r0) = 1.  Die Ergebnisse basieren auf der gleichen Statistik wie 
bei Abb. II.E.2(a) (aus [BUNDEetal-04c]). 
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schiedene Werte von r0 deutlich aufgrund der Korrelationen unterscheiden und dass beide keine 
echten gestreckten Exponentialfunktionen mehr sind.  Asymptotisch nähern sich beide Kurven al-
lerdings gestreckten Exponentialfunktionen mit unterschiedlichen Vorfaktoren an.   
Abbildung II.E.4(c) zeigt, dass die bedingte Wiederkehrintervall-Verteilungsfunktion Pq(r|r0) auch 
das schon bei Pq(r) angesprochene Skalenverhalten für verschiedene Quantile q aufweist, d.h. dass 
RqPq(r|r0) nur von r/Rq und r0/Rq abhängt, aber nicht von r, r0 und q getrennt.  Die Kurven für ver-
schiedene Quantile q fallen wieder übereinander.  Um die Abweichungen der bedingten Vertei-
lungsfunktion Pq(r|r0) von der unbedingten Verteilungsfunktion Pq(r) zu zeigen, die nach Gl. 
(II.E.5) eine gestreckte Exponentialfunktion ist, haben wir in Abb. II.E.4(d) den Quotienten Gq(r|r0) 
≡ Pq(r|r0)/Pq(r) gegen r/Rq aufgetragen.  Als Konsequenz der Korrelationen ist die Wahrscheinlich-
keit für r ≈ r0 = Rq/2 deutlich erhöht, während stark von r0 abweichende Werte von r weniger häufig 
vorkommen.  Für unkorrelierte Daten ist Gq(r|r0) = 1.  Man beachte aber die gedehnte, nicht loga-
rithmische vertikale Achse in Abb. II.E.4(d); die Veränderungen in der bedingten Wahrscheinlich-
keit sind deutlich schwächer als der gestreckt exponentielle Abfall, der hier herausdividiert wurde. 

d) Bedingte Wiederkehrper iode und bedingte verbleibende Wiederkehrzeit 
Die bedingte Verteilungsfunktion Pq(r|r0) ist eine grundlegende Größe, aus der relevante Größen für 
eine Risikoabschätzung abgeleitet werden können.  So ist beispielsweise das erste Moment von 
Pq(r|r0) die bedingte Wiederkehrperiode, 

 0 00
( ) ( | )q qR r r P r r dr

∞
= � , (II.E.8) 

d.h. die erwartete mittlere Wiederkehrzeit bis zum nächsten Extremereignis unter der Vorausset-
zung, dass zwischen den beiden letzten Extremereignissen die Zeit r0 vergangen war.  Eine allge-
meinere Größe, die auch eine seit dem letzten Extremereignis schon vergangene Zeit x berücksich-
tigt, ist die mittlere bedingte verbleibende Wiederkehrzeit 

 0 0 0( | ) ( ) ( | ) ( | )q q qx x
x r r x P r r dr P r r dr

∞ ∞
τ = −� � , (II.E.9) 

wobei τq(0|r0) ≡ Rq(r0).  Hier werden drei Extremereignisse betrachtet:  Zwischen den ersten beiden 
ist die Zeit r0 vergangen und das dritte Extremereignis ist innerhalb der Zeit x nach dem zweiten 
noch nicht eingetreten.  τq(x|r0) ist dann die mittlere noch ausstehende Wartezeit bis zum dritten 
Extremereignis.  Für unkorrelierte Zeitreihen gilt τq(x|r0) = Rq, außer dass durch die Diskretheit der 
r-Werte und eine möglicherweise nicht exakte Bestimmung von Rq bei endlichen Reihen τq(x|r0) � 
Rq auftreten kann für x > 0, siehe auch [SORNETTE&KNOPOFF-97].  Bei unkorrelierten Reihen gilt 
aber stets τq(0|r0) ≡ Rq(r0) = Rq.  Aufgrund des Skalenverhaltens von Pq(r|r0) erwarten wir, dass 
τq(x|r0)/Rq nur eine Funktion von x/Rq und r0/Rq ist und nicht von x, r0 und q getrennt abhängt.  Das 
wird in Abb. II.E.5(a) bestätigt, denn dort liegen die Kurven für verschiedene Quantile q wieder 
aufeinander.  Weiterhin zeigt die Abbildung für x = 0 (unterste Kurve) die Auswirkungen der Kor-
relationen:  Große Wiederkehrintervalle werden im Mittel von großen Intervallen gefolgt und kleine 
von kleinen, so dass τq(0|r0)/Rq ≡ Rq(r0)/Rq deutlich > bzw. < 1 ist r0/Rq > bzw. < 1.   
Es ist auf den ersten Blick überraschend, dass mit zunehmender Zeit x seit dem letzten Extremer-
eignis die mittlere bedingte verbleibende Zeit τq(x|r0) bis zum nächsten Extremereignis ansteigt, d.h. 
dass die Kurven für zunehmende x in Abb. II.E.5(a) immer höher liegen.  Wenn schon das Vierfa-
che der Wiederkehrperiode seit dem letzten Extremereignis vergangen ist (x = 4Rq, oberste Kurve in 
Abb. II.E.5(a)), liegt die mittlere verbleibende Wiederkehrzeit bei etwa 3 bis 5Rq je nach dem Wert 
des vorhergehenden Wiederkehrintervalls r0.  Das bedeutet, dass eine lange Pause seit dem letzten 
Extremereignis das nächste Extremereignis nicht mehr, sondern weniger wahrscheinlich macht.  
Aufgrund der Langzeitkorrelationen in den betrachteten Zeitreihen ist ein langes Ausbleiben des 
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nächsten Extremereignisses ein Hinweis auf persistent niedrigere Messwerte, und dadurch erhöht 
sich die mittlere Wartezeit bis zum nächsten Extremereignis.  Somit widerspricht der Effekt nur auf 
den ersten Blick der Intuition.  Für Erdbeben müssen diese Ergebnisse aber nicht gelten, denn ers-
tens sind Langzeitkorrelationen dabei (außer für Nachbeben) umstritten und zweitens bauen sich an 
Verwerfungen mit der Zeit immer stärkere Spannungen auf, so dass die Wahrscheinkeit für ein Be-
ben mit der seit dem letzten Beben vergangenen Zeit anstiegt. 
Abbildung II.E.5(b) zeigt – für zwei feste Werte von r0 sowie gemittelt über alle r0 – die mittlere 
bedingte verbleibende Wiederkehrzeit τq(x|r0) in Abhängigkeit von der schon abgelaufenen Warte-
zeit x.  Man erkennt deutlich den Anstieg mit zunehmendem x aber auch klare Unterschiede zwi-
schen den beiden Kurven für verschiedene r0.  Insbesondere bei kleinen Werten von x reicht es of-
fensichtlich nicht, bei Risikoabschätzungen nur die unbedingte verbleibende Wiederkehrzeit, d.h. 
τq(x|r0) gemittelt über alle r0 (mittlere Kurve in Abb. II.E.5(b)), zu betrachten, wie es [SORNETTE&  

KNOPOFF-97, CORRAL-03] für Erdbeben-Verteilungen tun, siehe auch [CORRAL-04].  Die Langzeit-
korrelationen in den hier schwerpunktmäßig betrachteten hydro-klimatischen Zeitreihen führen zu 
deutlichen Unterschieden in Abhängigkeit vom vorhergehenden Wiederkehrintervall r0, so dass 
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Abb. I I .E.5:  (a) Mittlere bedingte verbleibende Wiederkehrzeit τq(x|r0) bis zum nächsten Extremereignis (in 
Einheiten von Rq) für vier Quantile (q = 1.0, 1.25, 1.5 und 1.75; verschiedene Symbole) und vier Werte der 
vergangenen Zeit x seit dem letzten Extremereignis (x = 0, 0.25Rq, Rq und 4Rq; von unten nach oben) für 
simulierte, langreichweitig korrelierte Reihen mit γ = 0.4.  (b) Mittlere bedingte verbleibende Wiederkehrzeit 
τq(x|r0) in Abhängigkeit von x/Rq für r0 = Rq/8 (untere Kurve), r0 = 8Rq (obere Kurve) und gemittelt über alle 
Werte von r0 (unbedingte verbleibende Wiederkehrzeit; mittlere Kurve).  Die Simulationen in (a,b) beruhen 
auf derselben Statistik wie die für Abb. II.E.2(a) und II.E.4.  (c,d) Bedingte verbleibende Wiederkehrzeiten 
τq

−(x)/Rq und τq
+(x)/Rq gemittelt über alle r0 unter- bzw. oberhalb des Medians der Wiederkehrintervalle in 

Abhängigkeit vom Korrelationsexponenten γ für (c) x = 0 und (d) x = Rq/4.  Die Symbole gelten für die 
schon in Abb. II.E.2(b) betrachteten historischen und rekonstruierten Datensätze (ausgefüllte Symbole) bzw. 
die entsprechenden gemischten Datensätze (offene Symbole).  Die Linien geben Simulationsergebnisse an 
für τq

−(x)/Rq (durchgezogen) und für τq
+(x)/Rq (gestrichelt), wobei 1000 Reihen der Länge N = 1250 (entspre-

chend der mittleren Länge der realen Datensätze) betrachtet wurden; die nur nach außen gezeichneten Feh-
lerbalken habe ich aus den Schwankungen der Simulationsergebnisse zwischen den einzelnen Reihen ermit-
telt (aus [BUNDEetal-04c]). 



II. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen 

105 
 

man die r0-Abhängigkeit in Pq(r|r0) mit berücksichtigen muss und nicht von der unbedingten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung Pq(r) ausgehen kann.  
Um diese Abhängigkeit vom vorhergehenden Wiederkehrintervall r0, die eine direkte Auswirkung 
der Langzeitkorrelationen ist, auch bei den vergleichsweise kurzen historischen und rekonstruierten 
Jahresdaten-Reihen beobachten zu können, ist es notwendig, die Statistik durch eine Mittelung über 
viele Quantile q und mehrere Wiederkehrintervalle r0 zu verbessern.  Wir haben dazu den Median 
der Wiederkehrintervalle, rq* , bestimmt, und die mittlere bedingte verbleibende Wiederkehrzeit 
τq(x|r0) für alle r0 ≤ rq*  bzw. r0 > rq*  gemittelt, um so die Größen τq

−(x) bzw. τq
+(x) zu erhalten; die 

Bedingung wird hier durch – und + ausgedrückt.  Anschließend haben wir τq
−(x)/Rq und τq

+(x)/Rq 
über alle Quantile q gemittelt, für die Rq > 3 Jahre und Nq > 50 ist (wie für Abb. II.E.2(b)).  Abbil-
dung II.E.5(c) zeigt Rq

−/Rq ≡ τq
−(0)/Rq und Rq

+/Rq ≡ τq
+(0)/Rq für simulierte Datensätze (Linien) und 

für die fünf repräsentativen historischen und rekonstruierten Jahresdaten-Reihen (ausgefüllte Sym-
bole), die wir schon für Abb. II.E.2(b) analysiert hatten, in Abhängigkeit vom Korrelationsexponen-
ten γ.  Der Unterschied zwischen τq

−(0) und τq
+(0) wird mit abnehmendem Wert von γ größer, steigt 

also mit zunehmendem Langzeitgedächtnis in den Zeitreihen an.  Die Ergebnisse für die histori-
schen und rekonstruierten Zeitreihen sind innerhalb der Fehlerbalken in guter Übereinstimmung mit 
den Ergebnissen für die simulierten Daten.  Man erkennt deutlich, dass τq

−(0)/Rq und τq
+(0)/Rq ver-

schieden sind, d.h. dass die mittlere verbleibende Wiederkehrzeit signifikant vom vorhergehenden 
Wiederkehrintervall r0 abhängt.  Um eine Vergleichbarkeit herzustellen und auch die Fehlerbalken 
korrekt abzuschätzen, habe ich bei den Simulationen Reihen der Länge N = 1250 Jahre verwendet, 
was der durchschnittlichen Länge der betrachteten historischen und rekonstruierten Zeitreihen ent-
spricht.  Die (der Übersichtlichkeit wegen nur in einer Richtung gezeichneten) Fehlerbalken geben 
die Schwankungen der Simulationsergebnisse für solche vergleichsweise kurzen Reihen an.  
Abbildung II.E.5(d) zeigt entsprechende Ergebnisse wie Abb. II.E.5(c) für x = Rq/4 statt x = 0, also 
für eine schon abgelaufene Wartezeit von einem Viertel der Wiederkehrperiode.  Die γ-Abhängig-
keit ist nicht nur quantitativ, sondern auch qualitativ verschieden.  Während τq

−(0)/Rq mit anstei-
gendem γ ansteigt, ist τq

−(Rq/4)/Rq praktisch unabhängig vom Korrelationsexponenten.  Wiederum 
ist die Übereinstimmung zwischen den simulierten und den realen Daten zufrieden stellend.  Um 
die Signifikanz der Ergebnisse zu zeigen, haben wir auch die entsprechenden gemischten Datenrei-
hen analysiert, siehe offene Symbole und gestrichelte Linien in Abb. II.E.5(c,d).  Wir erhalten 
τq

−(0)/Rq ≈ τq
+(0)/Rq ≈ 1 und τq

−(Rq/4)/Rq ≈ τq
+(Rq/4)/Rq ≈ 1.1, was anzeigt, dass keiner der Effekte 

für unkorrelierte Daten auftritt, außer einer leichten Erhöhung von τq
−(x)/Rq und τq

+(x)/Rq für x > 0.  
Für die gemischten Daten, deren Wiederkehrintervalle der Poisson-Verteilung folgen (siehe Abb. 
II.E.2) sind τq

−(x)/Rq und τq
+(x)/Rq nicht unterschiedlich und hängen nicht von γ ab.   

Zusammenfassend ist zu sagen, dass die langreichweitigen Korrelationen in hydroklimatischen 
Zeitreihen einen natürlichen Mechanismus für eine Häufung von Extremereignissen in manchen 
Abschnitten und das seltene Vorkommen solcher Ereignisse in anderen Abschnitten darstellen.  
Diese Häufungen führen dazu, dass besonders kurze und besonders lange Wiederkehrintervalle 
vermehrt vorkommen und dass die Reihe der Wiederkehrintervalle langzeitkorreliert ist.  Diese 
Korrelationen verändern die mittlere bedingte Wiederkehrperiode und die bedingte verbleibende 
Wiederkehrzeit, so dass sie bei der Abschätzung der Wahrscheinlichkeit für Extremereignisse be-
rücksichtigt werden müssen.  
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II.F. Langzeitkorrelationen in der Festkörperphysik 

II.F.1. Speckle-Fluktuationen 
Korrelations- und Fluktuationsanalysen sind auch in der experimentellen Festkörperphysik von Be-
deutung, weil sie bei der Interpretation räumlich und zeitlich fluktuierender Messdaten helfen.  In 
diesem Abschnitt geht es um die zeitlichen Fluktuationen von an ungeordneten Proben gestreutem 
Röntgenlicht.  Die Variationen werden dabei von einer Strukturveränderung durch Diffusion verur-
sacht, die man auf diese Art in einem großen Volumenbereich und über lange Zeit beobachten, und 
deren Mechanismus man so klären kann. 

a) Messung von Speckle-M ustern mit Synchrotron-Röntgenstrahlung 
In einem klassischen Streuexperiment wird Röntgenstrahlung mit einer kleinen Kohärenzlänge am 
Kristallgitter eines Festkörpers gestreut, so dass man aus den entstehenden Beugungsmustern die 
Gitterkonstante und möglicherweise auch die Struktur der Einheitszelle bestimmen kann.  Diese 
Experimente zeigen immer die durchschnittlichen Eigenschaften der Probe an, weil die in verschie-
denen Regionen der Probe gestreuten Photonen nicht interferieren, sondern sich inkohärent überla-
gern.  Unordnung in der Probe führt zu einer Verbreiterung der Beugungsreflexe, so dass im Ex-
tremfall breite Beugungsringe auftreten, wenn viele kleine Kristallite mit Defekten in einer poly-
kristllinen oder pulverförmigen Probe bestrahlt werden.  Aus der Breite der Beugungsreflexe im 
Raum der Streuvektoren Q lässt sich ein Maß für die Stärke der Unordnung gewinnen, d.h. bei-
spielsweise die Größe geordneter Domänen in der Probe abschätzen.  Mikroskopische Veränderun-
gen in der Probe führen nicht zu einer Veränderung des Beugungsbilds. 
Bei der Benutzung eines Elektronen-Synchrotrons als Strahlungsquelle ist es hingegen möglich, 
eine Probe mit kohärenter Röntgenstrahlung zu untersuchen.  Dazu muss die verwendete Strahlung 
durch den Einsatz eines guten Monochromators 
und einer kleinen Blende sowohl in longitudina-
ler als auch in transversaler Richtung hinrei-
chend kohärent gemacht werden, so dass alle im 
bestrahlten Probenteil gestreuten Photonen in-
terferieren können.  Man braucht Synchrotron-
strahlung, weil sonst die Intensität und die 
transversale Kohärenz nicht ausreichen.  Bei 
kohärenter Bestrahlung steht das Beugungsbild 
in direkter Beziehung zu den Positionen der 
einzelnen Atome im bestrahlten Probenteil, und 
jede Art von Unordnung in der Probe führt zu 
einer fluktuierenden „Feinstruktur“ der Beu-
gungsreflexe, einem so genannten „Speckle“-
(Flecken-) Muster im Raum der Streuvektoren 
(Wellenzahlen) Q wie in Abb. II.F.1 gezeigt.  
Ein solches statisches Speckle-Muster wurde 
erstmals vor gut 10 Jahren an Cu3Au aufge-
nommen [SUTTONetal-91].  
Zusätzlich muss das Speckle-Muster nicht sta-
tisch sein, denn schon eine minimale zeitliche 
Veränderung der Struktur der Probe, z.B. durch 
die Diffusionsbewegung einzelner Atome, führt 

Abb. I I .F.1:  Statisches „Speckle“ -(Flecken-) 
Muster im Raum der Streuvektoren Q für kohä-
rente Röntgenstreuung an einer Co60Ga40-Probe 
bei Raumtemperatur.  Der (100)-Überstrukturre-
flex zeigt das Muster aufgrund ungeordneter An-
tiphasen-Domänen (aus [STADLERetal-04]). 
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auch zu einer zeitlichen Veränderung des Beugungsbilds.  Wenn man die zeitlichen Korrelationen 
im Speckle-Muster analysiert, kann man etwas über die Dynamik in der Probe, d.h. über den Me-
chanismus der Veränderungen, lernen.  Normalerweise geschieht das durch eine Berechnung der 
Autokorrelationsfunktion C(s) der Intensität in einzelnen Flecken („Speckles“) des Beugungsbilds.  
Das ist das Prinzip der Röntgen-Photonen Korrelations-Spektroskopie (X-ray Photon Correlation 
Spectroscopy, XPCS), die hauptsächlich zur Untersuchung weicher [THURN-ALBERECHTetal-96, 
LUMMAetal-01, MADSENetal-03, THURN-ALBERECHTetal-03] aber auch harter [BRAUERetal-95, 
MALIKetal-98, FRANCOUALetal-03] kondensierter Materie angewandt wird.  Im Gegensatz zur E-
lektronenmikroskopie ist es dabei möglich, ein vergleichsweise großes Probenvolumen und auch 
sehr langsam ablaufende Prozesse zu untersuchen. 
Die Analyse der Speckle-Intensitäten mit der Autokorrelationsfunktion hat den Nachteil, dass sie 
stationäre Datenreihen erfordert und bei langsamer Dynamik unzuverlässig wird, weil man das a-
symptotische Verhalten der Autokorrelationsfunktion schlecht erkennen kann.  Nichtstationär wer-
den lange Aufzeichnungen der Speckle-Intensität schon dadurch, dass die Intensität der Syn-
chrotron-Strahlungsquelle ungefähr exponentiell mit der Zeit abnimmt, weil die im Speicherring 
umlaufenden Elektronen mit der Zeit durch Stöße mit Restgasatomen oder andere Prozesse verloren 
gehen.  Daher haben wir erstmals die trendbereinigende Fluktuationsanalyse (DFA) zur Analyse der 
Röntgen-Photonen Korrelations-Spektroskopie eingesetzt [STADLERetal-03, STADLERetal-04].   

b) Erklärung für  das Korrelationsverhalten der  Speckle-I ntensitäten 
Zusätzlich erlaubt die DFA auch ein besseres, eher mikroskopisches Verständnis der Fluktuationen 
in den Zeitreihen der Speckle-Intensitäten, während die Autokorrelationsfunktion nur ein Abklingen 
der Korrelationen zeigt, ohne dass die genaue Ursache dafür deutlich wird.  Zur Herleitung unserer 
Erklärung [STADLERetal-04] nehmen wir eine auf den Skalen der Wellenlänge der Röntgenstrah-
lung im Wesentlichen kontinuierliche Diffusion der Atome im Festkörper an.  Diese führt auch zu 
einer diffusionsartigen Veränderung der Phasen der interferierenden Wellen, denn eine kleine Ver-
änderung der Atom-Positionen führt zu einer kleinen Phasenverschiebung der gestreuten Wellen.  
„Diffusionsartige Veränderung“ bedeutet hier, dass die Phase zum Zeitpunkt t der Phase zum Zeit-
punkt t – ∆t entspricht plus einer kleinen Veränderung.  Mit den Phasen der interferierenden Wellen 
verändern sich auch die Phasen der Streuamplituden in dieser Weise.  Demnach wechseln die 
Speckle-Intensitäten – die Quadrate der Streuamplituden für verschiedene Streuvektoren Q – nicht 
vollkommen zufällig, sondern das Muster zum Zeitpunkt t ist immer das Muster zum vorherigen 
Zeitpunkt t – ∆t plus einer kleinen Veränderung.  Dies entspricht für kurze Zeiten einem Diffusi-
onsprozess für die Speckle-Intensitäten und bei der DFA einem Fluktuationsexponenten α = 1.5.  
Natürlich kann dieses nichtstationäre Verhalten nicht für große Zeiten gelten, denn sonst müssten 
die Speckle-Intensitäten wie t  divergieren.  Der Grund für den Übergang zu unkorreliertem Ver-
halten auf größeren Zeitskalen ist, dass zwar die Phasen eine diffusionsartige Veränderung auf gro-
ßen Zeitskalen zeigen, aber nicht die Intensitäten.  Eine Veränderung der Phase um 2π führt wieder 
zu derselben Speckle-Intensität; das entspricht einer Verschiebung des streuenden Atoms in der 
Größenordnung der verwendeten Röntgen-Wellenlänge.  Für eine realistische Beschreibung der 
Intensitäten kann man die Reihe I0 sin

2[ϕ(t)] betrachten, wobei ϕ(t) die diffusionsartig fluktuierende 
Phase ist.  Zur Motivation dieser Formel kann eine Interferenz der gestreuten Welle der Phase ϕ(t) 
mit einer in einem anderen Teil des Probenvolumens gestreuten Welle mit konstanter Phase ange-
nommen werden; um von der Streuamplitude zur Intensität zu kommen, muss quadriert werden. 
Abbildung II.F.2 zeigt die Ergebnisse der DFA3 für verschiedene künstliche Datenreihen.  Wie er-
wartet erhält man für unkorrelierte Zahlen ∆ϕt die Steigung α = 0.5 und für einen auf diesen Zahlen 
als Inkrementen basierenden Diffusionsprozess ϕ(t) = ϕ(t − ∆t) + ∆ϕt den Wert α = 1.5.  Die Reihe 
der simulierten Intensitäten I0 sin

2[ϕ(t)] zeigt dann einen Übergang von α = 1.5 auf kleinen und 
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mittleren Zeitskalen zu α = 0.5 auf großen 
Zeitskalen, weil das Verhalten unkorreliert 
wird, sobald die Variationen der Phasen 2π 
übersteigen.  Zusätzlich ist in den Messdaten 
noch unkorreliertes Verhalten auf kleinen 
Zeitskalen zu beobachten, das seine Ursache 
in der statistisch schwankenden Anzahl der in 
jeder Zeiteinheit registrierten Photonen hat 
(Photonenrauschen) sowie im Rauschen des 
Röntgen-Bildsensors.  Wenn man zu 
I0 sin

2[ϕ(t)] noch ein unkorreliertes Rauschen 
addiert, erhält man eine Kurve mit zwei Über-
gängen (siehe Abb. II.F.2).   
Hier ist anzumerken, dass der erste Übergang 
vom Photonenrauschen zu dem diffusiven 
Verhalten mit der Autokorrelationsanalyse 
nicht zu sehen ist, denn die Autokorrelations-
funktion zeigt keine unkorrelierten Fluktuati-
onen.  Man kann damit nur das Verschwinden 
des diffusiven Prozesses auf großen Zeitskalen 
sehen, das sich in einem ungefähr exponentiel-
len Abfall von C(s) äußert wie bei Kurzzeit-
korrelationen.  So wird bei Untersuchungen der Autokorrelationsfunktion durch Anpassung einer 
Exponentialfunktion eine Abklingkonstante bestimmt.  Diese gibt an, wann die Phasen der Streu-
amplituden sich gegeneinander im Mittel um etwa 2π verschoben haben, d.h. wann sich die relati-
ven Positionen der Atome typischerweise in der Größenordnung der verwendeten Wellenlänge ge-
geneinander verschoben haben.  Die Abklingkonstante, die der zweiten Übergangszeit bei der DFA 
entspricht, ist daher ein Maß für die Geschwindigkeit der diffusiven Strukturveränderungen in der 
Probe.  Je schneller die Dynamik ist, desto schneller wird eine Phasenverschiebung von 2π über-
schritten.  Zur Aufklärung der Dynamik in der Probe interessiert man sich besonders für die Tempe-
raturabhängigkeit der Übergangszeit und für ihre Abhängigkeit vom Streuvektor Q.   
Ein Problem ergibt sich, wenn die Übergangszeit sehr lang ist und Nichtstationaritäten die Bestim-
mung stören.  Mit einer DFA-Untersuchung der Speckle-Fluktuationen kann die Übergangszeit 
dann zuverlässiger bestimmt werden.  Unter Umständen kann die Geschwindigkeit der diffusiven 
Strukturveränderungen in der Probe auch aus dem ersten Übergang vom Photonenrauschen zum 
diffusiven Verhalten abgeschätzt werden, wenn man annimmt, dass das Photonenrauschen konstant 
ist oder die bestimmten Werte entsprechend den Veränderungen beim Photonenrauschen korrigiert.  
Der Grund ist, dass beide Übergangszeiten von der Geschwindigkeit der diffusiven Strukturverän-
derungen in der Probe festgelegt werden und – konstantes Photonenrauschen vorausgesetzt – pro-
portional zueinander sind.  Bei der Bestimmung aus dem ersten statt dem zweiten Übergang kann 
die Messzeit deutlich reduziert werden, bzw. es können bei gleicher Synchrotron-Strahlzeit mehr 
unterschiedliche Messungen durchgeführt oder mehr Proben gemessen werden. 

c) Dynamik von Antiphasendomänen in Einphasen-Legierungen 
In diesem Abschnitt betrachte ich die Anwendung der Röntgen-Photonen Korrelations-Spektros-
kopie (XPCS) mit DFA-Auswertung zur Klärung der Dynamik von Antiphasendomänen in der ein-
phasigen Legierung Co60Ga40 [STADLERetal-04].  Diese Legierung hat kubisch-raumzentrierte Kris-
tallstruktur, wobei die eine Atomart die Ecken der Einheitszelle, die andere das Zentrum besetzt.  

Abb. I I .F.2:  Illustration des Korrelationsverhaltens 
von Speckle-Fluktuationen.  Für unkorrelierte Zah-
len ∆ϕt (�), einen damit gebildeten Diffusionspro-
zess ϕ(t) = ϕ(t − ∆t) + ∆ϕt (�), eine entsprechende 
kohärente Intensität I0 sin

2[ϕ(t)] (¡ ) und eine solche 
Intensität mit zusätzlichem Photonenrauschen (�) 
sind die DFA3-Fluktuationsfunktionen gezeigt; die 
Kurven sind vertikal verschoben.  Die gestrichelte 
Gerade hat die Steigung α = 0.5, die strichpunktier-
te Gerade α = 1.5 (aus [STADLERetal-04]). 
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Allerdings bildet sich diese Überstruktur nicht gleich-
mäßig über den ganzen Kristall aus, sondern es kommt 
zu Phasendomänen in denen die Positionen von Co 
und Ga gegeneinander vertauscht sind (siehe Abb. 
II.F.3).  Diese so genannten Antiphasendomänen sind 
– neben einigen thermisch induzierten Leerstellen – 
die Hauptquelle für Unordnung im Kristall. 
Im Röntgen-Beugungsbild wäre der (100)-Reflex (der 
Überstrukturreflex) unterdrückt, wenn die Struktur aus 
nur einer Atomart bestünde, nicht aber der (110)-
Reflex (der Fundamentalreflex).  Daher können sich 
im Überstrukturreflex nur die Unordnung und die Dy-
namik der Antiphasendomänen widerspiegeln.  Die 
Idee ist, durch einen Vergleich der Speckle-Fluktua-
tionen von Überstruktur- und Fundamentalreflex die 
Eigenschaften der Antiphasendomänen-Dynamik zu 
extrahieren.  Zunächst kann man aus der Breite des 
Überstrukturreflexes (siehe Abb. II.F.1) die mittlere 
Größe der Antiphasendomänen zu 400 ± 15 nm ab-
schätzen.  Die Messungen erfolgten bei verschiedenen 
Temperaturen bis 785°C und mit bis zu 4096 Einzelaufnahmen der Speckle-Muster im Rhythmus 
von wenigen Sekunden.  Jede Einzelaufnahme („ frame“) umfasst typischerweise 300 × 300 Punkte, 
wovon die Punkte im Bereich des Speckle-Musters ausgewählt wurden und jeweils Zeitreihen mit 
bis zu 4096 Werten lieferten.  Die Quadrate der Fluktuationsfunktionen wurden für alle Reihen je-
weils einer Temperatur gemittelt. 
Abbildung II.F.4 zeigt die Ergebnisse der DFA1 bis DFA3 für die Speckle-Fluktuationen des Über-
strukturreflexes (links) und des Fundamentalreflexes (rechts).  Man erkennt, dass es keine qualitati-
ven Unterschiede zwischen den Ergebnissen für die verschiedenen DFA-Ordnungen gibt, so dass 
Trends insbesondere beim Überstrukturreflex keine große Rolle spielen.  Die Ergebnisse für den 
Fundamentalreflex zeigen merkliche Auswirkungen von Trends auf großen Zeitskalen, die aber bei 
DFA3 (Abb. II.F.4(f)) fast vollständig beseitigt sind.  Es bleibt dann nur eine Steigung α = 0.5, also 
unkorreliertes Verhalten übrig, das durch das Photonenrauschen verursacht ist.  Dieses Ergebnis 
verdeutlicht die Notwendigkeit einer Verwendung von trendbereinigenden Analysemethoden.  Der 
Fundamentalreflex zeigt im betrachteten Temperaturbereich keine Dynamik.  Auch der Überstruk-
turreflex ist bei Raumtemperatur (RT) statisch und zeigt nur Photonenrauschen ohne Dynamik.  
Darum konnten in Abb. II.F.1 alle Einzelbilder summiert werden.   
Anders sieht es für den Überstrukturreflex bei höheren Temperaturen aus.  Man erkennt einen An-
stieg der Steigungen auf α ≈ 1.5 für größere Zeiten.  Der Übergang zwischen den beiden Bereichen 
verschiebt sich systematisch für die höheren DFA-Ordnungen zu größeren Zeiten –  ein Artefakt der 
Trendbereinigung, der durch die Eichkurve in Abb. II.A.6 korrigiert werden kann.  Auf den Abso-
lutwert der Übergangszeit kommt es hier allerdings nicht an.  Für die höchste Temperatur 785°C 
erkennt man bei DFA3 (Abb. II.F.4(c)) auch den zweiten Übergang zu wieder unkorreliertem Ver-
halten, weil die Phasen 2π überschreiten.  Offensichtlich ist die Dynamik der Antiphasendomänen 
umso schneller, je höher die Temperatur ist; das deutet stark auf einen thermisch aktivierten Prozess 
hin.  Da ein solcher Prozess im Fundamentalreflex nicht beobachtet wird, muss er mit der Bewe-
gung der Antiphasendomänen-Grenzen identifiziert werden. 
Um die Aktivierungsenergie der Antiphasendomänen-Dynamik zu bestimmen, haben wir die Zeiten 
τ für den ersten Übergang in Abb. II.F.4(c) abgelesen und im Arrhenius-Diagramm Abb. II.F.5 

Abb. I I .F.3:  Illustration von zwei Anti-
phasendomänen in Co60Ga40, bei denen 
die Positionen der Atome in der bcc-
Struktur vertauscht sind (aus [STADLER-
etal-04]). 
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halblogarithmisch gegen die inverse absolute Temperatur T−1 aufgetragen.  Man erkennt, dass die 
Abhängigkeit innerhalb der Fehlerbalken für die Bestimmung des Übergangs τ gut mit einer expo-
nentiellen thermischen Aktivierung der Antiphasendomänen-Grenzen-Dynamik,  

 τ ~ exp[EAPB/kBT] (II.F.1) 
übereinstimmt, wobei EAPB = 1.05 ± 0.10 eV.  Die Übergänge bei 415°C und 480°C können bei 
dieser Bestimmung der Aktivierungsenergie nicht berücksichtigt werden, weil der Bereich mit Stei-
gung α ≈ 1.5 oberhalb der Übergänge dafür zu kurz ist (siehe Abb. II.F.4(c)).   
Hier ist zu beachten, dass die im Sinne von Abb. II.F.2 ersten Übergänge zur Bestimmung der Ge-
schwindigkeit der diffusiven Strukturveränderungen in der Probe herangezogen wurden, wozu Kon-
stanz des Photonenrauschens vorauszusetzen ist.  Da der erste Übergang nur in der DFA zu sehen 
ist aber nicht in der Autokorrelationsfunktion, kann man die Autokorrelationsanalyse hier grund-
sätzlich nicht zur Auswertung der Daten benutzen.  Der zweite Übergang ist nur bei der höchsten 
Temperatur in der verfügbaren Messzeit deutlich zu erkennen.  Allerdings ergibt sich auch aus die-
sem zweiten Übergang und aus den andeutungsweise in Abb. II.F.4(c) erkennbaren zweiten Über-
gängen in den Kurven für 585°C und 680°C in einer gänzlich vom Photonenrauschen unabhängigen 
Bestimmung ungefähr die gleiche Aktivierungsenergie, so dass man davon ausgehen kann, dass das 
Photonenrauschen nicht unterschiedlich war. 

Abb. I I .F.4:  Trendbereinigte Fluktuationsanalyse von Speckle-Korrelationen im Überstrukturreflex (a)-(c) 
und im Fundamentalreflex (d)-(f) an Co60Ga40 mit DFA1 (a,d), DFA2 (b,e) und DFA3 (c,f).  Die einzelnen 
Kurven gehören zu unterschiedlichen Temperaturen (siehe Legende; RT = Raumtemperatur) und sind dop-
pelt logarithmisch gegen die Zeit t in Sekunden aufgetragen, die nicht mit der Anzahl s der Einzelaufnahmen 
(„ frames“ ) übereinstimmt – darum die unterschiedliche horizontale Position der einzelnen Kurven.  In verti-
kaler Richtung sind die Kurven zur besseren Erkennbarkeit ebenfalls verschoben.  Die zum Vergleich ge-
zeigten gestrichelten bzw. strichpunktierten Geraden in (c) und (f) haben die Steigung α = 0.5 bzw. 1.5.  An 
der 785°C Kurve in (c) erkennt man das erwartete Verhalten mit zwei Übergängen, während für den Funda-
mentalreflex in (f) kein diffusives Verhalten sichtbar ist (aus [STADLERetal-04]). 
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Mit etwas Aufwand lässt sich das Ergebnis für die 
Aktivierungsenergie in Beziehung zu Monte-Carlo-
Simulationen setzen, bei denen das Verhältnis der 
Aktivierungsenergien von normaler Diffusion und 
Antiphasendomänen-Grenzen-Diffusion mit 3.5 bis 
4.2 bestimmt worden war [WEINKAMERetal-98]; die-
ses Verhältnis ist so groß, weil sich die Leerstellen 
besonders an den Antiphasendomänen-Grenzen kon-
zentrieren.  Die Diffusionsenergie für Co beträgt ED = 
2.24 eV [STOLWIJKetal-80], während die Diffusion 
von Ga vernachlässigbar ist.  Von ED muss die Ener-
gie für eine Leerstellen-Erzeugung subtrahiert wer-
den, weil dieser Prozess in den Monte-Carlo-Simu-
lationen nicht berücksichtigt wurde.  Eine Extrapola-
tion aus Messwerten bei anderen CoGa-Legierungen 
[VONOMMEN&DEMIRANDA-81] ergibt hierfür Ef = 
0.66 eV.  Damit kommen wir mit unserer Aktivie-
rungsenergie EAPB auf  
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in guter Übereinstimmung mit 3.5 bis 4.2 der Monte-
Carlo-Simulation [WEINKAMERetal-98]. 

d) Vergröberungsmechanismen in Zweiphasen-Legierungen 
Als zweite Anwendung der Röntgen-Photonen Korrelations-Spektroskopie (XPCS) mit Fluktua-
tionsanalyse-Auswertung betrachte ich die Bestimmung von Vergröberungsmechanismen in zwei-
phasigen Metall-Legierungen.  Die beiden betrachteten Legierungen Al-6at.%Ag bei 140°C und Al-
9at.%Zn bei 0°C gelten als Modellsysteme für das Wachstum von Ausscheidungen [OSAMURAetal-
88, LANGMAYRetal-92].  Sie haben keine homogene Phase, sondern die Komponente mit dem ge-
ringeren Anteil (Ag bzw. Zn) bildet Ausscheidungen in dem Al, die zunächst klein sind, dann aber 
durch Diffusionsprozesse mit der Zeit wachsen.  Dieser Vergröberungsprozess soll untersucht wer-
den.  Die Temperaturen sind so gewählt, dass der Vergröberungsprozess quasi-stationär ist, d.h. die 
Größe der Vergröberungen ändert sich nicht wesentlich in der Messdauer von einigen Stunden.   
Theoretisch sind zwei verschiedene Arten von Vergröberungsprozessen möglich, und es hängt von 
der bevorzugten Lage der Gitter-Leerstellen ab, welcher Mechanismus dominiert.  In Monte-Carlo-
Simulationen [ROUSSEL&BELLON-01, WEINKAMER&FRANTZL-03] wurde gezeigt, dass die Vergrö-
berung durch das Zusammenschließen mehrerer kleiner Ausscheidungen erfolgt (Koagulations-
Mechanismus [BINDER&STAUFFER-74]), wenn sich die Leerstellen bevorzugt an den Grenzen der 
Ausscheidungen befinden, während die Vergröberung durch ein Wachsen der Ausscheidungen 
durch die Diffusion einzelner Atome erfolgt, wenn sich die Leerstellen in der Matrix befinden.  
Letzteres ist der klassische Lifshitz-Slyozov-Wagner (LSW-) Mechanismus. 
Durch die Vergröberungen sind die polykristallinen Proben stark ungeordnet und die Beugungsrin-
ge in der Röntgen-Kleinwinkelstreuung sind sehr breit, wie Abb. II.F.7 zeigt.  Die Speckle-Muster 
sind über weite Teile des Bildes ausgedehnt, so dass man seine Fluktuationen in Abhängigkeit vom 
Streuvektor Q untersuchen kann.  Abbildung II.F.6 zeigt links typische Ergebnisse der FA und der 
DFA für die Speckle-Fluktuationen bei einem bestimmten Streuvektor Q.  Zur Verbesserung der 
Statistik wurden die jeweils einige 1000 Zeitschritte umfassenden Reihen von 20 benachbarten 

Abb. I I .F.5:  Arrhenius-Diagramm der 
(ersten) Übergangszeiten τ aus den DFA3-
Kurven in Abb. II.F.4(c) für die Speckle-
Fluktuationen im Überstrukturreflex an 
Co60Ga40.  Bei der Bestimmung der Akti-
vierungsenergie mit dem Ansatz τ ~ 
exp[EAPB/kBT] (durchgezogene Linie mit 
EAPB = 1.05 ± 0.10 eV) wurden nur die drei 
höchsten Temperaturen berücksichtigt, weil 
bei den beiden niedrigen Temperaturen die 
Übergangszeiten in der Größenordnung der 
Messdauer liegen (aus [STADLERetal-04]). 
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Punkten im Speckle-Muster normiert und an-
einander gehängt.  Aufgrund von Trends in 
der Synchrotron-Gesamtintensität kommt es 
auf Zeitskalen s � 5000 zu Oszillationen, die 
sich insbesondere in der FA-Kurve ab-
zeichnen.  Man erkennt klar das unkorrelierte 
Verhalten (α = 0.5) für kleine Zeiten und den 
Übergang zu diffusivem Verhalten (α ≈ 1.5) 
auf mittleren Zeitskalen.  Nur die FA-Kurve 
zeigt den Übergang weniger deutlich, und 
zwar unter anderem deshalb, weil α = 1.0 die 
Sättigungssteigung für die FA ist.   
Im rechten Teil von Abb. II.F.6 sind die aus 
den DFA1- bis DFA3-Kurven im mittleren 
Skalenbereich bestimmten Steigungen α ge-
gen den relativen Betrag des Streuvektors 
Q/Qmax aufgetragen.  Der eigentliche Wert α 
= 1.5 für den diffusiven Bereich wird in der 
numerischen Auswertung der experimentellen 
Daten nur erreicht, wenn dieser Bereich hin-
reichend lang ist.  Bei der DFA3 ist das effek-
tive α am größten, weil die Übergänge schär-
fer sind (siehe linken Teil von Abb. II.F.6).  
Die beobachtete Abhängigkeit von Q/Qmax ist 
charakteristisch für den Vergröberungsmecha-
nismus, weil durch kleine bzw. große Q/Qmax 
die Dynamik auf großen bzw. kleinen Längen-

Abb. I I .F.7:  Speckle-Muster von kohärenter 
Röntgen-Kleinwinkelstreuung an der Zweiphasen-
Legierung Al-6at.%Ag.  Die Photonenzählrate ist 
mit logarithmischer Farbkodierung für einen aus-
gewählten Bereich von Streuvektoren und eine 
Belichtungszeit von 1.65s aufgetragen.  Das kleine 
Bild zeigt die Zeitabhängigkeit der Photonenzähl-
rate in dem Punkt, auf den der Pfeil weist (aus 
[STADLERetal-03]). 

Abb. I I .F.6:  Ergebnisse der FA und der DFA für Speckle-Korrelationen bei kohärenter Röntgen-Klein-
winkelstreuung an Al-6at.%Ag.  Links sind die FA- sowie die DFA1- bis DFA3-Fluktuationsfunktionen (von 
oben nach unten) für einen typischen Streuvektor Q gezeigt, wobei für die Analyse die Reihen von 20 be-
nachbarten Punkten in den Speckle-Bildern normiert aneinander gehängt wurden.  Außer bei der FA erkennt 
man deutlich den ersten Übergang zu diffusivem Verhalten (α ≈ 1.5) auf mittleren Zeitskalen.  Um bzw. 
oberhalb von s = 104 Belichtungsschritten („ frames“ ) setzten Artefakte vom Aneinanderhängen der Reihen 
ein.  Rechts sind die in diesem mittleren Skalenbereich bestimmten Fluktuationsexponenten α für die DFA1 
(¡ , unten), die DFA2 (¡ , Mitte) und die DFA3 (�, oben) mit Fehlerbalken gegen den relativen Betrag des 
Streuvektors Q/Qmax aufgetragen.  Die Q-Abhängigkeit des Korrelationsverhaltens ist charakteristisch für den 
Vergröberungsmechanismus (Abbildungen von L. Stadler). 
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skalen gemessen wird.  Der effektive Wert 
von α ist allerdings eher ein Maß für die rela-
tive Stärke der diffusiven Dynamik und weni-
ger ein Maß für die Art der auftretenden Kor-
relationen.  Die Position des Übergangs wäre 
meiner Meinung nach besser zur Charakteri-
sierung der Dynamik geeignet, aber sie ist 
technisch schwieriger zu ermitteln. 
Außerdem waren die Argumente für den  
Übergang bei der Durchführung von Monte-
Carlo-Simulationen der Dynamik und XPCS 
in dem betrachteten System [WEINKAMER&  

FRANTZL-03] noch nicht bekannt.  Darum 
wurde zur Charakterisierung der Simulations-
ergebnisse die FA benutzt, bei der der Über-
gang zwischen dem ersten und zweiten Ska-
lenbereich nicht scharf ist und die Position des 
Übergangs sich in einer graduellen Verände-
rung des effektiven Skalenexponenten α zeigt.  
Um die experimentellen Resultate mit diesen 
Simulationsergebnissen vergleichen zu kön-
nen, müssen auch an den experimentellen Da-
ten die effektiven Skalenexponenten α der 
FA-Kurven betrachtet werden.   
Abbildung II.F.8 zeigt diese effektiven Skalenexponenten in Abhängigkeit von Q/Qmax für die bei-
den Experimente an Al-6at.%Ag und Al-9at.%Zn (großes Bild) sowie für die Monte-Carlo-
Simulationen (kleines Bild) [WEINKAMER&FRANTZL-03], bei denen einmal der Koagulations-
Mechanismus und einmal der klassische LSW-Mechanismus für die Vergröberungsdynamik ver-
wendet wurde.  Um einen Vergleich der Ergebnisse zu ermöglichen, wurden die simulierten Intensi-
täten und die experimentellen Intensitäten für Al-9at.%Zn auf das experimentelle Intensitätsmaxima 
für Al-6at.%Ag umskaliert und noch ein Hintergrund-Rauschen zu den Simulationen hinzugefügt.  
So findet man eine gute qualitative Übereinstimmung der Kurvenverläufe für Al-6at.%Ag und den 
LSW-Mechanismus einerseits sowie für Al-9at.%Zn und den Koagulation-Mechanismus anderer-
seits.  Demnach scheint in Al-6at.%Ag der LSW-Mechanismus und in Al-9at.%Zn der Koagu-
lation-Mechanismus zu dominieren.   
Eine Begründung für dieses Verhalten kann man in den Schmelztemperaturen der beteiligten Metal-
le finden.  Sie beträgt 933 K für Al, 1234 K für Ag und 693 K für Zn.  Daher sollten die Leerstellen 
in Al-9at.%Zn eher an den Grenzen der Zn-Ausscheidungen zu finden sein – was den Koagulation-
Mechanismus begünstigt – und in Al-6at.%Ag eher in der Al-Matrix – was den LSW-Mechanismus 
begünstigt.  
 
 

Abb. I I .F.8:  Vergleich der effektiven FA-Exponen-
ten α für Experiment (großes Bild) und Monte-
Carlo-Simulation (kleines Bild) [WEINKAMER&  
FRANTZL-03] in Abhängigkeit vom relativen Betrag 
des Streuvektors Q/Qmax.  Die α-Werte für Al-6at.% 
Ag (¡ ) und Al-9at.%Zn (�) sowie die auf das Ma-
ximum für Al-6at.%Ag umskalierten α-Werte für 
Al-9at.%Zn (�) sollen mit den Simulationsergebnis-
sen für den LSW-Mechanismus (¤ , sowie ¡  mit 
reskalierter Intensität und zusätzlichem Hintergrund) 
und für den Koagulations-Mechanismus (�, sowie � 
reskaliert) verglichen werden (aus [STADLERetal-
03]). 
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III. Fluktuationen und Lokalisierung in elektronischen 
Systemen 
In diesem zweiten Teil der Arbeit behandle ich komplexe elektronische Systeme, bei denen auf-
grund von Unordnung im Kristallgitter Fluktuationen in den messbaren physikalischen Größen auf-
treten.  Wie in der Einleitung angesprochen hat die Komplexität hier ihre Ursache in der inhomoge-
nen Potenziallandschaft des ungeordneten Festkörpers und in der langreichweitigen (Coulomb-) 
Wechselwirkung zwischen den einzelnen Elektronen.  Eine Separation in kleine Teilsysteme, z.B. 
in Einzelelektronen in wenigen Elementarzellen mit periodischen Randbedingungen, ist nicht mög-
lich, ohne dass die Komplexität der Dynamik verändert wird.  Wegen der Unordnung und starken 
Vielteilchen-Wechselwirkungen kann man sich nicht mit einer Näherungslösung begnügen, sondern 
muss ein Modellsystem aus vielen Teilchen simulieren, d.h. die Schrödinger-Gleichung dafür lösen.  
Hier sind die Fluktuationen quantenmechanischen Ursprungs.  Während die meisten der im ersten 
Teil betrachteten Systeme makroskopischer Art waren und die charakteristischen Fluktuationen in 
der zeitlichen Dynamik mit Hilfe der Zeitreihenanalyse beobachtet wurden, geht es in diesem Teil 
vor allem um räumliche Fluktuationen.  Die Grundidee ist ähnlich:  Eine Charakterisierung der E-
lektronensysteme mit vielen Freiheitsgraden und wenigen Erhaltungsgrößen kann nicht allein durch 
den Mittelwert der elektrischen Leitfähigkeit oder die mittlere Einhüllende der Eigenzustände erfol-
gen, sondern man muss für eine vollständige Charakterisierung die Verteilung der Leitfähigkeiten 
und die räumlich fluktuierende Verteilung der Wellenfunktionsamplituden berücksichtigen.  
Ein weiterer Unterschied zwischen den beiden Teilen der Arbeit ist die Art der analysierten Daten.  
Während ich im ersten Teil vor allem Messdaten realer komplexer Systeme in Form von Zeitreihen 
betrachtet habe, geht es hier hauptsächlich um Simulationsergebnisse.  Das Ziel ist dabei, die kom-
plexe Dynamik der Modellsysteme besser zu verstehen und zu klären, welche Phänomene die be-
trachteten Modelle beschreiben können und welche nicht.  Damit kann indirekt auf die Ursachen 
der beobachteten Effekte geschlossen werden.  Wenn ein bestimmter Effekt nicht mehr auftritt, so-
bald eine bestimmte Wechselwirkung vernachlässigt ist, kann das als Indiz für die Relevanz eben 
dieser Wechselwirkung für den betrachteten Effekt gewertet werden.  Bei der Analyse von Simula-
tionsergebnissen sind nicht gegebene Datensätze der Ausgangspunkt, sondern die Simulationen 
selbst müssen erst mit sinnvollen Ansätzen und Parameterwerten entwickelt und dann durchgeführt 
werden.  Anschließend besteht die Aufgabe darin, die Simulationsergebnisse zu aussagefähigen 
Größen zusammenzufassen.  Zum Teil, und zwar insbesondere bei den wechselwirkenden Elektro-
nensystemen, ist es notwendig, geeignete Größen zum Vergleich der Simulationsergebnisse mit 
physikalisch messbaren Größen herzuleiten und zu motivieren, weil die etablierten Methoden oft 
nur auf Ein-Elektronen-Wellenfunktionen anwendbar sind.  Der Erkenntnisgewinn erfolgt durch 
zweierlei Arten von Vergleichen:  Einerseits werden die Ergebnisse der mikroskopischen Simulati-
onen mit den Vorhersagen übergeordneter, eher abstrakter Theorien, wie der Ein-Parameter-
Skalentheorie und der Zufallsmatrizen-Theorie, verglichen.  Andererseits erfolgt ein Vergleich zwi-
schen den Simulationsergebnissen und experimentellen Messergebnissen. 
Fluktuationen spielen bei der Miniaturisierung von Bauelementen in der Nanotechnologie eine zu-
nehmend größere Rolle, da beispielsweise beim Einelektronentransistor die einzelnen Energieni-
veaus und ihre Fluktuationen aufgelöst werden können.  Sie zeigen sich insbesondere bei Bauele-
menten, die in mindestens einer Richtung nanoskopische Abmessungen haben, und bei tiefen Tem-
peraturen, wenn eine quantenmechanische Beschreibung erforderlich ist.  Ein grundlegendes Ver-
ständnis solcher Systeme ist Voraussetzung für die weitere Miniaturisierung elektronischer Bau-
elemente.  Besonders im Blickpunkt des Interesses steht der Phasenübergang zwischen isolierenden 
und metallischen Zuständen.   
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Nach einer kurzen Darstellung der experimentellen Resultate zur Motivation in Kapitel III.A be-
handle ich in den Kapiteln III.B und III.C Modelle bzw. numerische Methoden zur Untersuchung 
von Lokalisierung und Fluktuationen in ungeordneten und wechselwirkenden Elektronensystemen; 
Teile dieser beiden einführenden Kapitel sind aus meiner Dissertation [KANTELHARDT-99] gekürzt 
und überarbeitet.  Die Kapitel III.D bis III.G beschreiben und diskutieren die Ergebnisse meiner 
numerischen Simulationen für verschiedene niederdimensionale Modellsysteme. 

III.A. Motivation: Metall-Isolator-Übergang in zweidimensiona-
len Elektronensystemen 
Das Hauptergebnis der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung [ABRAHAMS-79] ist, dass es 
in zweidimensionalen Systemen ohne magnetisches Feld keine metallischen Zustände geben kann, 
für die der elektrische Widerstand mit abnehmender Temperatur konstant bleibt oder verschwindet.  
Der Grund ist die immer vorhandene Unordnung, die – auch wenn sie nur sehr gering ist – in hin-
reichend großen Systemen und bei hinreichend tiefen Temperaturen zu einer Streuung der Elektro-
nen an den Störstellen und wegen destruktiver Interferenz der gestreuten Wellen zur (Anderson-) 
Lokalisierung führt [ANDERSON-58].  Dabei steigt der Widerstand mit abnehmender Temperatur 
logarithmisch (schwache Lokalisierung) oder exponentiell (starke Lokalisierung) an [ABRAHAMS-
etal-01].  Obwohl diese Vorhersage nur für nicht wechselwirkende Teilchen bewiesen wurde, also 
quasi für Elektronen im Modell des freien Elektronengases mit einer ungeordneten Potenzialland-
schaft, war man fest von der allgemeinen Gültigkeit des Ergebnisses überzeugt.  Experimente an 
dünnen metallischen Schichten und an Silizium Metall-Oxid-Halbleiter Feld-Effekt-Transistoren 
(MOSFETs) in den frühen 80er Jahren bestätigten die Vorhersagen für schwache Lokalisierung bei 
hoher Elektronendichte [DOLAN&OSHEROFF-79, BISHOPetal-80, URENetal-80] und für starke Loka-
lisierung bei niedriger Elektronendichte [URENetal-80].  Darum hat viele Jahre praktisch niemand 
an der Gültigkeit der Skalentheorie der Lokalisierung und dem Vorhandensein ausschließlich loka-
lisierter Zustände in zweidimensionalen Systemen gezweifelt. 

III.A.1. Experimentelle Ergebnisse zur elektrischen Leitfähigkeit 
Es kam daher völlig überraschend, dass Mitte der 90er Jahre metallisches Verhalten bei tiefen Tem-
peraturen in Silizium-MOSFETs mit sehr hoher Elektronenbeweglichkeit gefunden wurde [KRAV-

CHENKOetal-94, KRAVCHENKOetal-95, MASONetal-95, KRAVCHENKOetal-96, SARACHIK&KRAV-
CHENKO-99].  Die erste, von Phys. Rev. Lett. abgelehnte Publikation [KRAVCHENKOetal-94] kommt 
inzwischen auf ca. 270 Zitate; einen Überblick geben [ABRAHAMSetal-01, KRAVCHENKO&SARA-
CHIK-04].  In diesen Bauelementen, deren Aufbau in Abb. III.A.1 skizziert ist, bildet sich an der 
Grenzfläche zwischen der Halbleiterschicht und der Oxidschicht ein zweidimensionales Elektronen-
gas, wenn die Elektronen durch ein über die Metallelektrode („Gate“) angelegtes elektrisches Feld 
zur Grenzschicht gezogen werden.  Die Dicke der 
Ladungsträgerschicht bzw. die Ladungsträger-
dichte in der Schicht lassen sich durch die ange-
legte Gate-Spannung variieren, so dass man mit 
derselben Probe Messungen für unterschiedliche 
Ladungsträgerkonzentrationen durchführen kann.  
Die bei den neuen Experimenten verwendeten 
MOSFETs hatten eine um etwa eine Größenord-
nung höhere Beweglichkeit der Ladungsträger im 
Vergleich zu den Experimenten in den 80er Jah-
ren, weil die Grenzfläche mit der modernen Halb-

Abb. I I I .A.1:  Skizze eines MOSFETs.  Das 
zweidimensionale Elektronengas entsteht an 
der Grenzschicht zwischen Si und SiO2 unter-
halb des Gates. 
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leitertechnologie schärfer hergestellt werden 
kann.  Daher konnten Messungen bei geringerer 
Elektronenkonzentration ns ≈ 1011cm−2 durch-
geführt werden, bei der die typische Energie der 
Elektron-Elektron-Wechselwirkung (Coulomb-
Wechselwirkung) mit 2

e eE e− ≈ 1 2 1 2
0(4 )sn π εε  

≈ 10meV deutlich größer ist als die Fermi-
Energie FE ≈ 2 *2sn mπ�  ≈ 0.58meV  (e ist hier 
die Elementarladung, εε0 die gesamte Dielektri-
zitätskonstante, m* die effektive Ladungsträ-
germasse und der Faktor 2 in EF kommt von der 
Bandentartung).  Das dimensionslose Verhältnis 
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 (III.A.1) 

mit dem effektiven Bohrschen Radius *
Ba , der 

auch als dimensionsloser Wigner-Seitz-Radius 
bezeichnet wird, charakterisiert die relative 
Stärke der Elektron-Elektron-Wechselwirkun-
gen.   
Abbildung III.A.2 zeigt die experimentellen 
Ergebnisse für den spezifischen Widerstand 
ρ eines typischen Silizium-MOSFETs mit hoher 
Beweglichkeit in Abhängigkeit von der Tempe-
ratur T bei verschiedenen Ladungsträgerdichten 
ns, die Werten von rs im Bereich zwischen 15 
und 20 entsprechen [KRAVCHENKOetal-95, SARACHIK&KRAVCHENKO-99, ABRAHAMSetal-01].  
Man erkennt bei kleinen Ladungsträgerdichten (oben) einen starken Anstieg des Widerstands auf 
der logarithmischen Skala mit abnehmender Temperatur, wie man es für isolierende Zustände er-
wartet.  Oberhalb einer kritischen Ladungsträgerdichte von ns = nc = 9.02 × 1010cm−2 hingegen (un-
ten im Bild), ändert sich das Verhalten für tiefe Temperaturen.  Dann steigt der Widerstand mit ab-
nehmender Temperatur nur oberhalb von 2 bis 4K leicht an, fällt aber bei tieferen Temperaturen 
deutlich ab, was metallische Zustände anzeigt.  Im kleinen Bild von Abb. III.A.2 ist der Übergangs-
bereich vergrößert für eine andere Probe gezeigt; auch hier sieht man den Übergang zwischen iso-
lierendem Verhalten (oben) und metallischem Verhalten (unten) bei einer kritischen Ladungsträger-
dichte von nc ≈ 9 × 1010cm−2, die rs ≈ 18 entspricht.  Ähnliche Ergebnisse mit einem Abfall des Wi-
derstands um einen Faktor zwei bis drei für Ladungsträgerdichten ns über der entsprechenden kriti-
schen Dichte nc wurden in SiGe- und GaAs/AlGaAs-Systemen mit Löcherleitung gefunden [COLE-

RIDGEetal-97, YOONetal-99, SIMMONSetal-00] sowie auch in n-dotiertem AlAs [PAPADA-

KIS&SHAYEGAN-98].  In allen Fällen wurde ein Metall-Isolator-Übergang bei rs-Werten zwischen 5 
und 20 beobachtet, im Falle der III-V-Halbleiter allerdings erst unterhalb von 0.5K.   
Wie man es für einen solchen Übergang erwartet, zeigen die gemessenen spezifischen Widerstände 
Skalenverhalten [KRAVCHENKOetal-95].  Für Si-MOSFETs lässt sich ρ(T,ns) mit den beiden unab-
hängigen Variablen T und ns im Bereich von T = 0.25 bis 2K als Funktion nur einer Variablen 
T/T0(ns) schreiben,  

 [ ]0( , ) ( )s c sT n f T T nρ = ρ , (III.A.2) 

Abb. I I I .A.2:  Temperaturabhängigkeit des spezi-
fischen elektrischen Widerstands in einem Silizi-
um MOSFET für 30 Elektronen-Dichten von ns = 
7.12 × 1010cm−2 (oben) bis 13.7 × 1010cm−2 
(unten); im kleinen Bild sind Ergebnisse für eine 
andere Probe gezeigt (aus [ABRAHAMSetal-01]). 
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wobei ρc die kritische Dichte ist und die Skalen-
parameter T0(ns) geeignet gewählt werden müs-
sen.  Das Skalenverhalten ist in Abb. III.A.3 ge-
zeigt.  Man erkennt in dem kleinen Bild, dass 
T0(ns) ungefähr nach einem Potenzgesetz vom 
Abstand zur kritischen Dichte nc abhängt,  

 0( ) ~
b

s s cT n n n− . (III.A.3) 

Der Exponent b beträgt auf beiden Seiten des  
Übergangs b ≈ 1.6 ± 0.1 [KRAVCHENKOetal-95]; 
andere Autoren messen etwas kleinere Werte bis 
1.25 [POPOVICetal-97].  Bei den III-V-Halbleitern 
ist der Skalenansatz (III.A.2) nicht erfolgreich 
[HANEINetal-98].  Die Güte der Skalenansätze 
wurde kürzlich mit einem Modell minimaler An-
nahmen systematisch überprüft mit dem Ergebnis, 
dass es für die Parameterwerte sehr auf den ge-
wählten Temperaturbereich ankommt, obwohl die 
Skalenansätze an sich robust sind [LILLIEHÖÖK&  

FURNEAUX-02].  Weiterhin erfolgte eine unab-
hängige experimentelle Bestimmung des kriti-
schen Punktes nc [SHASHKINetal-01b, JAROSZYNS-
KIetal-02] über das Skalenverhalten der Aktivie-
rungsenergie Ea, die sich aus dem Ansatz ρ(T) ~ 
exp[Ea/kBT] [PEPPERetal-74] für den lokalisierten 
Bereich ableiten lässt. 
Experimentell weniger klar ist das Verhalten der zweidimensionalen Elektronensysteme bei noch 
höheren Ladungsträgerdichten ns.  Da sich in dieser Richtung der schon in den 80er Jahren unter-
suchte Parameterbereich ohne metallische Leitfähigkeit anschließt [DOLAN&OSHEROFF-79, BISHOP-
etal-80, URENetal-80], müsste es prinzipiell einen zweiten Übergang vom metallischen zu isolie-
rendem Verhalten bei größeren Ladungsträgerdichten geben.  Zwar wurde ein solcher Übergang für 
GaAs auch gefunden [HAMILTONetal-99], aber nicht von anderen Gruppen oder in anderen Materia-
lien.  Außerdem erscheint das Konzept eines doppelten Phasenübergangs in Abhängigkeit von der 
Ladungsträgerdichte nicht besonders attraktiv. 

III.A.2. Experimentelle Ergebnisse zur Magnetoleitfähigkeit 
Einen weiteren Einblick in die Natur der zweidimensionalen Elektronensysteme bei tiefen Tempe-
raturen kann man durch Messung der Leitfähigkeit unter dem Einfluss eines Magnetfelds gewinnen; 
einen ausführlichen Überblick geben [KRAVCHENKO&SARACHIK-04].  In dünnen Schichten aus 
normalen Metallen hat ein paralleles Magnetfeld (Feldvektor in der Schichtebene) kaum Einfluss 
auf die elektronische Leitfähigkeit, denn Bahneffekte sind stark unterdrückt und das Feld koppelt 
praktisch nur an die Elektronenspins.  Man erwartet nur schwache Veränderungen der Leitfähigkeit 
aufgrund von Elektron-Elektron-Wechselwirkungen [LEE&RAMAKRISHNAN-82, LEE&RAMAKRISH-
NAN-85].  Daher war es überraschend, dass in Silizium MOSFETs mit geringer Ladungsträgerdichte 
die elektrische Leitfähigkeit durch ein paralleles Magnetfeld stark unterdrückt wird [DOLGOPOLOV-
etal-92, SIMONIANetal-97, PUDALOVetal-97]. 
Abbildung III.A.4 zeigt die Abhängigkeit des spezifischen Widerstands vom Magnetfeld für Si-
MOSFETs mit (vergleichsweise hohen) Ladungsträgerdichten, die ohne Magnetfeld im so genann-

Abb. I I I .A.3:  Skalenverhalten des spezifischen 
Widerstands von Si-MOSFETs.  Mit den im 
kleinen Bild gezeigten Skalenparametern T0(ns) 
lassen sich die Kurven von ρ(T,ns) nach Gl. 
(III.A.2) aufeinander skalieren (aus [ABRA-

HAMSetal-01]). 
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ten metallischen Bereich liegen.  Man erkennt auf 
der logarithmischen Skala einen drastischen An-
stieg des spezifischen Widerstands über teilweise 
mehr als eine Größenordnung, also einen positiven 
Magnetowiderstand.  Das entspricht einer negati-
ven Magnetoleitfähigkeit, weil die elektrische 
Leitfähigkeit mit zunehmendem Feld abnimmt.  
Die Abnahme geht mit dem Auftreten einer Mag-
netisierung einher [OKAMOTOetal-99, VITKALOV-
etal-00].  Bei starken Magnetfeldern ist eine Sätti-
gung zu erkennen, die umso eher erfolgt, je näher 
die Ladungsträgerdichte am Übergangspunkt zum 
lokalisierten Bereich liegt [SHASHKINetal-01a, 
VITKALOVetal-01].  Im Falle der vollständig pola-
risierten Elektronen ist der Metall-Isolator-Über-
gang unterdrückt, d.h. es existiert keine kritische 
Ladungsträgerdichte [MERTENSetal-01, SHASH-
KINetal-01b, GAOetal-02].  Die Abnahme der Leit-
fähigkeit mit zunehmendem Magnetfeld erfolgt 
auch bei anderen Richtungen des Feldes in Bezug 
auf die Ladungsträger-Ebene oder die Stromrich-
tung [SIMONIANetal-97, KRAVCHENKOetal-98, 
PUDALOVetal-02]. 
Es gibt zwei etwas unterschiedliche Versuche, ein 
Skalenverhalten der Magnetoleitfähigkeit zu zei-
gen [SHASHKINetal-01a, VITKALOVetal-01].  Die erste Gruppe [SHASHKINetal-01a] hat sich an der 
Theorie von [DOLGOPOLOV&GOLD-00] orientiert und ρ(H)/ρ(0) für T → 0 gegen H/Hc(ns) aufge-
tragen mit einem Skalenparameter Hc, der so normiert ist, dass er dem Sättigungsfeld entspricht.  
Das Ergebnis ist Hc(ns) ~ ns – nc, d.h. der Skalenparameter geht linear gegen 0.  Dieser Skalenansatz 
funktioniert allerdings nicht in der Nähe des Metall-Isolator-Übergangs bei der kritischen Dichte nc.   
Die andere Gruppe [VITKALOVetal-01] hat in einem breiteren Bereich von Ladungsträgerdichten ns 
und Temperaturen ein Ein-Parameter-Skalenverhalten gefunden, indem sie die spezifische Leitfä-
higkeit σ(H) anstelle des spezifischen Widerstands ρ(H) auftrug in normierter Form, 
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 �σ − σ = � σ − σ ∞ � �
, (III.A.4) 

wobei hier Hσ(ns,T) der Skalenparameter ist.  Der rechte Teil von Abb. III.A.5 zeigt die gute An-
wendbarkeit dieses empirischen Skalenansatzes für die experimentellen Daten.  Sogar Kurven für 
verschiedene Temperaturen zwischen 0.3 und 1.5 K lassen sich auf diese Art übereinander skalie-
ren.  Wie Abb. III.A.5(a) zeigt, lässt sich der Skalenparameter Hσ(ns,T) mit dem ebenfalls empiri-
schen Ansatz  

 
1 22 2( , ) ( ) ( )s s sH n T A n n Tσ � �= ∆ +� 	 . (III.A.5) 

mit zwei anzupassenden, temperaturunabhängigen Parametern A und ∆ gut beschreiben.  Während 
A weitgehend konstant ist, folgt die ns-Abhängigkeit von ∆ näherungsweise einem Potenzgesetz, 
und ∆ verschwindet ungefähr am Metall-Isolator-Übergangspunkt bei nc, siehe Abb. III.A.5(b). 
Die Messungen legen die Vermutung nahe, dass der große Magnetowiderstand mit dem Elektro-
nenspin in Zusammenhang steht und dass die Sättigung des spezifischen Widerstands auftritt, wenn 

Abb. I I I .A.4: Spezifischer Magnetowiderstand 
einer Si-MOSFET-Probe im parallelen Feld bei 
0.29K.  Die Elektronen-Dichte wurde von 
1.55×1011cm−2 (oben) bis 2.6×1011 cm−2 (un-
ten) variiert (aus [KRAVCHENKO&SARACHIK-
04]). 
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die Elektronen vollständig polarisiert sind.  Ähnliche Ergebnisse wurden für GaAs/AlGaAs mit 
Löcherleitung erhalten; allerdings gibt es dabei kein Plateau für große Magnetfelder, sondern einen 
langsameren, linearen Anstieg [YOONetal-00], und das Verhalten hängt im Detail von den Richtun-
gen von Strom und Magnetfeld ab [PAPADAKISetal-00].  Dies wird auf Bahneffekte wegen der grö-
ßeren Schichtdicke und die Anisotropie der Kristalle zurückgeführt [DASSARMA&HWANG-00]. 

III.A.3. Umstrittene Erklärungen 
Das Problem mit den Messergebnissen zum Metall-Isolator-Übergang ist weniger eine unzurei-
chende Qualität oder Unstimmigkeit der Messungen, sondern vielmehr die Tatsache, dass sie klar 
im Widerspruch zur bisher anerkannten Skalentheorie der Lokalisierung stehen, die – wie gesagt – 
einen Metall-Isolator-Übergang bei zweidimensionalen Systemen ausschließt.  Das weist auf ein 
grundlegendes Problem im Verständnis der Quanteneffekte in den ungeordneten zweidimensionalen 
Systemen hin, das es zu klären gilt.  Die Frage ist, ob die starken Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkungen in den jetzt betrachteten Systemen eine Revision der (Wechselwirkungen vernachlässi-
genden) Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung erforderlich machen oder ob das Grund-
prinzip einer Lokalisierung durch Unordnung erhalten bleibt und das beobachtete (scheinbar?) me-
tallische Verhalten anders erklärt werden kann.  Zusammenfassend heißt es in dem Überblick-
Artikels [ABRAHAMSetal-01]: „The physics behind these observations is at present not understood“  
(Die Physik hinter diesen Beobachtungen ist gegenwärtig unverstanden).  
Es wurde eine Vielzahl von Vorschlägen zur Erklärung der experimentellen Befunde publiziert, 
aber keiner davon liefert ein umfassendes Bild [ABRAHAMSetal-01]. Der Hauptunterschied der Pro-
ben in den neuen Experimenten im Vergleich mit denen in den älteren Experimenten sind die (rela-
tiv zur Fermi-Energie) stärkeren Elektron-Elektron (Coulomb-) Wechselwirkungen, die sich in gro-
ßen Werten von rs ≈ 4 bis 20 für den Übergang zeigen.  Da die Skalentheorie der Lokalisierung als 
Einteilchen-Theorie solche Wechselwirkungen nicht berücksichtigt, liegt es nahe, darin die Ursache 
für das neue Verhalten zu sehen.  Das hat eine Vielzahl von analytischen [DOBROSAVLJEVICetal-97, 

Abb. I I I .A.5: Skalierung der spezifischen Magnetoleit-
fähigkeit einer Si-MOSFET-Probe im parallelen Mag-
netfeld.  Im rechten Bild wurden die Messdaten mit Gl. 
(III.A.4) übereinander skaliert für viele Werte der La-
dungsträgerdichte ns im metallischen Bereich; ein ähnli-
ches Bild lässt sich auch für verschiedene Temperaturen 
T bei konstantem ns erhalten.  Die linken Bilder zeigen 
(a) die Temperatur- und Dichte-Abhängigkeit des Ska-
lenparameters Hσ(ns,T), an die Gl. (III.A.5) angepasst 
wurde (durchgezogenen Kurven) und (b) die Abhängig-
keit des Parameters ∆ von ns (aus [VITKALOVetal-01]). 
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CASTELLANIetal-98, SIetal-98, CHAKRAVARTYetal-98, KIRKPATRICK&BELITZ-00, SPIVAK-01, PUN-

NOOSE&FINKELSTEIN-02, SPIVAK-03, ROSENSTEIN&MINHTIEN-03, GULÁCSI-04] und numerischen 
Arbeiten [PIKUS&EFROS-94, TALAMANTESetal-96, CUEVAS-99, BENENTIetal-99, WAINTALetal-99, 
DENTENEERetal-99, SHEPELYANSKY&SONG-99, SHEPELYANSKY-00, VOJTAetal-00, KOTLYAR&  

DASSARMA-01, BERKOVITSetal-01, BERKOVITS&KANTELHARDT-02, GOLDSTEIN&BERKOVITS-03, 
SRINIVASANetal-03, DENTENEER&SCALETTAR-03, NITAetal-04] zur Folge gehabt, in denen es dar-
um geht, den Übergang zum metallischen Verhalten durch Elektron-Elektron-Wechselwirkungen zu 
erklären.   
Andererseits kann man auch argumentieren, dass die beobachtete Temperaturabhängigkeit des spe-
zifischen Widerstands nicht durch eine metallische Phase bei T = 0 K verursacht wird, sondern 
vielmehr eine Auswirkung von niederenergetischen, thermisch angeregten Prozessen ist.  So wur-
den Haftzentren im Band [ALTSHULER&MASLOV-99] oder in der benachbarten Isolatorschicht 
[NAKHMEDOV&MORAWETZ-02], eine spin-abhängige Streuung im Band [PAPADAKISetal-99,  
YAISHetal-00], korrelierte Störstellen im Band [HILKE-03], eine Wechselwirkung mit Phononen 
[XIONGetal-03], eine temperaturabhängige Abschirmung [KLAPWIJK&DASSARMA-99, DASSAR-

MA&HWANG-99, ZALAetal-01], ein klassischer Perkolationseffekt [HE&XIE-98] und Quantenperko-
lationseffekte [MEIR-99, MEIR-01, NAZARENOetal-02] im Zusammenhang mit solchen Prozessen 
vorgeschlagen.  In diesem Fall wäre der Metall-Isolator-Übergang nur ein scheinbarer Phasenüber-
gang in einem begrenzten Temperaturbereich, und bei noch tieferen Temperaturen würde sich wie-
der ein Bereich mit schwacher Lokalisierung anschließen.  Für Letzteres gibt es auch experimentel-
le Hinweise [SIMMONSetal-00, SENZetal-00, PROSKURYAKOVetal-02].  Experimentelle Hinweise auf 
temperaturabhängige Abschirmung und Perkolationseffekte finden beispielsweise [PUDALOVetal-
03] bzw. [WIEBEetal-03, NOHetal-04].  Gegen diese Effekte spricht aber, dass der Widerstand stark 
von der Polarisierung der Elektronen durch ein äußeres Magnetfeld abhängt, denn die Effekte sind 
primär nicht vom Spin abhängig.  Schließlich gibt es auch den Vorschlag, die lokalisierte Phase sei 
ein durch Temperatureffekte verursachter Zwischenbereich mit stärkerer Lokalisierung, während 
die so genannte metallische Phase in Wirklichkeit der normale Bereich mit schwacher Lokalisie-
rung ist [DASSARMA&HWANG-03]. 
Da in den betrachteten Systemen sowohl die Unordnung als auch die Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkungen eine wesentliche Rolle spielen, werde ich in dieser Arbeit zunächst die Auswirkungen 
von Unordnung verschiedener Art auf die Lokalisierung in niederdimensionalen Elektronensyste-
men untersuchen (Anderson-Modell) und dann das Wechselspiel von starker Unordnung und star-
ken Elektron-Elektron-Wechselwirkungen (Anderson-Hubbard-Modell) auch mit einem zusätzli-
chen parallelen Magnetfeld betrachten.  Damit gehe ich der Frage nach, ob bzw. inwieweit die bei-
den Komponenten Unordnung und Elektron-Elektron-Wechselwirkungen die experimentellen Be-
funde erklären können.  Den Abschluss des zweiten Teils der Arbeit bilden Betrachtungen zu Loka-
lisierungsphänomenen in Quantenpunkten in Kontakt mit Drähten, wobei wiederum Unordnung 
und Elektron-Elektron-Wechselwirkungen im Mittelpunkt stehen. 
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III.B. Das Anderson-Modell für ungeordnete Elektronensysteme 
Das Anderson-Modell wurde 1958 als „einfaches Modell für solche Prozesse wie Spin-Diffusion 
oder Leitfähigkeit im Störstellen-Band”  oder allgemeiner „ in bestimmten zufälligen Gittern”  von 
Philip Warren Anderson vorgeschlagen [ANDERSON-58].  Das wesentliche Ergebnis war, dass die 
Quanten-Diffusion unter gewissen Umständen durch Unordnung im System vollständig unterbun-
den wird.  Damit wurde erstmals gezeigt, dass in hinreichend stark ungeordneten Systemen Lokali-
sierung auftreten kann.  Das Modell basiert auf der Schrödinger-Gleichung in Tight-Binding-Nähe-
rung, und inzwischen wurden viele Erweiterungen untersucht.  Es ist aufgrund des Umfangs nicht 
möglich, hier einen vollständigen Überblick über das eigentliche Anderson-Modell und seine Er-
weiterungen zu geben; selbst Übersichtsartikel [ECONOMOU-90, KRAMER&MACKINNON-93, JANS-

SEN-98] müssen sich auf ausgewählte Aspekte des ursprünglichen Modells beschränken.  Bei drei-
dimensionalen Gittern zeigt das Modell einen Übergang von lokalisierten zu ausgedehnten Zustän-
den; deshalb wird es zur Beschreibung des Metall-Isolator-Übergangs in dreidimensionalen unge-
ordneten Systemen verwendet.  Ein Problem ist das Fehlen eines Übergangs in zweidimensionalen 
Systemen (außer mit magnetischem Feld), das im Widerspruch zu den im vorhergehenden Ab-
schnitt behandelten experimentellen Ergebnissen zu stehen scheint. 

III.B.1. Die Schrödinger-Gleichung in Tight-Binding-Näherung 
Zur Beschreibung von Elektronen im Festkörper gibt es zwei grundsätzlich verschiedene Ansätze. 
Der erste ist das Modell des fast freien Elektrons.  Es ist besonders zur Beschreibung von Elektro-
nen in Metallen geeignet.  Dabei geht man davon aus, dass sich die Leitungselektronen im Wesent-
lichen frei im Festkörper bewegen können.  Die Ionenrümpfe und die anderen Elektronen in dem 
periodischen Gitter verursachen ein effektives periodisches Potenzial V V n( ) ( )r r r= + , wobei rn  
ein beliebiger Vektor des Gitters ist.  Dieses Potenzial wird angenommen oder selbstkonsistent be-
stimmt.  Die Lösungen der Schrödinger-Gleichung haben dann nach dem Blochschen Theorem die 
Form ( )Ψ( ) ( )expr r q r= − ⋅ψ i , wobei ψ( )r  die gleiche Periodizität wie das Gitter hat.  Die Be-
rechnung der elektronischen Eigenzustände im Festkörper erfolgt durch Lösen der kontinuierlichen 
Schrödinger-Gleichung [ ( )] ( ) ( )− ∇ + =�2

2
2

m V Er r rψ ψ  für eine Einheitszelle mit Randbedingungen 
entsprechend dem Blochschen Theorem.  Das Modell fast freier Elektronen kann aber nur bei nicht 
ungeordneten Festkörpern mit überschaubarer Einheitszelle verwendet werden, denn sonst müsste 
man wegen der fehlenden Symmetrie die kontinuierliche Schrödinger-Gleichung für den ganzen 
Festkörper lösen, und das wäre zu aufwendig. 
Bei dem zweiten Ansatz zur Beschreibung von Elektronen im Festkörper, dem „ Tight-Binding” -
Modell (tight binding = feste Bindung), wählt man den umgekehrten Weg und geht von einzelnen 
Atomen aus.  Für ein einzelnes Atom gibt es zahlreiche diskrete Elektronen-Eigenzustände, die alle 
um den Atomkern lokalisiert sind.  Diese Eigenzustände sind Lösungen der Schrödinger-Gleichung 
mit dem atomaren Hamilton-Operator HAtom , (A)

Atom | kH ψ � =  (A )|k kε ψ � .  Beim Tight-Binding-
Modell nimmt man an, dass die atomaren Eigenfunktionen | ( )ψk

A �  räumlich stark lokalisiert sind, so 
dass ψ k

( )( )A r  schon klein ist, wenn r = | |r  so groß wie die Gitterkonstante a wird.  In diesem Ideal-
fall beeinflussen sich benachbarte Atome im Festkörper nur wenig, und es gibt komplexe Koeffi-
zienten ψ n  für alle Gitterplätze n so, dass ψ ψn k

A
n

( )( )r r−  in der Nähe des Gitterplatzes rn  eine 
gute Näherung für die Gesamt-Wellenfunktion ψ( )r  ist.  Für die elektronische Wellenfunktion im 
Festkörper macht man dann den Ansatz einer Linearkombination solcher atomarer Eigenfunktionen: 

 ( )( ) ( )A
n k nn

ψ = ψ ψ −�r r r     oder    ψ ψ=� nn
n . (III.B.1) 

In der zweiten Form steht schlicht |n�  für den atomaren Eigenzustand | ( )ψk
A �  an der Gitterposition 

n, wodurch zusätzlich unterschiedliche Eigenzustände bzw. unterschiedliche Atome an den ver-
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schiedenen Gitterpositionen berücksichtigt werden können.  Bei dem Ansatz (III.B.1) wird davon 
ausgegangen, dass pro Atom immer nur ein atomarer Eigenzustand zu dem globalen Eigenzustand 
beiträgt; dasTight-Binding-Modell beschreibt dann nur ein Band.  Die atomaren Eigenzustände sol-
len bei der Tight-Binding-Näherung räumlich so schnell abfallen, dass sie kaum überlappen und als 
orthogonal aufgefasst werden können, � � =n m n m| ,δ . 
Zur Herleitung der Tight-Binding-Gleichung schreibt man den Hamilton-Operator für den Fest-
körper aus vielen Atomen als Summe aller atomaren Hamilton-Operatoren, die nur auf ihre atoma-
ren Wellenfunktionen |n�  wirken, plus einem Operator für die Wechselwirkung der Atome, 

 Atom Wechselwirkungnn
H H H= +� . (III.B.2) 

Da für jedes Atom nur ein Eigenzustand eingeht, nämlich |n� , kann (III.B.2) unter Ausnutzung der 
atomaren Eigenwertgleichung H n nn nAtom | |� = �ε  umgeschrieben werden zu 

 ,,n n mn n m
H n n n t m= ε −� �     mit    , Wechselwirkungn mt n H m= − . (III.B.3) 

Setzt man den Ansatz (III.B.1) und den Hamilton-Operator (III.B.3) in die zeitunabhängige Schrö-
dinger-Gleichung H E| |ψ ψ� = �  ein und multipliziert von links mit �n|, so ergibt sich unter Aus-
nutzung von � � =n m n m| ,δ  die „Tight-Binding”-Gleichung: 

 ( ) ( ) ( )
,

Nachbarn 

E E E
n n n n m m

m

E tψ = ε ψ − ψ�  (III.B.4) 

In der Praxis beschränkt man sich bei der Summe auf nächste Nachbarn von Gitterplatz n, denn die 
atomaren Wellenfunktionen weiter entfernter Atome überlappen so wenig, dass man die Wechsel-
wirkung zwischen ihnen vernachlässigen kann.  Die „Tight-Binding”-Gleichung (III.B.4) ist eine 
Eigenwertgleichung; E ist der Eigenwert und die ψn

E( )  sind die zugehörigen Eigenvektoren.  Die 
Diagonalelemente εn  sind die Eigenenergien der atomaren Eigenzustände | ( )ψk

A � , und die Nicht-
diagonalelemente tn m,  (aus (III.B.3)) beschreiben die Wechselwirkung der Atome untereinander.  
Die Wellenfunktionen werden auf Σn n

E| |( )ψ 2 1=  normiert. 

III.B.2. Das Standard-Anderson-Modell für Einteilchen-Zustände 
Beim ursprünglichen Anderson-Modell [ANDERSON-58, ECONOMOU-90, KRAMER&MACKINNON-
93] betrachtet man die „Tight-Binding”-Gleichung (III.B.4) für regelmäßige Gitter (lineare Kette, 
Quadratgitter oder kubisches Gitter), gibt aber den einzelnen Gitteratomen unterschiedliche Eigen-
schaften, beschrieben durch unterschiedliche Koeffizienten εn  und t tn m m n, ,= .  Diese Koeffizienten 
bilden eine dünn besetzte, orthogonale Zufallsmatrix.  Praktisch wird das Standard-Anderson-
Modell in zwei unterschiedlichen Varianten verwendet:  Bei der so genannten „diagonalen Unord-
nung” werden die Eigenenergien εn  der atomaren Eigenzustände (die Potenziale) für jeden Platz 
zufällig und unkorreliert z.B. entsprechend einer Gleichverteilung mit der Breite w gezogen, 
− < <w wn2 2ε .  Die Wechselwirkungsenergien t tn m m n, ,=  sind für benachbarte Gitterplätze n und 
m gleich (und sonst 0), so dass man durch t = 1 die Energieeinheit festlegen kann.  Der Parameter w 
steuert die Stärke der Unordnung und bestimmt im Wesentlichen die Eigenschaften der Anderson-
Wellenfunktionen.  Bei der zweiten Modellvariante mit „nichtdiagonaler Unordnung”  werden die 
Diagonalelemente εn  alle 0 gesetzt (Energienullpunkt), und die Wechselwirkungsenergien tn m,  (die 
Nichtdiagonal-Terme) für benachbarte Gitterplätze n und m zufällig, meist aus einer Gleichvertei-
lung um den Mittelwert 1 (Energieeinheit), gewählt: 1 12 2− < < +w

n m
wt , .  Natürlich kann auch dia-

gonale und nichtdiagonale Unordnung kombiniert werden.   
Abbildung III.B.1 zeigt Beispiele für Anderson-Wellenfunktionen ψn

E( )  mit diagonaler Unordnung 
auf einer linearen Kette und auf dem Quadratgitter, die ich durch Diagonalisierung der Hamilton-
Operator-Matrix mit dem Lanzcos-Algorithmus [LANCZOS-50, CULLUM&WILLOUGHBY-85] be-
rechnet habe.  Abgesehen von den starken Fluktuationen der Wellenfunktionen findet man, dass die 
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Eigenzustände im Mittel „exponentiell lokalisiert”  sind [KRAMER&MACKINNON-93].  Das bedeutet, 
dass asymptotisch für große Abstände r von dem Platz n0 mit der maximalen Amplitude | |( )ψn

E
0  der 

Logarithmus der Amplituden | |( )ψn
E  im Mittel linear abfällt: 

 
0

( )

( )

( )
ln ln

(0) ( )

E
n

E
n

r r

w

ψ ψ
≡ = −

ψ λψ
    für r w>> λ( ) . (III.B.5) 

Der Parameter λ( )w  wird als „Lokalisierungslänge”  bezeichnet, denn er gibt an, auf welcher typi-
schen Länge die Wellenfunktionen abfallen.  In der Definition (III.B.5) wird der Logarithmus der 
Wellenfunktionsamplituden | |( )ψn

E  gemittelt, um das typische Verhalten zu bekommen, das nicht 
von zufällig besonders großen oder besonders kleinen Amplituden dominiert wird.  Daher heißt 
diese Mittelwertdefinition auch typischer Mittelwert. Die Lokalisierungslänge λ( )w  ist für Eigen-
zustände in der Bandmitte, E ≅ 0 , für das Anderson-Modell auf einer linearen Kette analytisch zu 
bestimmen:  Man kann λ( )w  aus einer Rekursionsgleichung für die Wellenfunktion, die aus der 
„Tight-Binding”-Gleichung (III.B.4) folgt, mit Hilfe von Greenschen Funktionen berechnen, 
λ( ) .w w≅ 105 045 2  [KAPPUS&WEGNER-81, ECONOMOU-90].  Dieses theoretische Ergebnis wurde 
von mehreren Autoren auch numerisch getestet, siehe z.B. [PICHARD-86].  Es gibt auch Abschät-
zungen, die für E ≠ 0  gelten: 2 2( ) 24(4 )w E wλ ≈ −  [THOULESS-79], siehe auch [HOFFMANN&  

SCHREIBER-96].  An den Bandkanten gilt ein anderer Zusammenhang [RUßetal-98]. 
Auch beim klassischen zweidimensionalen Anderson-Modell wurden in numerischen Simulationen 
nur lokalisierte Eigenzustände gefunden [MACKINNON&KRAMER-83, KRAMER&MACKINNON-93, 
ZHAREKESHEVetal-96, BATSCH-97, MARKOSetal-04], wenn man von der Bandmitte ( )E = 0  bei 
nichtdiagonaler Unordnung absieht, wo das Lokalisierungsverhalten kritisch ist [EILMESetal-98].  
Die Lokalisierungslänge λ( )w  ist nicht analytisch bekannt.  Es gibt zwar eine auf der Signaltheorie 
basierende analytische Rechnung, die auch Aussagen über die Lokalisierungslänge und insbesonde-
re deren Divergieren bei bestimmten Energien für kleine Unordnungsstärken umfasst [KUZOVOV-
etal-02], aber die Vorhersagen dieser Rechnungen stimmen nicht mit numerischen Ergebnissen  
überein und sind möglicherweise auf eine unzulässige Symmetrieerweiterung zurückzuführen 

(a)

                            

(b)

 
 
Abb. I I I .B.1: Eigenfunktionen des Anderson-Modells in der Bandmitte bei E ≅ 0 (a) für eine lineare Kette 
mit 600 Plätzen und (b) auf einem 100×100 Quadratgitter mit periodischen Randbedingungen.  Die Breite-
parameter für die diagonale Unordnung sind (a) w = 1.0 und (b) w = 7.0.  In (a) ist die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit |ψn|

2 linear über der Position aufgetragen und in (b) ist |ψx,y|
2 farbkodiert mit logarith-

mischer Skalierung aufgetragen; die rote Farbe markiert die größten Intensitäten (|ψx,y |
2 > 10-2), Orange, 

Gelb, Grün und Hellblau signalisieren kleinere Intensitäten (in dieser Reihenfolge) und Weiß steht für 
|ψx,y|

2 < 10-15.  Neben der Lokalisierung sind die Fluktuationen der Eigenfunktionen gut zu erkennen (nach 
[KANTELHARDT-99]. 
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[MARKOSetal-04].  In der Literatur stehen mehrere unterschiedliche Aussagen über die numerischen 
Werte der Lokalisierungslänge und die Abhängigkeit von der Unordnungsbreite w nebeneinander 
[MACKINNON&KRAMER-83, ZHAREKESHEVetal-96, BATSCH-97]. 
Kürzlich wurde für das Standard-Anderson-Modell die Lokalisierung in dünnen Filmen in Abhän-
gigkeit vom Magnetfeld B und von der Filmdicke mit numerischen und mit zwei verschiedenen 
analytischen Methoden untersucht [BROJEN-SINGH&KUMAR-02, BROJEN-SINGH&KUMAR-04].  
Während die numerischen Ergebnisse auf eine mögliche metallische Phase auch bei T = 0 hindeu-
ten, zeigt die eine analytische Betrachtung nur lokalisierierte Zustände, aber gleichzeitig einen  
Übergang in Abhängigkeit von B bei endlichen Temperaturen (d.h. endlichen Phasenkohärenzlän-
gen), während die andere analytische Betrachtung für B > 0 ausgedehnte Zustände auch bei T = 0 
nicht ausschließt.  Die Diskrepanz zwischen numerischen und analytischen Ergebnissen wird auf 
Unterschiede zwischen dem diskreten und kontinuierlichen Anderson-Modell zurückgeführt. 
Beim dreidimensionalen Anderson-Model, das meist auf dem kubisch primitiven Gitter mit diago-
naler Unordnung verwendet wird, gibt es einen Delokalisierungs-Lokalisierungs-Übergang [MAC-
KINNON&KRAMER-81], der physikalisch einem Metall-Isolator-Übergang entspricht [LEE&RAMA-
KRISHNAN-85, IMADAetal-98].  Bis zu einer kritischen Unordnungsbreite wc ≈ 16 5.  [MACKINNON&  

KRAMER-83, SCHREIBER&GRUSSBACH-91, HOFSTETTER&SCHREIBER-94, GRUSSBACH&SCHREIBER-
95, SLEVIN&OHTSUKI-99], dem kritischen Punkt, sind die elektronischen Eigenzustände ausge-
dehnt, das heißt ihre Lokalisierungslänge λ ist unendlich, und man beobachtet keinen exponentiel-
len Abfall der Wellenfunktionsamplituden.  Oberhalb des kritischen Punktes (für starke Unordnung 
w w> c ) sind die Zustände wieder lokalisiert. Beim Anderson-Modell mit nichtdiagonaler Unord-
nung in d = 3 sind die Zustände nur in der Nähe der Bandkanten lokalisiert, und sonst unabhängig 
von der Unordnungsbreite ausgedehnt [CAINetal-99].  Direkt am kritischen Punkt sind die elektro-
nischen Wellenfunktionen im Anderson-Modell in d = 3 multifraktal [SOUKOULIS&ECONOMOU-84, 
EVANGELOU-90, SCHREIBER-90, SCHREIBER&GRUSSBACH-91, HUCKESTEIN&SCHWEITZER-94, 
GRUSSBACH&SCHREIBER-95, HUCKESTEIN&KLESSE-97].  Das heißt vereinfacht ausgedrückt, dass 
die verschiedenen Momente der Eigenfunktionsamplituden ( )( )ψn

E q  den Raum nicht in gleicher 
Weise, sondern mit unterschiedlichen fraktalen Dimensionen D q( )  füllen. Aufgrund der stark von-
einander abweichenden Multifraktalitätsexponenten D q( )= 2  in den verschiedenen Arbeiten wurde 
postuliert, dass sogar für jede einzelne Eigenfunktion ein unterschiedlicher Satz multifraktaler Di-
mensionen D q( )  zur Beschreibung notwendig ist [PARSHIN&SCHOBER-99].  Auch in den neusten 
Arbeiten wurde in dieser Frage noch kein eindeutiges Bild erzielt [EVERS&MIRLIN-00, VARGA-02, 
MILDENBERGERetal-02, OBUSE&YAKUBO-04].  
Während die Struktur der Eigenfunktionen am kritischen Punkt also intensiv untersucht wurde, hat 
man sich bei den lokalisierten Zuständen mit der Annahme eines einfach exponentiellen Abfalls 
und einer Angabe der Lokalisierungslänge nach (III.B.5) begnügt. Die − wie Abbildung III.B.1 
zeigt − auch bei lokalisierten Zuständen sehr wesentlichen Fluktuationen der Amplituden wurden 
bisher kaum näher untersucht. 

III.B.3. Die Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung 
Die Existenz eines gewöhnlichen Lokalisierungs-Delokalisierungs-Übergangs nur für Raumdimen-
sionen d > 2  folgt allgemein aus der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung [ABRAHAMS-
etal-79], siehe auch [LEE&RAMAKRISHNAN-85, KRAMER&MACKINNON-93].  Die wesentliche An-
nahme dieser Skalentheorie ist, dass es nahe dem Übergang von lokalisierten zu ausgedehnten Zu-
ständen nur eine einzige relevante Skalenvariable gibt, mit der sowohl die Leitfähigkeit (auf der 
metallischen Seite) als auch die Lokalisierungslänge (auf der isolierenden Seite) beschrieben wer-
den können.  Physikalisch bedeutet diese Annahme, dass nahe dem Übergang nicht verschiedene 
Lokalisierungsmechanismen unterschieden werden.  Um die Leitfähigkeit g L( )  eines Hyper-
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Würfels mit dem Volumen Ld  zu beschreiben, 
wird angenommen, dass der effektive Exponent β 
aus 

 ( ) ln
( ) ~ ( )

ln
g d g

g L L g
d L

β ⇔ β =  (III.B.6) 

nur von der Leitfähigkeit g selbst abhängt, aber 
nicht explizit von L, von der Unordnung oder von 
der Energie.  Die Skalenfunktion β( )g  ist für die 
Grenzfälle sehr kleiner und sehr großer Unord-
nung bekannt, die sehr großen bzw. sehr kleinen g 
entsprechen.  Im metallischen Bereich gilt das 
Ohmsche Gesetz g L Ld( ) ~ σ −2  mit der spe-
zifischen Leitfähigkeit σ, und daher β( )g d= − 2, 
siehe Abb. III.B.2.  Im isolierenden Bereich 
nimmt die Leitfähigkeit exponentiell mit wach-
sender Systemgröße L ab, ( ) ~ exp[ ]g L L− λ , 
und daher 1

ln( ) dL
d Lg λβ = −  lnL gλ= − = .  Zwischen 

diesen Grenzfällen wird stetig interpoliert.  We-
gen g L L( ) ~ β  bestimmt der Exponent β das Lokalisierungsverhalten im Grenzfall unendlicher Sys-
temgröße:  Für β < 0 sind die Zustände lokalisiert, für β > 0 ausgedehnt, und bei β = 0  ist man am 
Übergangspunkt.  Abbildung III.B.2 zeigt daher, dass es nur für d > 2  einen Übergang zu ausge-
dehnten Zuständen geben kann, weil für d ≤ 2  die Kurven vollständig im Bereich nicht positiver β 
liegen.  Der unordnungs-induzierte Metall-Isolator-Übergang in d = 3 erfolgt außerdem immer bei 
der gleichen (systemgrößenunabhängigen) kritischen Leitfähigkeit gc , wenn die Skalenfunktion 
β( )g  universell ist, das heißt nur von der Raumdimension d abhängt.  Diese Ergebnisse der Skalen-
theorie der Lokalisierung wurden sowohl numerisch für das Anderson-Modell als auch in zahlrei-
chen Experimenten erfolgreich überprüft (siehe z.B. [LEE&RAMAKRISHNAN-85, KRAMER&MAC-
KINNON-93]), wobei besonders wichtig war, dass gc  konstant ist. 
Um zusätzlich zum Lokalisierungsverhalten auch das Fluktuationsverhalten untersuchen zu können, 
wurde die Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung schon früh erweitert [ANDERSONetal-80].  
Man betrachtete in der erweiterten Standard-Form im Rahmen der Zufalls-Phasen Hypothese (siehe 
[DEYCHetal-00, DEYCHetal-01]) den Parameter 

 ( )1
( ) ln 1 1

2
L g

L
γ = +� . (III.B.7) 

Es wurde gezeigt, dass der Mittelwert von ( )Lγ�  für große Systeme gegen die inverse Lokalisie-
rungslänge, den Lyapunov-Exponenten γ, konvergiert, 

 1( )L −γ = λ = γ�   für L � λ, (III.B.8) 

während die Fluktuationen von ( )Lγ�  (die Varianz) wie 1/L verschwinden, 

 
22( ) ( ) 1L L L Lγ − γ = λ = γ� �   für L � λ. (III.B.9) 

Daher charakterisieren der Lyapunov-Exponent γ oder die Lokalisierungslänge λ vollständig das 
asymptotische Skalenverhalten der Verteilung von ( )Lγ� , d.h. ein einziger Parameter reicht aus zur 
Beschreibung der Lokalisierungstärke und der Fluktuationen.  Bisher wurde in numerischen Simu-
lationen anhand des Anderson-Modells hauptsächlich Gl. (III.B.8) getestet, aber nicht Gl. (III.B.9). 
In jüngster Zeit hat sich die Diskussion um die Gültigkeit der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lo-
kalisierung wieder belebt, was unter anderem auf die experimentellen Ergebnisse zum Metall-

0
ln g

β (  )g
d= 3

d= 2

d= 1

1

-1

kritischer
Punkt

 
 
Abb. I I I .B.2:  Zur Skalentheorie der Lokalisie-
rung:  Die β(g)-Funktion für die T = 0 - Leitfä-
higkeit g ungeordneter Systeme mit der Di-
mension d = 1 bis 3.  Die Bedingung β = 0 legt 
den kritischen Punkt in d = 3 fest, der dem 
Anderson-Übergang entspricht; ein solcher 
Punkt existiert nur für d > 2.  Für β < 0 sind die 
Zustände lokalisiert. 
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Isolator-Übergang in zweidimensionalen Systemen zurückzuführen ist (siehe Abschnitt III.A), denn 
ein solcher Übergang wäre nach der Theorie nicht möglich.  Die Skalentheorie wurde unter der An-
nahme von Korrekturen in der Skalenfunktion β α( )g d A g= − + +2 �  für große Leitfähigkeiten 
g → ∞  mit A > 0  auf die neuen Experimente angewendet [DOBROSAVLJEVICetal-97], siehe auch 
[SHENG&WENG-99].  
Auf der Seite der Simulationen wurden vor allem eindimensionale Systeme betrachtet, um die Gül-
tigkeit der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung zu überprüfen.  Für das Lloyd-Modell, 
das mit dem klassischen eindimensionalen Anderson-Modell übereinstimmt bis auf eine Cauchy-
Verteilung der Diagonalelemente nε , wurde gezeigt, dass die Zustände an der Bandkante kein Ein-
Parameter-Skalenverhalten zeigen und dass eine neue Längenskala, die von der Anzahl der Zustän-
de bis zur Bandkante abhängt, für die Abweichungen verantwortlich ist [DEYCHetal-00, DEYCHetal-
01].  Außerdem zeigte sich, dass im Inneren des Bandes die Fluktuationen doppelt so groß sind wie 
Gl. (III.B.9) angibt, dass dort aber sonst keine Verletzungen der Skalentheorie vorliegen.  Auch bei 
der Statistik der Wellenfunktionsamplituden, der Leitfähigkeiten und in der lokalen Zustandsdichte 
gibt es Anomalien [TITOV&SCHOMERUS-03].   
Für das klassische eindimensionale Anderson-Modell selbst konnte nachgewiesen werden, dass es 
ebenfalls einen Bereich an den Bandkanten gibt, in dem die Ein-Parameter-Skalentheorie nicht gilt.  
Dort kann aber die Verteilung der Leitfähigkeiten wieder durch eine Skalentheorie beschrieben 
werden, in der das Verhältnis von Lokalisierungslänge und neuer, auf die Zustandsdichte bezogener 
Längenskala als Variable auftritt [DEYCHetal-02].  Auch in der Bandmitte (E = 0) des klassischen 
eindimensionalen Anderson-Modells gibt es Abweichungen von der Ein-Parameter-Skalentheorie 
[SCHOMERUS&TITOV-03].  Dort bricht wie an der Bandkante die Zufalls-Phasen-Hypothese zu-
sammen, die eine Grundlage der Ein-Parameter-Skalentheorie ist.  In [DEYCHetal-03] wurden diese 
Ergebnisse erklärt, indem die Bandmitte als Berührungspunkt von eigentlich zwei Bändern aufge-
fasst wird, für den dann auch die Skalentheorie mit dem Verhältnis von Lokalisierungslänge und 
neuer, auf die Zustandsdichte bezogener Längenskala gilt.  Weiterhin finden [VAGNERetal-03] für 
die Leitfähigkeiten eines eindimensionalen Drahtes Abweichungen von der Ein-Parameter-
Skalentheorie, die vor allem die Schwänze der Leitfähigkeits-Verteilungen betreffen, aber sich auch 
im Zentrum der Verteilung bemerkbar machen.  Solche Abweichungen wurden experimentell bei 
Messungen an quasi-eindimensionalen Golddrähten bestätigt, die eine klare Asymmetrie der Leitfä-
higkeitsverteilungen erbrachten im Widerspruch zur Ein-Parameter-Skalentheorie [MOHANTY&  

WEBB-02].  Für zweidimensionale Modelle wurden allerdings solche Abweichungen kaum unter-
sucht, weder durch Simulationen, noch experimentell. 

III.B.4. Verallgemeinerte Anderson-Modelle mit Korrelationen 
Neben dem klassischen Anderson-Modell mit unkorrelierten zufälligen Potenzialen εn  oder Nicht-
diagonalelementen tn m,  besteht besonderes Interesse an verschiedenen verallgemeinerten Modellen 
mit ungeordneten, aber räumlich korrelierten Potenzialen εn .  Korrelationen treten in vielen realen 
ungeordneten Festkörpern auf, wie z.B. in Polymeren, sowie in porösen und amorphen Materialien.  
Ein Grund dafür können z.B. chemische Bindungen sein, bei denen es nicht nur auf die unmittelba-
ren Bindungspartner ankommt, sondern auch auf die näheren Umgebungen, so dass bestimmte An-
ordnungen bevorzugt und kurzreichweitige Korrelationen hervorgerufen werden.  Modelle mit 
räumlich korrelierten Potenzialen weisen zum Teil auch bei ein- und zweidimensionalen Systemen 
ausgedehnte Zustände auf, die nur durch die Korrelationen zustande kommen.  Bei den eindimensi-
onalen Systemen liegt ein besonderes Interesse auf der Folge der Basenpaare in der DNS, die die 
Erbinformation speichert; auch dort spielen Korrelationen eine Rolle (siehe Abschnitt II.C.1).   
Das einfachste Modell mit zufälligem, kurzreichweitig korreliertem Potenzial ist das Dimer-Modell 
[DUNLAPetal-90].  Die Potenziale εn  haben eine binäre Verteilung, ε ε εn ∈{ , }A B , und εA (oder auch 
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εB) tritt immer nur paarweise auf, z.B. ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε εA A B A A A A B B A A B A A, , , , , , , , , , , , , ,�  Die 
Nichtdiagonal-Terme tn m,  in der Tight-Binding-Gleichung (III.B.4) werden für nächste Nachbarn 
alle gleich 1 gesetzt.  Durch numerisches Lösen der zeitabhängigen Tight-Binding-Gleichung für 
ein lokalisiertes Wellenpaket als Anfangsbedingung konnte gezeigt werden, dass für −2 < εA – εB < 
2 das mittlere Verschiebungsquadrat des Wellenpakets proportional zu t3 2  ansteigt, und daher aus-
gedehnte Zustände existieren müssen.  Für |εA – εB| = 2  ist die Ausbreitung diffusiv, und sonst sind 
alle Zustände lokalisiert.  Die lokalisierten Zustände weisen teilweise Abweichungen von einer ex-
ponentiellen Form der lokalisierten Eigenfunktionen auf [IZRAILEVetal-96, VARGA&PIPEK-98].  Die 
Anzahl der ausgedehnten Zustände ist nach [FLORES&HILKE-93, HUANGetal-97] proportional zu 

L , wobei L die Länge der betrachteten linearen Kette ist.  Daher wird der Anteil ausgedehnter 
Zustände an der Gesamtzahl L der Zustände für große Systeme ( )L → ∞  vernachlässigbar [HIL-

KE&FLORES-97] und sollte in makroskopischen Systemen keine Rolle spielen.  In einer analytischen 
Arbeit [SEDRAKYAN-04] wurde kürzlich allerdings berichtet, dass nur an den beiden Punkten E = εA 
und E = εB wirklich ausgedehnte Zustände auftreten (falls |εA – εB| ≤ 2), so dass man eigentlich 
nicht von einem Metall-Isolator-Übergang sprechen kann.  In einer experimentellen Arbeit wurden 
an Halbleiter-Übergittern mit Dimer-Struktur erhöhte elektrische Leitfähigkeiten gegenüber einer 
unkorrelierten Vergleichsprobe gefunden und als experimenteller Nachweis der ausgedehnten Zu-
stände präsentiert [BELLANIetal-99].  Halbleiter-Übergitter werden mit Molekularstrahl-Epitaxie 
hergestellt und bestehen aus bis zu 400 Schichten von abwechselnd GaAs und AlGaAs, die wenige 
Nanometer dick sind und wegen der unterschiedlichen Bandlücken der beiden Materialien Quanten-
töpfe bilden.  Für die Dimer-Struktur wurde das lokale Potenzial über die Breite der Quantentöpfe 
eingestellt.  Ein Beweis für ausgedehnte Zustände sind diese Experimente aber keineswegs. 
Schon vor den zufälligen Dimer-Modellen wurden verallgemeinerte langreichweitig korrelierte An-
derson-Modelle mit inkommensurablen bzw. quasiperiodischen Potenzialen untersucht; einen  
Überblick geben [HIRAMOTO&KOHMOTO-92].  In solchen Systemen sind die Platz-Energien εn  
durch eine nicht zufällige, periodische Funktion gegeben, ε ωn f n= ( ) , deren Periode 2π ω  in-
kommensurabel mit der Gitter-Periodizität ist, was bedeutet, dass ω eine irrationale Zahl ist.  Am 
häufigsten wird hier das Harper-Modell verwendet, bei dem f n nw( ) cos( )ω ω= 2  gesetzt ist.  In die-
sem Modell sind für w < 4  alle Eigenzustände ausgedehnt, bei wc = 4  sind sie kritisch und darüber 
lokalisiert [AUBRY&ANDRE-80].  Interessant ist bei den quasiperiodischen Potenzialen das Auftre-
ten multifraktaler Eigenzustände am kritischen Punkt [SIEBESMA&PIETRONERO-87].  Ebenfalls 
langreichweitige, räumlich nicht abklingende Korrelationen im Potenzial mit einer zusätzlichen 
Zufallskomponente wurden kürzlich von [HILKE-03] untersucht, der ein zweidimensionales Ander-
son-Modell betrachtet mit Störstellen, die zufällig auf einem (Über-) Gitter mit größerer Gitterkon-
stante verteilt sind.  Dafür tritt ein Übergang zu ausgedehnten Zuständen in Abhängigkeit vom An-
teil der korrelierten Störstellen auf.  Auch das Fibonacci-Modell, bei dem die Potenziale nach der 
Fibonacci-Reihe gewählt sind, ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε εA A B A A B A B A A B A A B A B A A B→ → → → →| | | �, 
zählt zu den quasiperiodischen Anderson-Modellen und wurde vielfach untersucht [KOHMOTO-83, 
OSTLUND-83].  Es weist ausschließlich kritische Zustände auf.  Experimentell realisiert wurde ein 
Halbleiter-Übergitter mit Schichten nach dem Fibonacci-Modell in der 13. Generation [MERLINetal-
85].  Dafür wurden mit Röntgenbeugung und Raman-Streuung potenzgesetzartige Singularitäten im 
Spektrum nachgewiesen. 
Weiterhin wurde die inverse Lokalisierungslänge mit analytischer Störungstheorie für eindimensio-
nale Systeme mit stationären langreichweitig korrelierten Potenzialen berechnet mit Energien nicht 
nahe an den Bandkanten oder der Bandmitte [IZRAILEV&KROKHIN-99, IZRAILEVetal-01].  Es wurde 
dabei gezeigt, wie sich Potenziale εn konstruieren lassen, für die es einen Lokalisierungs-Delokali-
sierung-Übergang gibt.  Allerdings wurde das Ergebnis in der Nachfolgearbeit [IZRAILEV&  MAKA-

ROV-03] etwas relativiert, indem auch für den so genannten delokalisierten Bereich eine Lokalisie-
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rungslänge eingeführt wird, die zwar größer als die Systemgröße, aber eben doch endlich ist.  Daher 
würde ich eher von Übergängen zwischen starker und schwacher Lokalisierung sprechen, die nicht 
im Widerspruch zur Skalentheorie der Lokalisierung stehen, wie die Autoren auch einräumen.  Die 
Übergänge wurden durch Mikrowellen-Transmissions-Experimente in Wellenleitern mit eingebau-
ten, korrelierten Streuzentren nachgewiesen [KUHLetal-00].  
Das Anderson-Modell mit zufälligen, langreichweitig korrelierten Potenzialen wurde auch gründ-
lich untersucht [RUßetal-99, RUß-02].  Hier gibt es zwar keine ausgedehnten Zustände, aber die Lo-
kalisierungslänge wird in der Nähe der Bandkante so groß, dass es schwierig ist, die Lokalisierung 
nachzuweisen.  Weiterhin gilt in der Nähe der Bandkante eine andere Skalentheorie als in der 
Bandmitte, weil dort auch die Wellenlänge der Zustände als zweiter Parameter neben der Lokalisie-
rungslänge berücksichtigt werden muss.  In der Skalentheorie tritt dann das Verhältnis von Lokali-
sierungslänge und Wellenlänge auf, und zwar in ähnlicher Art wie das Verhältnis von Lokalisie-
rungslänge und neuer, auf die Zustandsdichte bezogener Längenskala beim Anderson-Modell ohne 
Korrelationen [DEYCHetal-00, DEYCHetal-01, DEYCHetal-02].   
Insgesamt scheinen auch die Anderson-Modelle mit korrelierten Potenzialen in eindimensionalen 
Systemen keine wirklich ausgedehnten, sondern eher schwach lokalisierte Zustände hervorzubrin-
gen, die der Ein-Parameter-Skalentheorie genügen, soweit die Modelle nicht deterministisch sind.  
Trotzdem tauchen immer wieder Publikationen auf, in denen von ausgedehnten Zuständen in sol-
chen Modellen berichtet wird.  Einen gewissen Schwerpunkt bilden dabei Arbeiten zu Anderson-
Modellen mit selbst-affinen Potenzialen [DEMOURAetal-98, DEMOURAetal-99, CARPENAetal-02, 
YAMADA-04], bei denen die Korrelationen so stark sind, dass die Autokorrelationsfunktion C(s) 
nicht definiert werden kann, weil die Bedingung der Stationarität nicht erfüllt ist.  Das Potenzial εn 
am Platz n ergibt sich bei selbst-affinen Systemen aus dem vorhergehenden Potenzial εn−1 in der 
Kette plus einem Inkrement δm mit Mittelwert � � =δn 0 , 

 1n n n−ε = ε + δ   oder  0
1

n

n m
m=

ε = ε + δ� . (III.B.10) 

Bei unkorrelierten Inkrementen δm ist das entsprechende selbst-affine Potenzial die Spur eines Irr-
läufers (Random Walker), und es gilt für das mittlere Verschiebungsquadrat 2( ) ~n s n s+� ε − ε � .  All-
gemein, d.h. auch für langreichweitig korrelierte oder antikorrelierte δm, lässt sich ein selbst-affines 
Potenzial wie bei den Profilen in der Zeitreihenanalyse (siehe Abschnitt II.A) durch die Exponenten 
α und β charakterisieren, wobei (vgl. Glgn. (II.A.5), (II.A.14), (II.A.15) und (II.A.18)) 

 2 2( ) ~n s n s α
+ε − ε ,  ( ) ~P f f −β

δ   und  2( ) ~P f f −β−
ε    mit  

1

2

+ βα = . (III.B.11) 

Pε( f ) bezeichnet hier das Frequenzspektrum der Potenziallandschaft und Pδ( f ) das Frequenzspekt-
rum der Inkremente.  Eine solche Potenziallandschaft lässt sich am besten mit der Fourier-Filter-
Methode erzeugen (siehe Abschnitt II.A.1.c), und zwar entweder für die δm oder direkt für die εn.  
Ein Problem ist, dass die Potenziale nach Gl. (III.B.11) nichtstationär sind, d.h. mit wachsender 
Systemgröße L wie 2 2~n L α�ε �  divergieren.  Um das zu umgehen, haben [DEMOURAetal-98, DE-

MOURAetal-99] die Potenziale für jede Systemgröße auf 2 1n�ε � =  normiert, [CARPENAetal-02] ha-
ben sie auf die Vorzeichen reduziert, εn → sign(εn), und [YAMADA-04] hat einen chaotischen Gene-
rator mit von vornherein beschränktem Wertebereich verwendet.  Die Schlussfolgerungen dieser 
Autoren in Bezug auf ausgedehnte Zustände diskutiere ich im Zusammenhang mit eigenen Ergeb-
nissen in Abschnitt III.D. 
Eine weitere Möglichkeit der Verallgemeinerung des Anderson-Modells, die nun wirkliche ausge-
dehnte Zustände hervorbringt, besteht darin, die Nichtdiagonalterme tn,m der Tight-Binding-Glei-
chung (III.B.4) nicht mehr auf nächste Nachbarn zu beschränken, sondern weitere Sprünge der  
Elektronen zu erlauben; einen Überblick gibt [MIRLIN-00].  Eine Möglichkeit ist dabei die Ver-
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wendung von Potenzgesetz-artig mit dem Abstand der Gitterplätze abfallenden Werten von 
tn,m ~ |rn − rm|−β, was zu einem Lokalisierungs-Delokalisierungs-Übergang für βc = d (hier = 2) führt 
[LEVITOV-89, LEVITOV-90, POTEMPA&SCHWEITZER-02].  Es wurde am kritischen Punkt auch eine 
multifraktale Analyse der Eigenzustände durchgeführt.  Weiterhin kann man die Nichtdiagonalele-
mente tn,m  der Hamilton-Operator-Matrix zufällig aus einer Verteilung wählen mit ,| | 0n mt� � =  und 

2
,| | ~ 1 [1 (| | ) ]n mt n m b β� � + − , was ebenfalls kritische Zuständen für βc =  2 zur Folge hat [MIRLIN-

etal-96, KRAVTSOV&MUTTALIB-97, CUEVAS-02, CUEVAS-03a, CUEVAS-03b], die auch mit einer 
multifraktalen Analyse charakterisiert wurden. 

III.B.5. Erweitertes Anderson-Modell mit Coulomb-Wechselwirkung 
Da in den Messungen der elektrischen Leitfähigkeit von zweidimensionalen Elektronensystemen 
die Stärke der Elektron-Elektron-Wechselwirkungen groß ist im Vergleich zur Fermi-Energie, ist es 
sinnvoll auch ein erweitertes Anderson-Modell zu betrachten, bei dem die Coulomb-Wechselwir-
kungen explizit berücksichtigt sind.  Das bedeutet einen wesentlich erhöhten numerischen Aufwand 
im Vergleich zum Einteilchenmodell, denn jetzt müssen quantenmechanische Vielteilchen-Wellen-
funktionen berechnet werden.  Um den Aufwand etwas zu begrenzen, wird zunächst ein Modell 
ohne Spin-Freiheitsgrad betrachtet, in dem alle Elektronen polarisiert sind, d.h. alle Spin-Kompo-
nenten senkrecht zur Schicht (sz) in dieselbe feste Richtung ausgerichtet bleiben.  
Die Basis der Zustände für das zweidimensionale System kann nun nicht mehr | ,k j�  sein und es 
reicht nicht mehr ein Koeffizient ψk,j für jeden Gitterplatz (k, j) mit den Koordinaten k und j.  Statt-
dessen wird die Basis gebildet aus allen möglichen Anordnungen der Elektronen.  Da es sich um 
Fermionen handelt, können in dem zunächst betrachteten Modell ohne Spin-Freiheitsgrad keine 
zwei Elektronen auf demselben Gitterplatz sein.  Trotzdem sind der Rang der Basis und damit auch 
die lineare Dimension der entsprechenden Hamilton-Operator-Matrix sehr groß.  Für ein System 
aus n × m Gitterplätzen (Atomen) und N Elektronen (N ≤ nm wegen des Fermi-Prinzips, weil jedes 
Atom nur einen Zustand beiträgt) besteht die Basis aus 

 
( )!

( )! !

nm nm

N nm N N


 �
=�  −� �

 (III.B.12) 

statt nur nm Zuständen.  Darum ist es geschickter, die Tight-Binding-Näherung der Schrödinger-
Gleichung mit Erzeuger- und Vernichter-Operatoren zu schreiben.  Aus dem Hamilton-Operator 
(III.B.3) wird dann  

 † † † † †
non-WW , , , , 1 , 1, , , , 1 , 1,

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆk j k j k j k j k j k j k j k j k j k j k j
k j k j

H a a t a a a a a a a a+ + + +� �= ε − + + +� 	� � , (III.B.13) 

wobei der Operator †
,ˆk ja  ein Elektron am Platz (k, j) erzeugt und ,ˆk ja  ein solches vernichtet.  Hier 

wurde gleich eine Beschränkung der Nichtdiagonalterme auf nächste Nachbarn und nur diagonale 
Unordung vorgenommen; t kann wieder als Energieeinheit verwendet werden.  Hinzu kommt der 
Term der Coulomb-Wechselwirkung, die alle Elektronenpaare verknüpft und invers proportional 
zum Abstand der Plätze (k, j) und (l, p) ist, 
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U t r

nm

π= , (III.B.14) 

wobei s die Gitterkonstante bezeichnet und U die (relative) Stärke der Coulomb-Wechselwirkung 
ist.  In der Matrix-Darstellung des Hamiltonoperators H = Hnon-WW + HWW geht die Coulomb-Wech-
selwirkung nur in die Diagonalterme ein, weil dadurch keine Elektronen verschoben werden.  Die 
Nichtdiagonalterme sind ≠ 0 für alle die Elektronen-Anordnungen, die sich durch die Verschiebung 
von genau einem Elektron auf einen benachbarten Platz unterscheiden.  Damit ist die Matrix trotz 
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der exakt berücksichtigten Coulomb-Wechselwirkung noch dünn besetzt, und es ist für kleine Sys-
teme möglich, die Vielteilchen-Eigenwerte für N Elektronen, NEα , und die entsprechenden Eigen-
funktionen | Nα �  mit dem Lanzcos-Algorithmus [LANCZOS-50, CULLUM&WILLOUGHBY-85] zu 
berechnen. 
In den Experimenten wird meist die Ladungsträgerdichte ns ~ N/nm variiert, um den Metall-
Isolator-Übergang zu erreichen bzw. zu durchfahren.  Das ist in der Simulation mit dem erweiterten 
Anderson-Modell nicht möglich, weil die Anzahl N der Elektronen, die mit der derzeitig verfügba-
ren Rechenkapazität für die Vielteilchen-Wellenfunktionen berücksichtigt werden können, zu ge-
ring ist.  Die Dichte N/nm könnte nur in viel zu großen Sprüngen geändert werden, und die Simula-
tionen wären dann nicht vergleichbar.  Stattdessen wird in den Simulationen die Wechselwirkungs-
stärke U verändert (was experimentell natürlich nicht möglich ist) während die anderen Parameter 
konstant gelassen werden.  Da das entscheidende Verhältnis rs von Coulomb- und Fermi-Energie 
nach Gl. (III.B.14) sowohl zu (ns)

−1/2 als auch zu U proportional ist, sind beide Möglichkeiten phy-
sikalisch äquivalent. 
Zusätzlich kann in dem erweiterten Anderson-Modell mit Coulomb-Wechselwirkung noch ein 
senkrecht zu dem zweidimensionalen Elektronensystem stehendes Magnetfeld H berücksichtigt 
werden.  In der Landau-Eichung wird ein solches Feld durch ein in einer Ebenenrichtung linear an-
wachsendes Vektorpotenzial beschrieben, das in die Schrödinger-Gleichung über den Quasi-Impuls 
eingeht und damit in die Nichtdiagonalterme der Tight-Binding-Näherung.  Der Nichtdiagonalterm 
in Hnon-WW aus Gl. (III.B.13) wird dann zu 

 † † † †
, 1 , 1, , , , 1 , 1,

,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆexp( ( )) exp( ( ))k j k j k j k j k j k j k j k j
k j

t i n k a a a a i n k a a a a+ + + +� �− Φ + + − Φ +� 	� � � , (III.B.15) 

wobei 2
02 HsΦ = π Φ  mit dem Flussquantum Φ0 und ( )n k k=�  für k ≤ n/2 sowie ( )n k n k= −�  für k 

> n/2.  Das entspricht einem Magnetfeld von –H in der unteren und +H in der oberen Hälfte des 
betrachteten Systems.  Der Grund für dieses Feld ist, dass bei periodischen Randbedingungen (To-
rusgeometrie) sonst ein Sprung im Vektorpotenzial auftreten würde.   

III.B.6. Erweitertes Anderson-Modell mit Spin-Freiheitsgrad und Hub-
bard-Wechselwirkung 
Bei der Betrachtung von zweidimensionalen wechselwirkenden Elektronensystemen mit einem 
Magnetfeld parallel zur Systemebene ist es nötig, den Spin-Freiheitsgrad der Elektronen zu berück-
sichtigen.  Dieses Feld koppelt bei hinreichend dünnen Schichten nur an die z-Komponente des  
Elektronenspins, während Bahneffekte vernachlässigbar sind.  Da die Elektronen Spin-½ Teilchen 
sind, können sich auf jedem Platz ein Teilchen mit Spin σ = +½ und ein Teilchen mit Spin σ = −½ 
aufhalten.  Daher muss für jeden Gitterplatz (k, j) der zusätzliche Index σ eingeführt werden, der 
den Spin bezeichnet, und der Standard-Anderson-Teil des Hamilton-Operators wird 
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Als Einheit für die Energie wird wieder die (hier nicht ungeordnete) Stärke der Nichtdiagonalterme 
t = 1 verwendet.  Elektronen mit entgegen gesetztem Spin können sich nun auf dem gleichen Git-
terplatz (k, j) aufhalten.  Dann verursacht deren Abstoßung einen zusätzlichen Energiebeitrag, die so 
genannte Hubbard-Energie, 

 † †
Hubbard , ; 1 2 , ; 1 2 , ; 1 2 , ; 1 2

,

ˆ ˆ ˆ ˆH k j k j k j k j
k j

H U a a a a+ + − −= � . (III.B.17) 
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Für das Hubbard-Modell ist der Hamilton-Operator mit dieser extrem kurzreichweitigen Wechsel-
wirkung schon vollständig.  Hier soll aber zusätzlich auch die langreichweitige Coulomb-Wechsel-
wirkung berücksichtigt werden, weil diese Wechselwirkungseffekte für die zweidimensionalen Pro-
ben stark sind.  Bei dem Gl. (III.B.14) entsprechenden Ausdruck  
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muss jetzt eine Hintergrund-Ladung K = N/nm berücksichtigt werden, damit auch Systeme mit den 
Randbedingungen einer harten Wand betrachtet werden können, ohne dass die Elektronen alle von 
den Coulomb-Kräften an die Wände gedrückt werden.  Der Grund für das Weggehen von periodi-
schen Randbedingungen ist, dass sich so unphysikalische, stark ausgedehnte Zustände bei der nied-
rigsten und höchsten Energie im Band vermeiden lassen [BERKOVITS&KANTELHARDT-02]. 
Das Verhältnis der beiden Vorfaktoren UH und U für die Stärken der Hubbard- und der Coulomb-
Wechselwirkungen ist nicht exakt bekannt.  Es hängt davon ab, wie nahe sich die Elektronen mit 
entgegen gesetztem Spin auf einem Gitterplatz kommen im Vergleich mit der Nähe von zwei Elek-
tronen auf benachbarten Gitterplätzen.  Der im Hubbard-Modell meist betrachtete Extremfall U = 0 
entspricht einem Vernachlässigen der Wechselwirkung mit benachbarten Elektronen.  Das andere 
Extrem mit besonderer Betonung der langreichweitigen Wechselwirkungen ist U = UH, denn es ist 
nicht vorstellbar, dass U größer als UH werden kann.  In Hubbards Originalarbeit [HUBBARD-63] 
wird U = 0.3 UH für schwach überlappende wasserstoffartige Wellenfunktionen abgeschätzt, aber 
für typische Halbleiter-Materialien existiert keine Abschätzung.  Daher sollen hier auch Zwischen-
werte betrachtet werden.  
Schließlich kommt für den Hamilton-Operator noch das parallele Magnetfeld B hinzu, das nur mit 
dem Gesamtspin aller Elektronen im System wechselwirkt und daher mit Sz = Σσ lautet 

 Magnetfeld B zH g BS= − µ  (III.B.19) 

mit dem g-Faktor für Elektronen und dem Bohrschen Magneton µB. 
Da Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in allen Termen von  

 non-WW Hubbard Coulomb MagnetfeldH H H H H= + + +  (III.B.20) 

nur mit gleichem σ hintereinander auftreten, d.h. das Modell keinen Mechanismus zum Umklappen 
der Spins besitzt, wechselwirken nur die Elektronenkonfigurationen mit konstantem Sz.  Aus diesem 
Grund kann für die Berechnung der Eigenzustände eine Block-Matrix-Diagonalisierung eingesetzt 
werden, die den Rechenaufwand merklich verringert.  Damit erhält man die Vielteilchen-Eigen-
werte für N Elektronen, , zN SEα , und die entsprechenden Eigenfunktionen ,| zN Sα � .  Bei B = 0 gelten 
wegen der Spin-Symmetrie , ,z zN S N SE E− +

α α=  und , ,| |z zN S N S− +α � = α � .  Das Magnetfeld verursacht bei 
den Energieeigenwerten nur eine Verschiebung um den durch Gl. (III.B.19) angegebenen Wert 
gµBBSz, während die Eigenvektoren unverändert bleiben.  Daher kann die Abhängigkeit vom Mag-
netfeld in diesem Modell ohne neue Berechnung der Eigenwerte und -funktionen analysiert werden. 
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III.C. Methoden zur Untersuchung von Lokalisierung und Fluk-
tuationen in elektronischen Systemen 
Die Charakterisierung der Lokalisierungseigenschaften erfolgt am häufigsten durch die Angabe 
einer Lokalisierungslänge λ, siehe Gl. (III.B.5).  Die effektivste Methode zur numerischen Bestim-
mung von Lokalisierungslängen ist die Transfer-Matrix-Methode, bei der allerdings keine echten 
Eigenfunktionen berechnet werden, weil die betrachteten Energien E im Allgemeinen keine Eigen-
werte sind.  Darum können auch die Fluktuationen damit nicht vollständig charakterisiert werden.  
Um Eigenfunktionen zu erhalten, muss die Matrix-Darstellung des Hamilton-Operators diagonali-
siert werden.  Bei einer großen, dünn besetzten Matrix geschieht das am besten mit dem Lanczos-
Algorithmus.  Damit erhält man Eigenwerte E  und Eigenfunktionen ( )( )ψn

E ; mit beiden können die 
Lokalisierungseigenschaften charakterisiert werden.  Hier gehe ich nach einer kurzen Beschreibung 
der Transfer-Matrix-Methode und ihrer Voraussetzungen zuerst kurz auf die Eigenwerte und dann 
auf die Eigenfunktionen ein.  Im letzten Teil stelle ich eine Verallgemeinerung der Lokalisierungs-
definitionen für Vielteilchen-Eigenfunktionen vor. 

III.C.1. Die Transfer-Matrix-Methode und ihre Grenzen 
Die Transfer-Matrix-Methode wird schon seit langem für numerische Simulationen verwendet [IS-

HII-73, MACKINNON&KRAMER-83, DERRIDAetal-87, MUTALIBetal-87, KRAMER&MACKINNON-93].  
Dabei wird eine Energie E vorgegeben und die Lokalisierungslänge λ abgeschätzt, die eine Eigen-
funktion für diesen Eigenwert haben würde, wenn es sie gäbe.  Es wird immer ein System mit qua-
si-eindimensionaler Geometrie betrachtet; für ein dreidimensionales Modell ein balkenförmiges 
Gitter mit den Abmessungen M M L× ×  (mit L M>> ) und für ein zweidimensionales Modell ein 
streifenförmiges M L× -Gitter.  Alle Wellenfunktionsamplituden ψn  in einer M M× -Schicht bzw. 
auf einer Linie mit M Amplituden werden zu Vektoren Ψ�  zusammengefasst, wobei der Index � die 
Nummer der Schicht bzw. der Linie bezeichnet.  Für die lineare Kette gilt M = 1  und Ψ� �≡ ψ .  Die 
Tight-Binding-Gleichungen (III.B.4) für alle Amplituden im Vektor Ψ�  werden dann in Vektor-
form umgeschrieben, 

 1 1 1E T T− − +Ψ = Ψ + Ψ + Ψ
� � � � � � �
� . (III.C.1) 

Dies ist möglich, wenn die Wechselwirkung auf nächste Nachbarn beschränkt wird, und somit alle 
Amplituden ψm  von Nachbarplätzen in den benachbarten Vektoren Ψ�−1  und Ψ�+1  oder in Ψ�  
selbst liegen.  Die 

�
�  und die T�  sind M Md d− −×1 1 -Matrizen.  

�
�  enthält die Diagonalelemente εn  

und die Nichtdiagonalelemente tn m,  aus (III.B.4) für alle Plätze n und m in Ψ� , während T�  die 
Nichtdiagonalelemente tn m,  für die Plätze n in Ψ�  und m in Ψ�−1  umfasst.  Gleichung (III.C.1) lässt 
sich nach Ψ�+1  auflösen, 

 1 1
1 1 1( )T E T T− −

+ − −Ψ = − Ψ − Ψ
� � � � � � �

� , (III.C.2) 

was auch als Blockmatrix-Rekursionsgleichung geschrieben werden kann, 
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Unter Ausnutzung der Rekursion kann Ψ
�
 aus den beiden Anfangsvektoren Ψ0  und Ψ1  und der 

Produktmatrix 
�
�  berechnet werden, 
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�
�  erfüllt das Theorem von Oseledec [OSELEDEC-68], d.h. es existiert die Grenzmatrix 
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lim +

→∞
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�

� �
�

, (III.C.5) 

deren kleinster Eigenwert Γ durch Logarithmieren in den so genannten Lyapunov-Exponenten 
lnγ = Γ  umgerechnet werden kann.  Die Lokalisierungslänge ist der Kehrwert des Lyapunov-

Exponenten, 1λ = γ .  Diese Definition der Lokalisierungslänge entspricht (vgl. Gl. (III.B.5)) 

 0

1 1
lim ln

→∞
γ = = − ψ ψ

λ �
� �

. (III.C.6) 

In der Praxis berechnet man das Matrizenprodukt +
� �
� �  für das quasi-eindimensionale System mit 

der (hinreichend großen) Länge L und der Breite 1, M oder M M× , bestimmt seinen kleinsten Ei-
genwert ΓM und rechnet diesen in eine Näherung für den Lyapunov-Exponenten γM bzw. die Lokali-
sierungslänge λM um, 

 ( ){ }1 1
ln min Spektrum

2M L L
M L

+� �γ = = � 	λ
� � . (III.C.7) 

Durch den Vergleich der Resultate γM für verschiedene Breiten M (verschiedene Balken- bzw. Strei-
fenquerschnitte) wird auf den Lyapunov-Exponenten γ für M → ∞ extrapoliert („Finite-Size-
Scaling”).  Für die lineare Kette kann dieser letzte Schritt entfallen, weil M = 1  fest ist.  
Bei der Transfer-Matrix-Methode wird vorausgesetzt, dass dieses Finite-Size-Scaling funktioniert 
und dass die Grenzwerte L → ∞ und M → ∞ wie beschrieben nacheinander ausgeführt werden kön-
nen.  Das ist allerdings nicht trivial, denn man betrachtet so immer nur eine quasi-eindimensionale 
Geometrie.  So werden möglicherweise Effekte in der kritischen Dimension d = 2 nicht korrekt er-
fasst, die nur auftreten, wenn die Systeme wirklich zweidimensional sind.   
Weiterhin ermittelt die Methode nur einen Wert für γ bzw. für die Lokalisierungslänge λ und ist 
darum für eine Untersuchung von Fluktuationen eher ungeeignet.  Natürlich besteht die Möglich-
keit, die Fluktuationen von γM oder λM für viele Systeme einer gegebenen Länge L zu untersuchen, 
die ich in Abschnitt III.D aufgreife.  Eine andere Möglichkeit zur Untersuchung der Fluktuationen 
im Rahmen der Transfer-Matrix-Methode wurde kürzlich publiziert [DEQUEIROZ-02], siehe die 
Diskussion in Abschnitt III.E.  Auch dabei wird aber vorausgesetzt, dass die Verteilung der γM oder 
λM nicht sehr breit wird, so dass die Logarithmen in den Gleichungen (III.C.6) und (III.C.7) selbst-
mittelnde Größen bleiben.  Damit gibt es Probleme bei deutlichen Abweichungen von einfach ex-
ponentiell abfallenden Wellenfunktionen oder wenn die Ein-Parameter-Skalentheorie nicht gilt.  Für 
die Mittelung von γM oder λM über mehrere Konfigurationen muss dann eine besonders angepasste 
Mittelungsprozedur verwendet werden.  Insgesamt ist die Transfer-Matrix-Methode zur Untersu-
chung von anomaler Lokalisierung, Fluktuationen und Abweichungen von der Ein-Parameter-
Skalentheorie nicht optimal.  Ihren Hauptnutzen sehe ich eher darin, mit geringem Aufwand einen 
schnellen Überblick über die Lokalisierungseigenschaften zu bekommen. 

III.C.2. Niveau-Statistik und die Zufallsmatrix-Theorie 
Die Eigenwert-Statistik ist eine elegante, erst in jüngster Zeit etablierte Methode zur Bestimmung 
der Lokalisierungseigenschaften von Eigenzuständen in Modellen für ungeordnete Festkörper.  Der 
wesentliche Vorteil ist, dass man dabei ganz auf die aufwendige Berechnung der Eigenzustände 
( )( )ψn

E  verzichten kann, weil die Lokalisierungseigenschaften aus den statistischen Eigenschaften 
des Eigenwert-Spektrums gefolgert werden.  Allerdings lässt sich damit nur feststellen, ob die Zu-
stände im betrachteten Spektralbereich (Energie-Intervall) alle lokalisiert oder alle ausgedehnt sind.  
Man kann weder zwischen einzelnen Zuständen differenzieren, noch Abweichungen von der Ein-
Parameter-Skalentheorie erkennen, die die Form der einzelnen Zustände oder ihre Fluktuationen 
betreffen. 
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Eigenwertspektren wurden erstmals in der Kernphysik statistisch diskutiert [WIGNER-51].  Man 
wollte die komplexen Anregungsspektren schwerer Atomkerne verstehen.  Dies gelang im Rahmen 
der Theorie der Zufallsmatrizen [DYSON-62].  Zu einer Anwendung dieser Theorie auf die chaoti-
schen Eigenwertspektren ungeordneter Festkörper kam es in den achtziger Jahren [EFETOV-83, 
ALTSHULER&SHKLOVSKII-86], und schließlich wurde der Zusammenhang mit Metall-Isolator-
Übergängen erkannt und zur numerischen Bestimmung des Übergangspunktes durch Eigenwert-
Statistik verwendet [ALTSHULERetal-88, SHKLOVSKIIetal-93, HOFSTETTER&SCHREIBER-93].  Über-
sichtsartikel zur Zufallsmatrix-Theorie und zur Eigenwert-Statistik in ungeordneten Festkörpern 
sind [METHA-91, GUHRetal-98, MIRLIN-00]. 
Unter dem so genannten „Gaußschen orthogonalen Ensemble”  (GOE) von Zufallsmatrizen versteht 
man die Menge von symmetrischen 2 2× -Matrizen ( ),An m  mit statistisch unabhängigen, reellen 
Matrixelementen A11, , A A1 2 2 1, ,=  und A2 2, , die sich durch orthogonale Transformationen ineinander 
überführen lassen.  Mit Hilfe infinitesimaler Transformationen lässt sich herleiten, dass die Vertei-
lungen der Matrixelemente ,n mA  unterschiedlich breite Gauß-Verteilungen für die Nichtdiagonal- 
und die Diagonalelemente sein müssen.  Der Mittelwert E0  und die Standardabweichung σ der Di-
agonalelemente sind dabei freie Parameter.  Statt durch die Matrixelemente kann man die Zufalls-
matrizen auch durch ihre beiden Eigenwerte Eα  und Eβ  oder − damit der freie Parameter E0  heraus 
fällt − durch den Eigenwertabstand s E E≡ −| |α β  charakterisieren.  Normiert man die Verteilung 
P(s) der Eigenwertabstände auf � � =s 1, so lautet sie 

 2
Wigner ( ) exp

2 4
s

P s s
π π� �= −� �� 	

. (III.C.8) 

Das ist die so genannte Wigner-Verteilung, die nach dem Pionier der Zufallsmatrix-Theorie, E. P. 
Wigner, benannt ist.  Sie schließt eine Entartung der Eigenwerte (Niveaus) aus, und eng benachbar-
te Eigenwerte sind stark unterdrückt:  Wegen P sWigner ( ) → 0 für s→ 0  stoßen sich die Niveaus Eα  
und Eβ  ab.  Außerdem ist der schnelle (Gauß-artige) Abfall für große Niveauabstände s charakteris-
tisch.   
Zufallsmatrizen mit komplexen Matrixelementen und hermitescher Symmetrie, die durch unitäre 
Transformationen ineinander überführt werden, bilden das „Gaußsche unitäre Ensemble”  (GUE) 
und entsprechen einer gebrochenen Zeitumkehrinvarianz, z.B. durch ein magnetisches Feld.   Das 
„Gaußsche symplektische Ensemble”  (GSE) schließlich wird durch Zufallsmatrizen mit Quaternio-
nen-Matrixelementen gebildet, bei denen die Transformationen symplektisch sein müssen, und ent-
spricht einer gebrochenen Rotationsinvarianz, z.B. durch Spin-Bahn-Wechselwirkung.  Für GUE 
und GSE gelten ähnliche Eigenwert-Abstandsverteilungen wie Gl. (III.C.8), aber mit P s s( ) ~ β  und 
β = 2 bzw. 4 für s→ 0 . 
Numerische Untersuchungen zeigen, dass die Wigner-Verteilung (III.C.8) nicht nur die Abstände 
der Eigenwerte von zufälligen symmetrischen 2 2× -Matrizen beschreibt, sondern auch eine sehr 
gute Näherung für die Verteilung der Abstände benachbarter Eigenwerte großer symmetrischer 
Matrizen mit zufälligen Matrixelementen ist, sogar für dünn besetzte symmetrische Matrizen.  Da-
her können auch die normierten Abstände benachbarter Eigenwerte der Tight-Binding-Gleichung 
unter gewissen Voraussetzungen durch die Wigner-Verteilung beschrieben werden.  Diese Voraus-
setzungen können nicht direkt quantitativ abgeleitet werden, sondern zeigen sich in numerischen 
Experimenten.  Es können zwei Fälle formuliert werden, in denen die Wigner-Verteilung (III.C.8) 
sicher nicht stimmen kann:  (i) Die Matrizen sind nicht ungeordnet. Die Eigenwerte eines geordne-
ten oder fast geordneten physikalischen Systems liegen fast äquidistant und einige sind entartet oder 
fast entartet.  (ii) Die Eigenzustände sind lokalisiert.  Eigenzustände, die an verschiedenen Orten in 
einem ungeordneten System lokalisiert sind, überlappen nicht und sind deshalb unabhängig.  Daher 
können sich die Eigenwerte solcher Zustände nicht abstoßen und sind unabhängig voneinander.    
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Es zeigt sich, dass dies die beiden einzigen wesentlichen Fälle sind, bei denen Abweichungen von 
der Wigner-Verteilung auftreten.  Die Verteilung der Abstände unabhängiger (Eigen-)Werte ist die 
Poisson-Verteilung, 

 Poisson( ) exp[ ]P s s= − . (III.C.9) 

Die Poisson-Verteilung hat keine Niveauabstoßung, sondern mit PPoisson( )0 1=  sogar ein Maximum 
für Entartung s = 0 .  Außerdem fällt sie für große s nur exponentiell ab, und damit wesentlich lang-
samer als die Wigner-Verteilung (III.C.8).   
Für eine unendliche Systemgröße würde die Bestimmung der Niveauabstandsverteilung P s( )  direkt 
Rückschlüsse auf die Lokalisierung der Eigenzustände erlauben.  Aber selbstverständlich können 
bei numerischen Experimenten nur endlich große Systeme untersucht werden, und daher findet man 
für die Niveauabstandsverteilung P s( )  praktisch immer eine Zwischenform.  Entscheidend ist da-
her die Systemgrößenabhängigkeit.  Es muss getestet werden, wie sich P s( )  mit zunehmender Sys-
temgröße L ändert.  Wenn sich P s( )  monoton in Richtung auf eine Wigner-Verteilung ändert, sind 
ausgedehnte Zustände für das unendlich große System zu erwarten.  Ändert sich P s( )  monoton in 
Richtung auf eine Poisson-Verteilung, muss man von lokalisierten Zuständen ausgehen.   
Der erste Schritt für die praktische Anwendung der Niveau-Statistik ist die Entfaltung des Eigen-
wertspektrums, wobei die echten Eigenwerte En  umgerechnet werden in „entfaltete”  Eigenwerte 
εn , deren mittlerer Abstand � − �−ε εn n 1  auf Eins normiert ist.  Aus den Abständen 1n n ns −= ε − ε  be-
nachbarter Eigenwerte wird dann die Niveauabstandsverteilung P s( )  konstruiert.  P s ds( )  bezeich-
net die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eigenwertabstand im Intervall [ , ]s s ds+  liegt; die beiden 
Normierungsbedingungen lauten � � ≡ � =∞1 10 P s ds( )  und � � ≡ � =∞

s sP s ds0 1( ) .  Aus praktischen 
Gründen untersucht man nicht die Form der Niveauabstandsverteilung P s( )  selbst, sondern be-
trachtet die Systemgrößenabhängigkeit daraus abgeleiteter Größen.  In letzter Zeit wurde häufig das 
zweite Moment von P s( )  betrachtet, was die Vorteile hat, dass schon eine einzige Zahl zur Charak-
terisierung von P s( )  ausreicht und dass nicht bestimmte Bereiche der Verteilung willkürlich weg-
gelassen werden. Die Größe 

 2 21 1
0 2 2

0

( ) ( )I L s s P s ds
∞

≡ ≡ �  (III.C.10) 

hat für die beiden Grenzfälle (III.C.8) und (III.C.9) die Werte 0,Wigner 0.6366I ≅  und 0,PoissonI =  1; bei 
unitärer Symmetrie gilt 0,Wigner 0.5890I ≅ .  In numerischen Simulationen für Systeme mit einem 
Lokalisierungs-Delokalisierungs-Übergang zeigt sich, dass 0 0,Wigner( )I L I→ gilt für Unordnung un-
ter dem kritischen Wert und 0 0,Poisson( )I L I→  für Unordnung über dem kritischen Wert. 

III.C.3. Eigenfunktions-Analyse  

a) Anteils-Verhältnis (Par ticipation Ratio) 
Zur Charakterisierung des Lokalisierungs- und Fluktuationsverhaltens von echten Eigenfunktionen 
( )( )ψn

E  gibt es verschiedene Ansätze, die sich wesentlich in ihrer Zielsetzung unterscheiden.  Die 
einfachste Größe, das Anteils-Verhältnis („Participation Ratio“) berücksichtigt vor allem die Regi-
onen, in denen die Amplitude der Wellenfunktionen groß ist.  Dabei geht man von einer normierten 
Eigenfunktion aus (

2( ) 1E
n nψ =Σ ) und betrachtet die Größe 

 
14( )E

nn
P

−
� �= ψ� �� 	� . (III.C.11) 

Wenn die Wellenfunktion über N Gitterplätze gleichmäßig ausgedehnt ist, gilt wegen der Normie-
rung 

2
1n Nψ ≈ , so dass P ≈ N; für eine Delta-Funktion (stärkste mögliche Lokalisierung) ist P = 

1.  Daher gibt der Participation Ratio an, über wie viele Gitterplätze die Wellenfunktion etwa 
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gleichmäßig ausgebreitet ist.  Es spielt praktisch keine Rolle, ob die Amplitude auf Randplätzen 
exakt 0 oder sehr klein ist.  Der Participation Ratio hängt bei ausgedehnten Wellenfunktionen linear 
von der Anzahl der Plätze im System ab, während er bei lokalisierten Zuständen unabhängig von 
der Systemgröße ist.  Charakterisiert wird der Kernbereich der Wellenfunktionen, nicht das asymp-
totische Lokalisierungsverhalten. 

b) Lyapunov-Exponent und Lokalisierungslänge 
Auch aus den Eigenfunktionen können ein Lyapunov-Exponent γ und eine Lokalisierungslänge λ 
bestimmt werden, indem über die Amplituden auf allen Plätzen n in einem gegebenen, großen Ab-
stand r vom Lokalisierungszentrum n0 gemittelt wird.  Diese Definition der Lokalisierungslänge 
wurde bereits in Gl. (III.B.5) angegeben, 
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( )

( )

( )| |
ln ln

| | (0)

E
n
E

n

r r
r

ψψ ≡ = − = − γ
ψ ψ λ

    für r >> λ , (III.C.12) 

und charakterisiert das asymptotische Lokalisierungsverhalten, nämlich den Abfall der Wellenfunk-
tion in den Bereichen mit kleiner Amplitude, weit weg vom Lokalisierungszentrum.  Auch λ und γ 
hängen nur bei ausgedehnten Wellenfunktionen von der Systemgröße ab und sind konstant bei loka-
lisierten Zuständen.  Allerdings müssen für eine zuverlässige Bestimmung wesentlich größere Sys-
teme betrachtet werden als beim Participation Ratio. 
Zur Definition des Lokalisierungszentrums n0 kann entweder das Maximum herangezogen werden, 

 { }
0

!
( ) ( )maxE E
n n

n
ψ = ψ , (III.C.13) 

oder – eine geeignete (nicht fraktale) Struktur vorausgesetzt – der Schwerpunkt der Wellenfunktion.  
Der Schwerpunkt ist dabei der Platz n0, für den das „Massenträgheitsmoment“ minimal ist, 
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m
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� �

� � � �ψ − + − = ψ − + −� �� 	� 	
� �

� � . (III.C.14) 

Das Amplitudenquadrat ( ) 2| |E
nψ  kann hierfür als Masse auf dem Platz (xn, yn) interpretiert werden. 

c) Ver teilung der  Eigenzustandsamplituden für  (quasi-) ausgedehnte und kr iti-
sche Zustände 
Grundsätzlich gibt es zwei verschiedene Möglichkeiten, die Verteilung der Amplitudenquadrate 

( ) 2| |E
nψ  von Eigenfunktionen in der Nähe einer vorgegebenen Energie E zu untersuchen.  Entweder 

man betrachtet die Verteilung aller Amplitudenquadrate in dem ganzen System gemeinsam, ent-
sprechend einer Mittelung über alle Plätze.  Oder man betrachtet zunächst nur die Amplituden auf 
den Plätzen in einem gegebenen Abstand r vom Lokalisierungszentrum.  Für jeden Abstand r ergibt 
sich dann eine andere Verteilung.  
Bei der ersten Möglichkeit schenkt man dem Zentrum der Lokalisierung keine Beachtung und be-
trachtet alle N Gitterplätze im System in gleicher Weise.  Die Methode ist daher besonders zur Un-
tersuchung und Beschreibung kritischer und ausgedehnter Eigenzustände geeignet, bei denen so-
wieso kein Lokalisierungszentrum definiert werden kann.  Die Verteilungsfunktion f(t) für alle ska-
lierten Amplitudenquadrate ( ) 2| |E

nt N= ψ  wird so definiert, dass f(t) dt die Wahrscheinlichkeit ist, 
auf einem gegebenen Platz n einen Wert zwischen t und t + dt zu finden [MÜLLERetal-97],  

 ( )2( ')

1

1
( )

N
E

n
n E

f t t N
N =

≡ δ − ψ� . (III.C.15) 
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Die Summe läuft über alle Gitterplätze, δ(x) ist die Delta-Funktion, und die Mittelung erfolgt über 
mehrere Eigenfunktionen mit Eigenenergie E′ ≈ E und über verschiedene Konfigurationen des un-
geordneten Systems.  Der Faktor N, die Anzahl der Plätze im betrachteten System, wurde in die 
Definition aufgenommen, damit f(t) bei ausgedehnten Eigenzuständen nicht systemgrößenabhängig 
ist, obwohl die Eigenfunktionen auf 

2
1n nψ =Σ  normiert sind.  Mit Hilfe der Theorie der Zufalls-

matrizen (siehe z.B. [METHA-91, GUHRetal-98] und Abschnitt III.C.2) lässt sich die Form der Ver-
teilung f(t) im Grenzfall unendlicher Systemgröße bei ausgedehnten Eigenfunktionen (GOE) ablei-
ten.  Dies ist die so genannte Porter-Thomas-Verteilung [PORTER&THOMAS-56, BRODYetal-81], 

 ( )PT

1
( ) exp 2

2
f t t

t
= −

π
. (III.C.16) 

Die Gültigkeit der schon lange bekannten Näherung (III.C.16) wurde für das zwei- und dreidimen-
sionale Anderson-Modell mit schwacher Unordnung auch numerisch bestätigt [MÜLLERetal-97, 
USKIetal-98, NIKOLIC-01].  Dabei wurden ausgedehnte bzw. schwach lokalisierte (quasi ausgedehn-
te) Eigenzustände betrachtet.   
Sollen allerdings stark lokalisierte Eigenzustände untersucht werden, deren Lokalisierungslänge 
deutlich kleiner als die Systemgröße ist, λ � L, so wird die Amplitudenverteilung (III.C.15) sys-
temgrößenabhängig und gibt keine praktische Beschreibung mehr [KANTELHARDT&BUNDE-02].  
Die analytische Form von f(t), die man durch Einsetzen einer einfachen Exponentialfunktion ohne 
Amplitudenfluktuationen für ψ in Gl. (III.C.15) erhält, erwies sich als konsistent mit numerischen 
Ergebnissen für echte fluktuierende Anderson-Eigenzustände [MÜLLERetal-97].  Daher kann die 
Definition (III.C.15) nicht zu einer Charakterisierung der Amplituden-Fluktuationen verwendet 
werden, denn die Fluktuationen beeinflussen f(t) nicht.  Weiterhin kann f(t) auch keine Abweichun-
gen vom einfach exponentiellen Abfall zeigen und keine Abweichungen von der Ein-Parameter 
Skalentheorie.   
Eine weitere Möglichkeit zur Untersuchung der Fluktuationen von Eigenfunktionen besteht in einer 
multifraktalen Analyse der (räumlichen) Wahrscheinlichkeitsverteilung ( ) 2( ) | |E

n nP = ψr  [SOUKOU-

LIS&ECONOMOU-84, SCHREIBER&GRUSSBACH-91], siehe [JANSSEN-98] für eine Überblick.  Dazu 
muss wieder 

2
1n nψ =Σ  normiert sein.  Da es keine Trends oder Nichtstationaritäten gibt, wird 

immer der Standard-Formalismus, die Kästchen-Zähl-Methode („box counting method“) ange-
wandt, bei der die so genannte verallgemeinerte Zustandssumme („partition function“) Zq(s) zu be-
rechnen ist; siehe Abschnitt II.A.3.d und insbesondere Gl. (II.A.36).  Hier wird die Definition aber 
nicht auf eine Dimension beschränkt.  Für eine gegebene Skala s teilt man das System in Kästchen 
der Kantenlänge s.  Je nach Raumdimension werden [L/s], [L/s]2 oder [L/s]3 nicht-überlappende 
Kästchen hineinpassen, wenn L die lineare Systemgröße ist.  Um die Statistik zu verbessern, kann – 
insbesondere bei Systemen mit periodischen Randbedingungen – statt dessen auch jeder Gitterplatz 
Mittelpunkt eines solchen Kästchens mit Kantenlänge s sein, was dann insgesamt Ld Kästchen er-
gibt.  Dann wird für jedes Kästchen ν mit Mittelpunkt rν = (xν,yν,zν) die Aufenthalts-Wahrschein-
lichkeit p(ν,s) berechnet (vgl. Gl. (II.A.38)), 

 
2 2 2 2 2 2

( , ) ( )
s x x s s y y s s z z s

p s P
ν ν ν− ≤ − < − ≤ − < − ≤ − <

ν = � � � r  (III.C.17) 

mit r  = (x,y,z) und natürlich mit weniger Summen für Raumdimensionen unter drei.  Dann kann 
man die multifraktalen Skalenexponenten (Renyi-Exponenten) τ(q) für verschiedene reelle Momen-
te q aus dem Skalenverhalten der verallgemeinerten Zustandssumme (siehe Gl. (II.A.36)) ermitteln, 

 [ ] ( )( ) ( , ) ~
q q

qZ s p s sτ

ν
= ν� , (III.C.18) 



III. Fluktuationen und Lokalisierung in elektronischen Systemen 

139 
 

wobei die Summe über alle Kästchen ν läuft.  Anstelle von τ(q) wird für die elektronischen Systeme 
meistens die „verallgemeinerte Dimension“ 

 ( ) ( ) ( 1)D q q q≡ τ −  (III.C.19) 

angegeben, siehe z.B. [SCHREIBER&GRUSSBACH-91], wo die Schreibweise Dq verwendet wird.  
Die multifraktale Analysemethode erlaubt eine gute Beschreibung der Fluktuationen bei ausgedehn-
ten, kritischen und quasi-ausgedehnten Zuständen; letztere sind lokalisiert mit einer Lokalisierungs-
länge, die größer als die Systemgröße ist.  Die Methode wurde vielfach zur Charakterisierung von 
Anderson-Eigenfunktionen am kritischen Punkt für dreidimensionale Systeme der orthogonalen 
Symmetrieklasse (nach Gl. (III.B.4)) [SOUKOULIS&ECONOMOU-84, EVANGELOU-90, SCHREIBER-90, 
SCHREIBER&GRUSSBACH-91, GRUSSBACH&SCHREIBER-95, TERAO-97] und der symplektischen 
Symmetrieklasse (zusätzlich mit Spin-Bahn-Wechselwirkung) [YAKUBO&ONO-98] sowie für zwei-
dimensionale Systeme der unitären Symmetrieklasse (zusätzlich mit Magnetfeld) [HUCKESTEIN&  

SCHWEITZER-94, HUCKESTEIN&KLESSE-97, TERAO-97, EVERSetal-01, MIRLINetal-03] eingesetzt.  
Es wurde gezeigt, dass diese Zustände eine multifraktale Charakterisierung erfordern (siehe auch 
Abschnitt III.B.2).  Die multifraktale Analyse der Verteilung P(rn) ist allerdings für eine Beschrei-
bung von lokalisierten Zuständen nicht optimal, weil der ungefähr exponentielle Abfall immer eine 
starke Multifraktalität vortäuscht, ohne dass es auf die Fluktuationen ankommt.  Für lokalisierte Zu-
stände charakterisiert die Multifraktalitätsanalyse daher – wie die Amplituden-Verteilung (III.C.15) 
– im Limes großer Systeme nicht die Fluktuationen, sondern den exponentiellen Abfall, wie wir 
früher für ein- und zweidimensionale Systeme gezeigt haben [KANTELHARDTetal-95]. 

d) Ver teilung der  Eigenzustandsamplituden für  lokalisier te Zustände 
Um das Verhalten lokalisierter Eigenzustände zu charakterisieren, ist es besser, die Amplitudenver-
teilungen in Bezug auf das Lokalisierungszentrum zu betrachten [KANTELHARDT&BUNDE-02].  
Dazu muss zunächst der Platz n0 mit dem Lokalisierungszentrum nach Gl. (III.C.13) oder (III.C.14) 
bestimmt werden.  Um die Ergebnisse unabhängig von der Systemgröße zu machen, ist es sinnvoll, 
die Eigenzustände nicht durch 

2( ) 1E
n nψ =Σ  zu normieren, sondern ( ) 2| |E

nψ  durch seinen maxima-
len Wert zu dividieren.  Für jede Eigenfunktion und jeden Gitterplatz n wird der Abstand rn zum 
Lokalisierungszentrum und der Logarithmus der normierten Amplitude An berechnet, 

 
0 0

2 2( ) ( )n n n n nr x x y y≡ − + −   und   ( )0

( ) ( )ln E E
n n nA ≡ − ψ ψ . (III.C.20) 

Mit diesen Werten lassen sich dann für gegebene Abstände r vom Lokalisierungszentrum die 
Histogramm-Verteilungsfunktionen definieren, 
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n E

H A r r r A A
N r =

= δ − δ −� , (III.C.21) 

wobei ( ) ( )n nN r r r= δ −Σ  die Anzahl der Gitterplätze im Abstand r bezeichnet und die Mittelung 
wieder über mehrere Eigenfunktionen mit Eigenenergie E′ ≈ E und über verschiedene Konfigurati-
onen des ungeordneten Systems erfolgt.   
Ein zusätzlicher Vorteil bei der Betrachtung der Verteilung von A (Definition (III.C.21)) anstelle 
der Verteilung von t (Definition (III.C.15)) liegt darin, dass sich jetzt leicht eine Verbindung zu den 
Vorhersagen der Ein-Parameter Skalentheorie (siehe Abschnitt III.B.3) herstellen lässt.  Nach den 
Gleichungen (III.B.5), (III.C.20) und (III.C.21) gilt  
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Identifiziert man nun r mit der Systemlänge L der Skalentheorie, so entspricht A(r) für r � λ nach 
Gl. (III.B.8) dem Produkt ( )r rγ� , und nach Gl. (III.B.9) gilt  

 
2 22 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r
A r A r r r r r A r� �− = γ − γ = = γ =

� 	 λ
� �    für r � λ. (III.C.23) 

Diese Vorhersage der Standard-Ein-Parameter-Skalentheorie mit Zufalls-Phasen-Hypothese bedeu-
tet, dass die Varianz der logarithmischen Amplituden A(r) im Abstand r vom Lokalisierungs-
zentrum genauso skaliert wie der Mittelwert.  Um Abweichungen davon zu testen, soll hier der 
„Fluktuations-Parameter“ 

 
2 22 2 ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
r

r A r A r A r A r A r
r

λ� � � �σ = − = −
� 	 � 	

 (III.C.24) 

betrachtet werden, der asymptotisch für r � λ gegen 2 konvergieren sollte.  Für das Lloyd-Modell 
(siehe Abschnitt III.B.3) wurde die Konvergenz von σ(r) bestätigt, allerdings nicht mit dem Stan-
dard-Wert 2, sondern mit σ(r) → 4 [DEYCHetal-00, DEYCHetal-01]. 

e) Standard-Lokalisierung beim eindimensionalen Anderson-Modell 
Als einfaches Beispiel für die Histogramm-Verteilungsfunktion (III.C.21) betrachte ich hier das 
gewöhnliche Einteilchen-Anderson-Modell mit unkorrelierter, diagonaler Unordnung auf der linea-
ren Kette; siehe Abschnitt III.B.2 zur Einführung in das Modell.  Jede Eigenfunktion ( )( )E

nψ  hat 
genau zwei Plätze in einem gegebenen Abstand r vom Zentrum der Lokalisierung.  Abbildung 
III.C.1 zeigt beispielhaft die Form der Amplituden-Verteilungen H(A,r) für verschiedene Abstände 
r, die deutlich größer als die Lokalisierungslänge λ (siehe Definition (III.B.5)) sind.  In größeren 
Abständen r vom Lokalisierungszentrum sind die Amplituden kleiner und entsprechen größeren A-
Werten.  Zusätzlich wachsen die Amplitudenfluktuationen mit r an, so dass die Histogramm-
Verteilungen auch breiter werden.  Die Form legt die Vermutung nahe, dass es sich um Normalver-
teilungen handelt.  Nach der Standard-Skalentheorie (Glgn. (III.C.22) und (III.C.23)), sollten au-
ßerdem die Position des Zentrums der Verteilungen und ihre Varianz proportional zu r sein, was 

0 50 100 150 200 250 300

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

r =
28800

r = 6400
r = 4800

r = 3200

r = 1600
w = 1.0,   λ = 105

H
(A

, r
)

A
Abb. I I I .C.1:  Unskalierte Amplituden-Histogramm-Verteilungen H(A,r) für das eindimensionale Einteil-
chen-Anderson-Modell mit diagonaler Unordnung w = 1.0.  H(A, r) ist für feste Abstände r zum Lokali-
sierungszentrum (von r = 1600 bis r = 28800 mit Schrittweite 1600) über dem negativen Logarithmus der 
Amplitude, A = −ln|ψ(r)|/|ψ(0)|, aufgetragen.  Die Kurven sind in guter Näherung Normalverteilungen, deren 
Position und Varianz proportional zu r sind.  Es wurden mehr als 106 Eigenfunktionen auf Ketten der Länge 
L = 30000 nahe der Bandmitte E ≈ 0 analysiert, die mit der Iterations-Methode [ROMAN&WIECKO-86] be-
rechnet wurden (nach [KANTELHARDT&BUNDE-02]). 
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eine entsprechende (logarithmische) Normalver-
teilung als Ansatz für die Amplituden im Ab-
stand r vom Lokalisierungszentrum nahe legt, 

 
2( )

( , ) exp
A r

H A r
r r

� �λ − λ= −� �πσ σ λ� 	
. (III.C.25) 

Der Vorfaktor ergibt sich aus der Normierung, 
und λ bezeichnet wieder die Lokalisierungslän-
ge, weil die wahrscheinlichste Amplitude im 
Abstand r vom Lokalisierungszentrum 
| ( ) | / | (0) | exp( ) exp( )r A rψ ψ = − = − λ  ist.  Der 
Breite-Parameter σ, der die Stärke der Amplitu-
denfluktuationen charakterisiert, wurde bereits 
in Gl. (III.C.24) eingeführt.  
Um den Ansatz (III.C.25) zu überprüfen, habe 
ich in Abb. III.C.2 die reskalierte Histogramm-
Verteilung  

 ( , ) ( , )s sH A r H A r r= πσ λ . (III.C.26) 

gegen die reskalierten logarithmischen Ampli-
tuden 

 ( )sA A r r= − λ σ λ . (III.C.27) 

aufgetragen.  Die nötigen Lokalisierungslängen 
λ, die in der Abbildung angegeben sind, stim-
men gut mit der analytischen, in Störungstheorie 
gewonnen Vorhersage λ(w) = 105.045/w2 [KAP-

PUS&WEGNER-81, ECONOMOU-90] überein.  
Selbst bei der stärksten Unordnung w = 4.0, bei 
der die Störungstheorie problematisch ist, betra-
gen die Korrekturen weniger als 3%.  Im Rah-
men der numerischen Genauigkeit ist auch der 
für den Daten-Kollaps notwendige Wert der 
Fluktuationsbreite σ = 2.1 ± 0.15 konsistent mit der Standard-Ein-Parameter-Skalentheorie (σ = 2).   
Die logarithmische Normalverteilung (III.C.25) der Amplituden exp(−A) = |ψn|/|ψn0| kann mit Hilfe 
der Transfer-Matrix-Methode (siehe Abschnitt III.C.1) motiviert werden.  Nach den Glgn. (III.C.3) 
und (III.C.4) ergibt sich ψn aus ψ0 und ψ1 durch Multiplikation mit n − 1 Matrizen 
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für das diagonale Anderson-Modell.  Das Matrizenprodukt enthält viele Produkte der potenziellen 
Energien εn, und solche Produkte von unabhängigen, gleichverteilten Zufallsvariablen folgen  
asymptotisch einer logarithmischen Normalverteilung aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes; die 
genauen Bedingungen sind hier nicht relevant.  Daher ist es plausibel, dass |ψn| asymptotisch für 
große n einer logarithmischen Normalverteilung folgt. 
Der sehr gute Daten-Kollaps der numerischen Daten für 5 verschiedene Unordnungstärken w und 
15 bis 17 verschiedene Abstände r vom Lokalisierungszentrum in Abb. III.C.2 zeigt, dass die Ein-
Parameter-Skalentheorie für das betrachtete Modell ohne Abweichungen bei den Fluktuationen gilt.  
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Abb. I I I .C.2:  Skalierte Amplitudenverteilungen 
Hs(As,r) für das eindimensionale Standard-Ander-
son-Modell bei fünf verschiedenen Unordnungs-
stärken w = 4.0 bis 0.35 für (a) bis (e) (von oben 
nach unten) und für r ≈ 20λ bis 250λ.  Die Kur-
ven für verschiedene w sind vertikal um Vielfache 
von 0.2 verschoben.  Die untere durchgezogene 
Linie entspricht dem Ansatz (III.C.25).  Zur Be-
rechnung der Verteilungen wurden (a) 4200000, 
(b) 340000, (c) 1100000 (d) 200000 und (e) 
170000 Eingenzustände auf Ketten mit Längen L 
> 250 λ(w) berechnet (nach [KANTELHARDT&  

BUNDE-02]). 
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Dabei stimmen nicht nur die Formen der Verteilungen überein, sondern auch die Werte der beiden 
Parameter λ und σ entsprechen sehr weitgehend den Vorhersagen.   

III.C.4. Die Tunnelamplitude für Mehrelektronensysteme 
Für Ein-Elektronen-Zustände gibt es viele, gut etablierte Methoden zur Charakterisierung des Loka-
lisierungs- und Transportverhaltens, wie in den vorhergehenden Abschnitten beschrieben.  Bei 
wechselwirkenden quantenmechanischen Mehrelektronensystemen ist dies viel schwieriger.  Der 
Grund ist, dass ein ausgedehnter Mehrelektronen-Zustand keineswegs elektronischen Transport 
ermöglichen, d.h. einem metallischen Verhalten entsprechen, muss.  Diese Zustände werden aus 
mehreren ununterscheidbaren Teilchen gebildet, und selbst wenn diese Teilchen überall im System 
verteilt sind, können sie – jedes an seinem Platz – unbeweglich („ lokalisiert“) sein.  Im Allgemei-
nen werden Mehrelektronen-Zustände sogar immer ausgedehnt sein, schon weil sich die Elektronen 
abstoßen und daher über das gesamte System verteilen.  Die Unterscheidung zwischen „ lokalisiert“  
und „ausgedehnt“ taugt daher nicht zu einer Charakterisierung von isolierendem oder metallischem 
Verhalten.  Obwohl die Zustände über das ganze System ausgebreitet sind, ist die Eigenwertab-
stands-Verteilung sowohl im metallischen als auch im isolierenden Bereich die Poisson-Verteilung 
(III.C.9) [BERKOVITS-94].  Der Grund ist, dass es keine Niveauabstoßung gibt, weil mit mehreren 
Elektronen (mit mehreren Freiheitsgraden) zu viele Kombinationsmöglichkeiten vorhanden sind.  
Dementsprechend sind weder die in Abschnitt III.C.2 beschriebene Eigenwertstatistik noch die in 
Abschnitt III.C.3 beschriebenen Methoden zur Charakterisierung von Eigenfunktionen für Mehr-
elektronensysteme direkt anwendbar.   
Es wurde zwar gezeigt, dass sich für polarisierte Elektronen durch die Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkung eine qualitative Änderung in mehreren Eigenschaften des Systems ergibt, wie z.B. in der 
Eigenwertstatistik von zwei (oder mehreren) Teilchen [TALAMANTESetal-96, CUEVAS-99, SHEPE-

LYANSKY&SONG-99, SHEPELYANSKY-00, TALAMANTES&POLLAK-00, WAINTALetal-00, BENENTI&  

SHEPELYANSKY-01], in den Mustern des persistenten Stromflusses ohne Feld [BERKOVITS&AVI-
SHAI-98, BENENTIetal-99, SELVA&WEINMANN-00, BENENTIetal-00], sowie in der Veränderung der 
Ladungsträgerdichten als Antwort auf eine externe Störung [WAINTALetal-99].  Aber trotzdem 
wurde keine erhöhte elektrische Leitfähigkeit beobachtet [BERKOVITS&AVISHAI-96, VOJTAetal-98, 
BERKOVITSetal-01].   Das zeigt, dass die betrachteten Eigenschaften nicht direkt mit dem Trans-
portverhalten in Verbindung stehen.  Persistente Stromflüsse ohne Feld wurden auch für wechsel-
wirkende Elektronen mit Spin betrachtet [RAMINetal-95, KAMALetal-95, RÖMER&PUNNOOSE-95, 
WANGetal-96, KOTLYAR&DASSARMA-01, SELVA&PICHARD-01].   
Hier will ich zur Untersuchung der Transporteigenschaften in wechselwirkenden Elektronensyste-
men ohne und mit Spinfreiheitsgrad den Participitation Ratio der Tunnelamplitude 1ˆ0 0N Na+ −

r  
betrachten, was im Folgenden motiviert und erklärt werden soll. 

a) Motivation: Ein- und Vielteilchen-Zustandsdichte und -Leitfähigkeit 
Wie in Abschnitt III.B.5 und 6 beschrieben führen die Anderson-Modelle für N wechselwirkende 
Elektronen auf Vielteilchen-Eigenwerte NEα  bzw. , zN SEα  und die entsprechenden Eigenzustände 
| Nα �  bzw. ,| zN Sα �  anstelle von Einteilchen-Eigenwerten En und Einteilchen-Wellenfunktionen 
ψn(r).  Die Indizes α bzw. n sollen hier die Eigenzustände durchnumerieren, während die Ortsab-
hängigkeit durch Vektoren r  ausgedrückt wird.  In der Rechnung werden die Zustände | Nα �  bzw. 

,| zN Sα �  dargestellt als Linearkombination in der Basis aller möglichen Anordnungen der Elektronen 
im Gitter, d.h. man bekommt einen Koeffizienten dafür, dass die N Elektronen auf den Plätzen 1 bis 
N sind, einen dafür dass sie auf den Plätzen 1 bis N − 1 und N + 1 sind, usw.  Bei einer einfachen 
Projektion der Eigenzustände in den Ortsraum geht die Information über die einzelnen Teilchen 
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verloren, und alle Zustände erscheinen ausgedehnt, weil überall im System Elektronen vorkommen.  
Die Ortsinformation muss also extrahiert werden, ohne alle Teilchen zu mischen.  Durch Analogie-
betrachtungen soll nun motiviert werden, warum für Vielteilchen-Systeme die Tunnelamplitude 

1ˆ0 | |0N Na+ −� �r  zwischen dem Grundzustand 1|0N− �  mit N−1 Elektronen und dem Grundzustand 
|0N �  mit N Elektronen, bei der auf dem Platz r  ein Elektron hinzugefügt wird, die Rolle der Ein-
teilchen-Wellenfunktionen ψn(r) einnimmt. 
Um mit der Energie E einen Elektronentransport durch das System durchzuführen, muss auf einem 
beliebigen Gitterplatz r ein Elektron hinzugeführt werden, und dann auf einem anderen Gitterplatz 
r ′ ein Elektron abgeführt werden, wobei die Elektronen ununterscheidbar sind.  Wenn keine Elek-
tron-Elektron-Wechselwirkungen berücksichtigt werden, kommt es für die Wahrscheinlichkeit bei-
der Prozesse auf die Amplitudenquadrate der Einteilchen-Wellenfunktionen, |ψn(r)|2 und |ψn(r ′)|2, 
an.  Wenn hingegen N Elektronen im Spiel sind, muss das eine zusätzliche Elektron zunächst auf 
dem Platz r  erzeugt werden, 1ˆ |0Na+ − �r .  Wenn sich dieser (angeregte) Zustand mit N Elektronen 
sehr vom Grundzustand |0N �  unterscheidet, ist der Prozess eher unwahrscheinlich.  Das Betrags-
quadrat des entsprechenden Matrixelements 1ˆ0 | |0N Na+ −� �r  gibt daher die Wahrscheinlichkeit des 
ersten Teilprozesses an.  Dementsprechend ist das Betragsquadrat von 1 ˆ0 | |0N Na−

′� �r , dem komplex 
Konjungierten von 1ˆ0 | |0N Na+ −

′� �r , ein sinnvolles Maß für die Wahrscheinlichkeit des zweiten Teil-
prozesses.  Man sieht, wie 1ˆ0 | |0N Na+ −� �r  hier die Funktion von |ψn(r)|2 übernimmt.   
Eine eher formale Motivation lässt sich aus dem Vergleich der Formeln für die Zustandsdichte und 
die Transmission gewinnen.  In der Einteilchen-Näherung ist die Zustandsdichte gegeben durch  

 
2

( ) ( ) ( ) ( )n n n
n n

E E E dr E Eν = δ − = ψ δ −� �� r . (III.C.29) 

Für Vielteilchensysteme lautet sie hingegen [EFROS&PIKUS-95] 
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2
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α
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. (III.C.30) 

Ähnliches gilt für die Transmission t(r , r ′, E) eines Elektrons mit Energie E zwischen den Plätzen r  
und r ′, die in der Einteilchen-Näherung  

 *( , , ) ( ) ( ) ( )n n n
n

t ′ ′ε = ψ ψ δ ε − ε�r r r r  (III.C.31) 

lautet, während für wechselwirkende Systeme  

 ( )1 1 1
0ˆ ˆ( , , ) 0 0 0 0N N N N N Nt E a a E E E+ − − −

′ α
α

� �′ = δ − −� 	� r rr r  (III.C.32) 

angesetzt werden muss [MEIR&WINGREEN-92]; vgl. obige Erklärung dieses Ausdrucks in Worten.  
Die Transmission geht direkt ein in die Landauer Formel für die elektrische Leitfähigkeit des ge-
samten Systems [LANDAUER-57, BÜTTIKER-86], 
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,
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r r , (III.C.33) 

bei der die Summe über alle Punkte auf den Kontaktflächen der Probe läuft.  Ohne Wechselwirkung 
reduziert sich Gl. (III.C.30) zu (III.C.29) und Gl. (III.C.32) zu (III.C.31).  Diese Motivation legt es 
nahe, dass die Tunnelamplitude 1ˆ0 | |0N Na+ −� �r  geeignet ist, die Rolle der Einteilchen-Wellenfunk-
tionen ψn(r) einzunehmen.  Ein verwandtes Konzept wurde von [JEONetal-99] vorgeschlagen. 

b) Definition und Normierung der  Tunnelamplitude 
Wenn nun die Tunnelamplituden 1ˆ0 | |0N Na+ −� �r  die Einteilchen-Wellenfunktionen ψn(r) ersetzen 
sollen, fällt als erstes auf, dass sie nicht normiert sind.  Ein Vielteilchen-Eigenzustand ist bei einer 
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Störungstheorie eine Überlagerung vieler unterschiedlicher Slater-Determinanten, und es dominie-
ren die Matrixelemente von Zuständen, die Quasiteilchen entsprechen [MAHAN-90].  Die Quasiteil-
chen (anstelle von normalen Teilchen) als Basisobjekte haben aufgrund der Wechselwirkung eine 
endliche Lebensdauer, was zur Verletzung der Normierung führt.  Hier wird zwar keine Störungs-
theorie aufgestellt, aber die Ursache für die Verletzung der Normierung ist ähnlich.  Die Elektron-
Elektron-Wechselwirkungen haben zwei unterschiedliche Auswirkungen auf die Eigenschaften des 
Systems.  Die erste Auswirkung, die unabhängig von der Quanten-Lokalisierung ist, besteht in der 
Variation der Zustandsdichte bei einer gegebenen Energie, während die zweite Auswirkung, die den 
Kern der Quanten-Lokalisierung betrifft, sich durch eine Veränderung der Korrelationseigenschaf-
ten der Tunnelamplitude zwischen zwei Punkten äußert.  Daher ist es für eine Untersuchung des 
Einflusses der Wechselwirkung auf die Quanten-Lokalisierung sinnvoll, eine normierte (effektive) 
Tunnelamplitude zu definieren, 
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Diese verwende ich in Abschnitt III.F zur Untersuchung der Transporteigenschaften des wechsel-
wirkenden Systems.  Da aufgrund der Wechselwirkungen nur kleine Systeme betrachtet, und keine 
asymptotischen Lokalisierungslängen berechnet werden können, bietet es sich an, die Lokalisie-
rungseigenschaften der normierten Tunnelamplitude durch das Anteils-Verhältnis (Participation 
Ratio) zu charakterisieren (vgl. Gl. (III.C.11)), 

 
14

( )P
−

� �= φ
� 	�r

r . (III.C.35) 

Dabei muss natürlich die normierte (effektive) Tunnelamplitude φ(r) nach Gl. (III.C.34) verwendet 
werden.  Zur numerischen Berechnung der Tunnelamplitude werden die Grundzustände von Syste-
men mit N−1 und mit N Elektronen benötigt, aber keine angeregten Zustände, was den Rechenauf-
wand in Grenzen hält.  Solange die Rechnung ohne Berücksichtigung des Elektronenspins durchge-
führt wird (polarisierte Elektronen), sind die Grundzustände einfach die Zustände mit den tiefsten 
Energien 1NE −

α  und NEα .   
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III.D. Anomale Fluktuationen und Lokalisierung in selbst-
affinen eindimensionalen Potenzialen 
In Abschnitt III.B.4 wurden bereits Einteilchen-Anderson-Modelle mit korrelierten Potenzialland-
schaften angesprochen.  Ein besonderes Interesse an diesen Modellen besteht, weil einige Autoren 
dafür ausgedehnte Zustände fanden und auch weiterhin finden [DUNLAPetal-90, HIRAMOTO&KOH-
MOTO-92, IZRAILEV&KROKHIN-99, IZRAILEVetal-01, HILKE-03, SEDRAKYAN-04], was nicht in die 
Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung passt, nach der die Zustände von ein- und zweidi-
mensionalen Systemen lokalisiert sind (siehe Abschnitt III.B.3).  Inzwischen ist zwar sicher, dass 
einige Systeme nicht im gesamten Energiespektrum der Skalentheorie folgen, weil insbesondere in 
der Nähe der Bandkanten weitere Längenskalen relevant sind [RUßetal-99, DEYCHetal-00, DEYCH-
etal-01, RUß-02, DEYCHetal-02].  Das bedeutet aber keineswegs, dass es einen echten Übergang zu 
metallischen Zuständen gibt.  Bei den wirklich ungeordneten Systemen ohne Periodizität oder Qua-
siperiodizität scheint es sich vielmehr um einen Übergang zwischen stark und schwach lokalisierten 
Zuständen zu handeln [IZRAILEV&MAKAROV-03], wobei „schwach lokalisiert“ bedeutet, dass die 
Lokalisierungslänge die Systemgröße übersteigt und man dadurch fast metallisches Verhalten mit 
gewissen Korrekturen sieht.  Aus diesem Grund wird in der Literatur leider oft nicht klar zwischen 
ausgedehnten und schwach lokalisierten Zuständen unterschieden; obwohl nur erstere im Konflikt 
mit der Skalentheorie der Lokalisierung stehen. 
Der mittlerweile weitgehend geklärten Situation bei stationären korrelierten Potenzialen steht eine 
Kontroverse bei selbst-affinen Potenzialen gegenüber, die ungeordnet und besonders stark fluktuie-
rend sind.  In mehreren Arbeiten wird dafür die Existenz eines Metall-Isolator-Übergangs behauptet 
[DEMOURAetal-98, DEMOURAetal-99, CARPENAetal-02, YAMADA-04].  In diesem Abschnitt unter-
suche ich das Lokalisierungs- und Fluktuationsverhalten der Zustände in solchen Potenzialen und 
beleuchte kritisch die in den genannten Arbeiten gemachten Annahmen.  Die Anfänge der Arbeiten 
finden sich in meiner Dissertation [KANTELHARDT-99] (und müssen hier wegen des Zusammen-
hangs wiederholt werden), die Theorie dazu haben wir später aufgestellt.  Wesentliche Teile von 
Abschnitt 1 sind in [BUNDEetal-00, RUßetal-01] publiziert und wesentliche Teile von Abschnitt 2 in 
[KANTELHARDTetal-00, BUNDEetal-00]. 

III.D.1. Nichtstationäre selbst-affine Potenziale 
Selbst-affine Signale sind sehr stark korreliert, weil sich ein Wert aus dem vorhergehenden Wert 
plus einer kleinen Veränderung ergibt, 1n n n−ε = ε + δ  mit � � =δn 0 und 2 2

n�δ � = ∆  (siehe Gl. 
(III.B.10)).  Wie die Spur eines Irrläufers (das Profil eines Random Walks) sind sie nichtstationär 
und können durch den Exponenten α charakterisiert werden, der angibt, wie die Varianz mit der 
Systemgröße L ansteigt (vgl. Gl. (III.B.11)), 

 ( ) ( )22 22 2 2
0 ~ ( ) ~L n n n n L nL LLL

L αε − ε ε − ε = ε − ε ≡ σ ε    mit α > 0. (III.D.1) 

Dabei ist die Mittelung L� ��  über viele Konfigurationen der Länge L gemeint.  Die Schwankungs-
breite der Potenziallandschaft lässt sich unabhängig von der Systemgröße am besten durch 

2 1 2
n∆ = �δ �  charakterisieren.  Der Anstieg der Standardabweichung σL(εn) mit zunehmendem L nach 

Gl. (III.D.1) führt – selbst wenn ∆ klein ist – für hinreichend große Systeme (große L) stets zu einer 
Schwankungsbreite der εn, die die Breite des Bandes im Anderson-Modell übersteigt.  Diese Breite 
ist Emax – Emin = 2dt mit dem Nichtdiagonalelement t (Energieeinheit) und der Raumdimension d.  
Wenn mehrere hintereinander folgende Potenzialwerte εn außerhalb des Bandes auftreten, ist das 
System in diesem Bereich nicht mehr transparent, und alle Eigenzustände klingen schnell exponen-
tiell ab.  Dadurch kommt es ab einer von ∆ und E abhängigen Systemgröße L zu einer Veränderung 
des Lokalisierungsverhaltens von normaler (starker) Lokalisierung zu extrem starker Lokalisierung.   
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Diese Veränderung ist mit starken Fluktuationen der Lokalisierungslänge λ im Vergleich unter-
schiedlicher Konfigurationen ν verbunden.  Daher ist es nicht sinnvoll, nur eine Lokalisierungslän-
ge ( )νλ = �λ �  anzugeben, denn dadurch wird die breite Verteilung der Lokalisierungslängen nicht 
vollständig charakterisiert.  Die Verteilung wird so breit, dass unterschiedliche Mittelwerte ver-
schiedenes Verhalten aufweisen.  Konkret werden hier die drei Mittelwerte 
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betrachtet, wobei N die Anzahl der Konfigurationen ist.  Der arithmetische Mittelwert λarith wird 
besonders von den Konfigurationen ν mit großer Lokalisierungslänge λ(ν) dominiert und im Lyapu-
nov-Mittelwert λLyapunov (Bezeichnung wegen des Lyapunov-Exponenten γ = 1/λ) dominieren die 
Konfigurationen ν mit kleiner Lokalisierungslänge λ(ν).  Der typische Mittelwert λtyp zeigt das typi-
sche Verhalten ähnlich wie ein Median und liegt zwischen den anderen beiden Fällen.  Da er kaum 
von extremen λ(ν) beeinflusst wird, sind die numerischen Ergebnisse für den typischen Mittelwert 
stabiler.  Im Sinne der Multifraktalitätsanalyse wäre prinzipiell eine Betrachtung von beliebigen 
Momenten der Lokalisierungslänge vorstellbar, aber hier genügt es, sich auf die drei in Gl. (III.D.2) 
angegebenen Fälle zu beschränken.  Zusätzlich beschreibe ich die zugehörigen Fluktuationen der 
Lokalisierungslängen λ(ν) der einzelnen Konfigurationen ν durch 
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 (III.D.3) 

Abbildung III.D.1 zeigt die numerischen Ergebnisse der Transfer-Matrix-Methode (siehe Abschnitt 
III.C.1) für die Systemgrößenabhängigkeit der Mittelwerte und der Fluktuationen der Lokalisie-
rungslängen in nichtstationären selbst-affinen Potenzialen.  Für schwach lokalisierte (quasi-ausge-
dehnte) Zustände, deren Lokalisierungslänge eigentlich größer als die Systemgröße sein müsste, λ ≡ 
λ(∞) � L, steigt die effektive Lokalisierungslänge λ(L) als Funktion der Systemgröße linear an, 
während bei normal lokalisierten Zuständen λ(L) für L → ∞ gegen einen konstanten Wert konver-
giert.  Abbildung III.D.1(a) zeigt, dass die Zustände für kleine L zunächst schwach lokalisiert sind.  
Entgegen dem Verhalten für normale lokalisierte Zustände im Anderson-Modell geht λ(L) für grö-
ßere Systeme nicht in einen konstanten Verlauf über, sondern es gibt einen scharfen Abfall über 
mehrere Größenordnungen, teilweise wie λ(L) ~ L–4.  Die Systemgröße �, bei der der Abfall erfolgt, 
hängt empfindlich von ∆, α und E ab und auch von der verwendeten Mittelungsprozedur; � wird 
unten analytisch hergeleitet aus der Bedingung dass die Schwankungsbreite des Potenzials die 
Bandbreite übersteigt.  Für noch größere Systeme stabilisiert sich der Wert der Lokalisierungslänge 
dann auf sehr niedrigem Niveau, λ(L → ∞) < 10.  Ein solches Verhalten lässt sich nicht durch die 
Ein-Parameter-Skalentheorie beschreiben, weil man mindestens zwei Lokalisierungslängen (eine 
große und eine kleine) und Übergangsbereiche benötigt.  Man kann das Verhalten vielmehr als ei-
nen Übergang zwischen einem schwach lokalisierten Bereich für kleine ∆ und L und einem extrem 
stark lokalisierten Bereich für große ∆ und L verstehen.   
Abbildung III.D.1(b) zeigt, dass es in dem Übergangsbereich, in dem die Mittelwerte der Lokalisie-
rungslänge schnell fallen, starke Fluktuationen zwischen den einzelnen Konfigurationen gibt, die im 
Wendepunkt der λ(L)-Kurven maximal sind.  Die Ergebnisse für die Fluktuationen in arithmeti-
scher oder Lypunov-Mittelung sind numerisch instabil, weil sie von einzelnen extrem großen oder 
extrem kleinen Einzelwerte λ(ν) wesentlich beeinflusst werden, aber die typischen Fluktuationen 
zeigen einen glatten Verlauf.  Für sehr kleine oder sehr große Werte von L werden die Fluktuatio-
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nen gering, und dann stimmen 
auch die verschiedenen Mittel-
werte ungefähr überein.  So-
wohl in Abhängigkeit von der 
Systemgröße als auch in Ab-
hängigkeit von der Energie 
lässt sich der Übergang von 
schwach lokalisierten zu ex-
trem lokalisierten Zuständen 
am einfachsten anhand des 
Maximums in den Fluktuatio-
nen δλtyp erkennen; siehe auch 
[DEYCHetal-98], wo eine ähn-
liche Prozedur für ein anderes 
Problem wohl erstmals ver-
wendet wurde. 
Um die Ursache für das Auftre-
ten der extrem starken Lokali-
sierung zu ergründen, die im 
normalen Anderson-Modell 
nicht vorkommt, ist es sinnvoll, 
explizit die Form von Eigenzu-
ständen zu betrachten.  Abbil-
dung III.D.2 zeigt drei Beispie-
le für Eigenfunktionen bei un-
terschiedlichen Energien zu-
sammen mit den Potenzialland-
schaften.  Bei E ≈ 0 (Abb. 
III.D.2(a)) sieht man, dass starke Abfälle der Amplitude genau dort auftreten, wo das lokale Poten-
zial εn den Wert 2 übersteigt oder unter den Wert –2 fällt.  Die Stärke des Abfalls ist direkt propor-
tional zur Breite des Bereichs, in dem das Potenzial außerhalb dieser Grenzen liegt.  Es ist klar, dass 
der Anteil solcher Bereiche wegen Gl. (III.B.11) für größere Systeme zunimmt, so dass die mittlere 
Lokalisierungslänge λtyp abnimmt.  Hier ist anzumerken, dass die für die Bestimmung der Lokali-
sierungslängen verwendete Transfer-Matrix-Methode (siehe Abschnitt III.C.1) immer einen Mittel-
wert der Lokalisierungslänge über die gesamte Systemgröße ermittelt.  Schon ein Blick auf Abb. 
III.D.2(a) genügt aber, um zu erkennen, dass solche Eigenzustände nicht durch einen exponentiellen 
Ansatz mit einer einzigen Lokalisierungslänge charakterisiert werden können.  Vielmehr muss man 
zwischen Bereichen unterscheiden, in denen die Potenziallandschaft innerhalb der Grenzen | εn | < 2 
bleibt und Bereichen, in denen diese Grenzen überschritten sind.  Die tatsächlichen Lokalisierungs-
längen in beiden Bereichen unterscheiden sich drastisch, so dass die Zustände eher aus praktisch 
konstanten Bereichen und fast schlagartig abfallenden Bereichen bestehen, im Gegensatz zu norma-
len Anderson-Eigenfunktionen, die einen gleichmäßigen Abfall mit gleichmäßigen Fluktuationen 
aufweisen.  Das ist auch der Grund für die starken Fluktuationen der Lokalisierungslängen in der 
Region des Übergangs, in der beide Bereichstypen etwa gleich häufig vorkommen.  Die Abbildun-
gen III.D.2(b) und (c) zeigen, dass für Eigenzustände mit E ≠ 0 die Grenzen des Potenzialbereichs, 
außerhalb von dem extreme Lokalisierung eintritt, verschoben sind auf | εn – E | = 2 (siehe horizon-
tale Linien).  Dort treten die starken Abfälle auf, sobald das lokale Potenzial größer als 2 + E oder 
kleiner als 2 – E wird.  Dieses Verhalten lässt sich dadurch verstehen, dass in der Tight-Binding-

Abb. I I I .D.1:  Systemgrößenabhängigkeit (a) der Lokalisierungs-
länge λ und (b) ihrer Fluktuationen δλ für selbst-affine Potenzial-
Landschaften mit α = 3/2, die durch Aufsummieren von unkorre-
lierten Zufallszahlen mit verschiedenen Varianzen ∆2 generiert 
wurden.  Die Rechnungen erfolgten mit der Transfer-Matrix-
Methode bei E = 0.5 (nahe bei aber nicht exakt an der Bandmitte) 
für 104 Konfigurationen.  Die Symbole entsprechen verschiedenen 
Mittelwerten nach Gl. (III.D.2) bzw. den entsprechenden Fluktua-
tionen nach Gl. (III.D.3) und verschiedenen ∆:  Mittelwert λtyp und 
∆ = 0.005 (�), 0.01 (¤ ), 0.02 (�), Mittelwert λarith und ∆ = 0.01 (�) 
und Mittelwert λLyapunov und ∆ = 0.01 (�) (nach [RUßetal-01]). 
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Gleichung (III.B.4) eine Verschiebung der Energie E und aller Potenziale (Diagonalelemente) εn um 
denselben konstanten Wert nichts ändert.   
Für H < 1 lässt sich die Systemgröße � abschätzen, bei der der Übergang von schwacher zu extre-
mer Lokalisierung erfolgt.  Das mittlere Verschiebungsquadrat 2ε̂  des Potenzials nach � Schritten 
mit der mittleren Weite ∆ beträgt nach der Random-Walk-Theorie [BUNDE&HAVLIN-94] 

 
1

2
1

ˆ
ˆ ˆ~ oder ( )

A
A

α
α ε
 �ε ∆ ε = � ∆� �
� �  (III.D.4) 

mit nicht universellen Konstanten A1 und A2.  Die Zustände werden extrem lokalisiert, sobald | εn – 
E | größer als 2 wird innerhalb des Systems der Länge L.  Darum muss hier ε̂  mit dem Minimum 
von 2 – E und 2 + E identifiziert werden, d.h. mit 2 – |E|, so dass wir  
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als charakteristische Längenskala in dem selbst-affinen System erhalten.  Der Übergang von schwa-
cher zu extremer Lokalisierung erfolgt, wenn �(Ec,∆,α) mit der Systemgröße L übereinstimmt.  
Darum kann aus �(Ec,∆,α) = L die kritische Energie Ec für den Übergang bestimmt werden, 

 c
2 1

2
L

E
A A

α� �
 �∆= ± −� �� 
� �� �� 	

. (III.D.6) 

Abbildung III.D.3 zeigt das daraus resultierende Phasendiagramm in der E-α-Ebene für verschiede-
ne Werte von ∆ und L.  Die durchgezogenen Linien entsprechen Gl. (III.D.6).  Die Konstanten A1 = 
15.2 ± 1.0 und A2 = 0.58 ± 0.03 wurden aus Random-Walk-Simulationen mit Gl. (III.D.4) be-
stimmt, wie in dem kleinen Bild in Abb. III.D.3 zu sehen.  Die kritischen Linien sind symmetrisch, 
α(E) = α(−E), und der Bereich extrem lokalisierter Zustände (oben im Bild) wächst mit zunehmen-
dem L und zunehmendem ∆.  Unabhängig von Gl. (III.D.6) wurden die Übergangspunkte zwischen 
schwach und extrem lokalisierten Zuständen aus Transfer-Matrix-Rechnungen bestimmt, wobei die 
Lage des Maximums der Fluktuationen δλtyp als Übergangspunkt betrachtet wurde.  Man erkennt 
eine sehr gute Übereinstimmung der analytischen und numerischen Ergebnisse für den Übergang. 

Abb. I I I .D.2:  Drei Beispiele von extrem lokalisierten Eigenzuständen (untere Kurven, rechte Skalen) mit 
Eigenwerten (a) E ≈ 0, (b) E ≈ 1 und (c) E ≈ −1 in Potenzial-Landschaften (obere Kurven, linke Skalen) mit 
α = 1/2, wobei einige Platzenergien εn größer als E + 2 oder kleiner als E – 2 sind (in den grau unterlegten 
Regionen).  Man sieht, dass diese Regionen einen starken Abfall der Eigenfunktionsamplituden auslösen 
(nach [RUßetal-01]). 
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III.D.2. Reskalierte selbst-
affine Potenziale 
Wie eben gezeigt treten bei nichtstatio-
nären, selbst-affinen Potenzialen zwar 
anomal stark lokalisierte aber keine aus-
gedehnten Zustände auf.  Trotzdem 
wurde in mehreren Arbeiten von ausge-
dehnten Zuständen und einem Metall-
Isolator-Übergang dafür berichtet [DE-

MOURAetal-98, DEMOURAetal-99, CAR-

PENAetal-02].  Der Grund ist, dass dabei 
die Potenziallandschaften künstlich sta-
tionär gemacht wurden.   
Bei der brasilianischen Gruppe [DE-

MOURAetal-98, DEMOURAetal-99] ge-
schah das durch eine neue Normierung 
für jede Systemgröße.  Durch die Trans-
formation n n Lαε → ε  wurde die Stan-
dardabweichung σL(εn) aus Gl. (III.B.11) 
für alle betrachteten Systemgrößen L 
konstant gehalten, σL(εn) = 1.  Praktisch 
erfolgte dieser Schritt implizit bei der 
Erzeugung der Potenziallandschaften 
mittels der Fourier-Filter-Methode (siehe 
Abschnitt II.A.1.c).  Hier ist anzumer-
ken, dass [DEMOURAetal-98] den spek-
tralen Exponenten des Potenzials εn (des 
Profils Y(n) in der Sprache der Zeitrei-
henanalyse) mit α bezeichnen, den ich in 
dieser Arbeit, wie bei der Zeitreihenanalyse üblich, β + 2 nenne, weil β der spektrale Exponent der 
Inkrementreihe δn ist (siehe Gl. (III.B.11)).  Der Exponent αdeMoura von [DEMOURAetal-98] ist mit 
dem Fluktuationsexponenten α dieser Arbeit durch α = (1 + β)/2 = (αdeMoura − 1)/2 verknüpft, so 
dass insbesondere αdeMoura = 1 hier α = 0 und αdeMoura = 2 hier α = 1/2 entspricht. 
Abbildung III.D.4 zeigt, was die Reskalierung des Potenzials durch die Transformation n n Lαε → ε  
bedeutet:  Durch die künstliche Reskalierung wird die Potenziallandschaft mit zunehmender Sys-
temgröße immer glatter, d.h. die lokalen Potenzial-Fluktuationen nehmen ab, obwohl die globalen 
Potenzial-Fluktuationen konstant bleiben.  Weil die Lokalisierungslänge im Wesentlichen von den 
lokalen Fluktuationen bestimmt wird, solange die Werte von εn sich nicht um mehr als 2 von E un-
terscheiden, kann dadurch die Lokalisierungslänge mit zunehmender Systemgröße anwachsen, was 
ausgedehnte Zustände vortäuscht.  Allerdings wird hier nicht Gleiches mit Gleichem verglichen, 
denn man vergleicht die Lokalisierungslänge eines kurzen Systems mit starken lokalen Fluktuatio-
nen mit der Lokalisierungslänge eines langen Systems mit schwachen lokalen Fluktuationen.  
Durch die gleichzeitige Variation von Systemgröße und Stärke der lokalen Fluktuationen werden so 
ausgedehnte Zustände vorgetäuscht.   
In [DEMOURAetal-98] wurde ein numerisch bestimmtes, ungefähres Phasendiagramm für den Über-
gang zu diesen scheinbar ausgedehnten Zuständen präsentiert (siehe Abb. III.D.5 links), in dem für 
α < 1/2 (entsprechend αdeMoura < 2) nur lokalisierte Zustände auftreten.  Die Form dieses Phasendia-

Abb. I I I .D.3:  Phasendiagramm für das Anderson-
Modell mit selbst-affinen, nichtstationären Potenzialen.  
Die Übergänge zu extrem lokalisierten Zuständen (oben 
und am Rand), die aus Rechnungen mit der Transfer-
Matrix-Methode bestimmt wurden, sind in der E-α-
Ebene für folgende Systemgrößen L und Inkrement-
Standardabweichungen ∆ gezeigt: L = 216, ∆ = 0.01 (¤ ), 
L = 216, ∆ = 0.002 (¡ ), L = 216, ∆ = 0.001 (�), L = 218, ∆ 
= 0.001 (n), L = 218, ∆ = 0.0002 (�) und L = 218, ∆ = 
0.0001 (�).  Die entsprechenden theoretischen Kurven 
nach Gl. (III.D.6) sind für L = 218 durchgezogen und für 
L = 216 gestrichelt gezeichnet.  Zur Ermittelung der Kon-
stanten A1 und A2 wurde die Anzahl der Schritte bis zum 
Überschreiten einer vorgegebenen Schwelle durch Ran-
dom-Walk-Simulationen für verschiedene α bestimmt 
und im kleinen Bild halblogarithmisch aufgetragen, so 
dass die Konstanten nach Gl. (III.D.4) aus der angepass-
ten Geraden folgen (nach [RUßetal-01]). 
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gramms lässt sich analytisch herlei-
ten mit ähnlichen Argumenten wie 
ich sie im vorhergehenden Abschnitt 
für nicht renormierte selbst-affine 
Potenziale gebraucht habe.  Für re-
skalierte Potenziallandschaften mit 
1/2 < α < 1 ist die mittlere Schritt-
weite ∆ nicht mehr konstant, sondern 
sie hängt von L und dem nun fixier-
ten σ = σL(εn) ab, wobei die Ran-
dom-Walk-Theorie analog zu Gl. 
(III.D.4) ergibt 

 1
2

B
B

L

α

 �∆ = σ � 
� �

 (III.D.7) 

Setzt man dies in Gl. (III.D.6) ein, ergibt sich nun für die kritische Energie Ec des scheinbaren Me-
tall-Isolator-Übergangs 
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. (III.D.8) 

Abbildung III.D.5 zeigt einen Vergleich des Phasendiagramms von [DEMOURAetal-98] mit dem aus 
Gl. (III.D.8) resultierenden Phasendiagramm in der E-α-Ebene für verschiedene Werte von σ, wo-
bei für A1 und A2 dieselben Werte verwendet wurden wie in Abb. III.D.3 und B1 und B2 angepasst 
wurden.  Die numerischen Ergebnisse habe ich mit derselben Prozedur wie für Abb. III.D.3 erhal-
ten, nur diesmal mit reskalierten Potenzialen.  Das Phasendiagramm ist wieder symmetrisch, α(E) = 
α(−E), und die Breite des Bereichs scheinbar ausgedehnter Zustände (um die Bandmitte für α > 
1/2) nimmt mit zunehmender Breite σ ab.  Auch hier erkennt man eine befriedigende Übereinstim-
mung zwischen der analytischen Formel und den numerischen Werten, die anzeigt, dass die von 
[DEMOURAetal-98] gezeigte Asymmetrie nicht tatsächlich vorhanden ist.   
Für α < 1/2 gibt es keine scheinbar ausgedehnten Zustände, weil in diesem Bereich die Reskalie-
rung des Potenzials durch die Transformation n n Lαε → ε  zu schwach ist, um die Lokalisierungs-
länge 2 2 2( ) ~ ~ ~L w L− − αλ ∆  (nach Abschnitt III.B.2 und Gl. (III.D.7)) schneller als linear mit L 
anwachsen zu lassen.  Ausgedehnte Zustände erfordern mindestens ein lineares Anwachsen.  Die 
Grenze bei α = 1/2 ist kein Phasenübergang, denn auf beiden Seiten der Linie gilt 2( ) ~L L αλ , und 
die Zustände für α < 1/2 sind streng genommen auch nicht lokalisiert, denn ihre Lokalisierungslän-
ge wird nicht konstant für große L.  Daher gehen die Übergangslinien zu den echt lokalisierten Zu-
ständen in der Nähe der Bandkante nach Gl. (III.D.8) auch für α < 1/2 weiter. 

III.D.3. Diskussion nachfolgender Arbeiten 
In nachfolgenden Arbeiten hat die brasilianische Gruppe ihre Untersuchungen von den Elektronen 
in reskalierten selbst-affinen Potenzialen [DEMOURAetal-98, DEMOURAetal-99] auf Magnonen 
(Spinwellen) in ferromagnetischen Ketten mit reskalierten selbst-affinen Kopplungskonstanten [LI-

MAetal-02] und auf Phononen in harmonisch schwingenden Ketten mit reskalierten selbst-affin kor-
relierten Massen [DEMOURAetal-03] erweitert, die sich durch dieselben Gleichungen beschreiben 
lassen.   In beiden Fällen finden sie einen Übergang zwischen (scheinbar) ausgedehnten Zuständen 
bei kleinen Energien bzw. Frequenzen (am unteren Ende des Spektrums) und lokalisierten Zustän-
den am oberen Ende des Spektrums.  Weil die Lokalisierungslänge von Phononen und Magnonen 
am unteren Ende des Spektrums divergiert, reicht hier schon eine infinitesimale Reskalierung der 
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Abb. I I I .D.4:  Illustration einer für verschiedene System-
größen L normierten (reskalierten) Potenziallandschaft εn mit 
α = 0.75.  Die mit breiten Linien gezeichneten Bereiche zei-
gen für die drei L-Werte die tatsächlich betrachteten Ab-
schnitte.  Man erkennt, dass die Potenziallandschaften durch 
die Reskalierung mit zunehmender Systemgröße immer glat-
ter werden (nach [KANTELHARDTetal-00]). 
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Kopplungskonstanten bzw. der Massen aus, um scheinbar ausgedehnte Zustände hervorzurufen.  
Daher tritt der Übergang nicht erst für α > 1/2, sondern schon für α > 0 auf (entsprechend αdeMoura = 
1; siehe oben).   
Kürzlich veröffentlichte die brasilianische Gruppe zusammen mit einer spanischen Gruppe eine 
Arbeit zur Zeitentwicklung von Elektronen-Wellenpaketen in korrelierten und selbst-affinen Poten-
zialen [DOMINGUEZ-ADAMEetal-03].  Sie fanden dabei für die selbst-affinen Potenziale mit α = 1 
Blochwellen-artige Oszillationen der Wellenpakete, die einem Hin- und Herlaufen entsprechen, 
während für die stationären, langreichweitig korrelierten Potenziale mit γ = 0.5 keine Oszillationen 
auftraten.  Während die Autoren die Oszillationen bei α = 1 mit ausgedehnten Zuständen in Ver-
bindung bringen, könnte ich mir eher ein Hin- und Herlaufen der Wellenpakete vorstellen zwischen 
Bereichen, in denen die selbst-affinen Potenzialgebirge die Grenzen für schwach lokalisierte Zu-
stände überschreiten (vgl. Abb. III.D.2). 
Eine andere Möglichkeit, die nichtstationären selbst-affinen Potenziale stationär zu machen, haben 
[CARPENAetal-02] verwendet.  Sie betrachten anstelle der nichtstationären εn die Reihe der entspre-
chenden Vorzeichen, sign( )n n n nε → ε ε = ε .  Durch diese Transformation ändert sich – anders als 
bei der Reskalierung mit n n Lαε → ε  – der Fluktuationsexponent α, der die Reihen charakterisiert, 
und der beispielsweise mit der DFA berechnet werden kann (siehe Abschnitt II.A.2).  Meine Analy-
sen zeigen, dass die binären Potenziale aus den Vorzeichen der nichtstationären selbst-affinen Sig-
nale durch einen Exponenten α′ ≈ min(α/2, 1) charakterisiert sind, wenn α nach Gl. (III.B.11) der 
Skalenexponent des zugrunde liegenden selbst-affinen Signals ist.  Hier ist anzumerken, dass [CAR-

PENAetal-02] die Selbstaffinität numerisch durch eine DFA-Untersuchung der Potenziale bestim-
men, wobei die Reihe nochmals aufintegriert wird.  Daher ist der dort angegebene Exponent αCarpena 
um 1 größer als das α in dieser Arbeit.  
Auch für die binären Potenziale aus den Vorzeichen der nichtstationären selbst-affinen Signale gibt 
es einen scheinbaren Übergang zu ausgedehnten Zuständen, und zwar bei α′c ≈ 0.45 [CARPENAetal-
02], also ungefähr an derselben Stelle wie bei den reskalierten Potenzialen, bei denen αc = 0.5 ist 
[DEMOURAetal-98, DEMOURAetal-99].  Der Grund für diesen Übergang ist, dass die Vorzeichen-

Abb. I I I .D.5:  Phasendiagramme für das Anderson-Modell mit reskalierten selbst-affinen Potenzialen.  
Links ist das Ergebnis von [DEMOURAetal-98] wiedergegeben und rechts sind unsere analytischen und nu-
merischen Ergebnisse gezeigt.  Für den Vergleich ist zu beachten, dass das α von [DEMOURAetal-98] (links) 
mit dem α dieser Arbeit (rechts) durch α = (αdeMoura − 1)/2 verknüpft ist.  Im rechten Bild sind die Übergänge 
zwischen scheinbar ausgedehnten (Mitte, oben) und lokalisierten Zuständen, die aus Rechnungen mit der 
Transfer-Matrix-Methode bestimmt wurden, in der E-α-Ebene für folgende Potenzial-Varianzen σ2 gezeigt: 
σ2 = 0.05 (×), 0.1 (n), 0.2 (�), 0.3 (�), 0.5 (�), 1.0 (�).  Die entsprechenden theoretischen Kurven für α < 1 
nach Gl. (III.D.8) sind gestrichelt gezeichnet.  Die Konstanten A1 und A2 sind die gleichen wie für Abb. 
III.D.4 und B1 = 8.8 sowie B2 = 1.83 wurden angepasst.  Für α < 1/2 gibt es keine scheinbar ausgedehnten 
Zustände (nach [RUßetal-01]). 
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wechsel immer seltener werden, je höher α (bzw. α′) ist.  Daher handelt es sich nicht um einen ech-
ten Metall-Isolator-Übergang, sondern vielmehr um einen Übergang von einem ungeordneten Sys-
tem mit lokalisierten Zuständen zu einem praktisch geordneten System mit ausgedehnten Zustän-
den.  Aus diesem Grund musste die Gruppe ihre Arbeit in Nature formal zurückziehen [CARPENA-
etal-03], aber sie halten weiter an den Ergebnissen und den Schlussfolgerungen fest.  Die Erklärung 
des scheinbaren Phasenübergangs durch immer seltenere Vorzeichenwechsel kann auch zu einer 
skalentheoretischen Bestimmung des Übergangspunktes α′c verwendet werden.  Die Anzahl von 
Vorzeichenwechseln (Nulldurchgängen, „zero-level crossings“) in einem selbstaffinen Signal steigt 
nicht linear mit der Signallänge L an, sondern ist, wie die Random-Walk-Theorie ergibt, proportio-
nal zu L1−α.  Daher kann man erwarten, dass für α → 1 die Nulldurchgänge so unwahrscheinlich 
werden, dass das binäre System mit den Vorzeichen-Potenzialen praktisch nicht mehr ungeordnet 
ist.  Demnach ist der Phasenübergang bei α′ ≈ α/2 → 0.5 zu erwarten, in akzeptabler Übereinstim-
mung mit dem numerischen Ergebnis α′c ≈ 0.45 [CARPENAetal-02]. 
Eine dritte Möglichkeit für ein selbst-affines aber trotzdem nicht divergierendes System berichtet 
kürzlich [YAMADA-04].  Dabei wird die selbst-affine Potenziallandschaft nicht mit der Fourier-
Filter-Methode erzeugt, sondern mit einem deterministisch-chaotischen Generator, der so genannten 
„Bernoulli Map“.  Diese liefert Signale mit Wertebereich zwischen 0 und 1, die – bei geeignet ge-
wählten Parametern (hier B > 2) – nichtstationär und selbst-affin sind entsprechend Gl. (III.B.11).  
Obwohl dafür ein exponentielles Verschwinden des Lyapunov-Exponenten (Anwachsen der Lokali-
sierungslänge) mit ansteigendem B > 2 (entsprechend α > 0) beobachtet wird, bleiben doch alle 
Zustände sogar für schwache Unordnung im Limes unendlicher Systemgröße lokalisiert.  Damit 
stehen diese Ergebnisse im Einklang mit unseren analytischen und numerischen Ergebnissen und 
meiner Interpretation der anderen Resultate für die renormierten selbst-affinen Potenziale und die 
binären Potenziale aus den Vorzeichen. 
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III.E. Anomale Lokalisierung und Fluktuationen in unkorrelier-
ten zweidimensionalen Systemen 
In diesem Kapitel betrachte ich das in Abschnitt III.B.2 eingeführte Standard-Anderson-Modell 
ohne zusätzliche Wechselwirkungen oder Korrelationen auf dem Quadratgitter.  Die Motivation 
dafür hängt mit dem Metall-Isolator-Übergang in zweidimensionalen Si-MOSFET-Proben zusam-
men, der im Widerspruch zur Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung steht (siehe Kapitel 
III.A).  Bisher wurden numerische Arbeiten zu Abweichungen von dieser Theorie fast ausschließ-
lich für eindimensionale Systeme durchgeführt.  Die Gültigkeit der Theorie für zweidimensionale 
Systeme wurde angenommen, weil frühe Rechnungen mit der Transfer-Matrix-Methode sie bestä-
tigten [MACKINNON&KRAMER-83, KRAMER&MACKINNON-93].  In diesen Rechnungen wurde aber 
nur die Lokalisierungslänge für lange, streifenförmige Systeme berechnet (Transfer-Matrix-
Methode, siehe Abschnitt III.C.1), und eine Analyse der Fluktuationen erfolgte nicht.  In Anbe-
tracht der experimentellen Ergebnisse erscheint eine sorgfältigere Überprüfung der Gültigkeit der 
Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung anhand des einfachsten, dafür geeigneten Modells, 
des Standard-Anderson-Modells, sinnvoll.  Um den Einfluss der Quantenlokalisierung auf die Fluk-
tuationen genau untersuchen zu können, verwenden wir das Modell weit im lokalisierten Bereich, in 
dem die Systemgröße L wesentlich größer ist als die Lokalisierungslänge λ.  Die Ergebnisse dieses 
Kapitels sind zu großen Teilen in [KANTELHARDT&  BUNDE-02] publiziert. 

III.E.1. Ergebnisse zur Verteilung der Eigenzustandsamplituden und zur 
Lokalisierungslänge 
Zum Test auf Abweichungen von der Ein-Parameter-Skalentheorie sollen wie für das eindimensio-
nale Standard-Anderson-Modell, für das sich diese Theorie auch in Bezug auf die Fluktuationen 
bestätigt hat (siehe Abschnitt III.C.3.e), Eigenfunktionen analysiert werden, genauer gesagt die Ver-
teilung der Eigenzustandsamplituden in festen Abständen r vom Lokalisierungszentrum (siehe Ab-
schnitt III.C.3.d für eine Definition der betrachteten Größen).  Abb. III.B.1(b) zeigt ein typisches 
Beispiel für einen lokalisierten Eigenzustand.  Die Berechnung der Eigenzustände erfolgt mit dem 

Abb. I I I .E.1:  Unskalierte Amplituden-Histogramm-Verteilungen H(A,r) für das zweidimensionale Einteil-
chen-Anderson-Modell mit diagonaler Unordnung w = 8.5 und Randbedingungen mit harter Wand.  H(A, r) 
ist für feste Abstände r zum Lokalisierungszentrum (von r = 6 bis r = 128 mit Schrittweite-Faktor 1.2) über 
dem negativen Logarithmus der Amplitude, A = −ln|ψ(r)|/|ψ(0)|, aufgetragen.  Die Kurven sind in guter Nä-
herung Normalverteilungen, deren Positionen und Varianzen ungefähr proportional zu r sind.  Es sind ca. 
1000 Eigenfunktionen auf Systemen der Größe 300 × 300 nahe der Bandmitte E ≈ 0 analysiert, die mit dem 
Lanczos-Algorithmus berechnet wurden. 

0 5 10 15 20 25
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

H
(A

,r
)

A



III.E. Anomale Lokalisierung und Fluktuationen in unkorrelierten zweidimensionalen Systemen 

154 
 

Lanczos-Algorithmus [LANCZOS-50, 
CULLUM&WILLOUGHBY-85], weil Ei-
genvektoren dünn besetzter Matrizen zu 
berechnen sind.  Wir wählen bewusst 
im Gegensatz zur Transfer-Matrix-
Methode eine exakt quadratische Geo-
metrie und vergleichen die Ergebnisse 
für periodische Randbedingungen und 
für ein unendliches Potenzial am Rand 
(harte Randbedingungen).  Für die nu-
merisch recht aufwendigen Rechnungen 
mit vierfacher Genauigkeit (4*4 Byte, 
ca. 30 Stellen) habe ich Zustände in der 
Nähe der Bandmitte (E ≈ 0) und die 
Unordnungsparameter w = 8.5 und 10.0 
ausgewählt, für die die Lokalisierungs-
längen λ deutlich kleiner sind als die 
mit dem Stand der Computertechnik 
erreichbaren Systemgrößen von 300 × 
300 Gitterplätzen.  Dadurch fallen die 
Amplituden der Eigenzustände in den 
betrachteten Systemen vom Lokalisie-
rungszentrum bis zum Minimum um 13 
bis 20 Größenordnungen ab, was die 
vierfache Genauigkeit erforderlich 
macht aber auch eine genaue Untersu-
chung der Form der lokalisierten Ei-
genzustände ermöglicht.  Im Vergleich 
mit dem vorhergehenden Kapitel III.D 
ist zu erwähnen, dass die Potenzial-
landschaften hier nicht korreliert sind 
und dass die Wellenfunktionen in dem 
zweidimensionalen System einzelne 
Plätze mit ungünstigem Potenzial stets 
umgehen können.  Darum kommt es 
hier nicht zu der dort beobachteten ex-
tremen Lokalisierung, auch wenn ein-
zelne εn-Werte außerhalb des Bandes 
liegen. 
Abbildung III.E.1 zeigt beispielhaft die Amplituden-Histogramm-Verteilungen H(A,r) nach Defini-
tion (III.C.21), mit ln| ( ) (0) |A r= − ψ ψ  für das Standard-Anderson-Modell mit w = 8.5 und harte 
Randbedingungen.  Man erkennt, dass die H(A,r) für die verschiedenen festen (euklidischen) Ab-
stände r vom Lokalisierungszentrum (Maximum des Eigenzustands) – wie beim schon im eindi-
mensionalen Fall (siehe Abb. III.C.1) – in guter Näherung Normalverteilungen sind, d.h. durch den 
Ansatz (vgl. Gl. (III.C.25)) 
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Abb. I I I .E.2:  Lokalisierungslänge λ(r) von Anderson-
Zuständen auf dem Quadratgitter (a) mit periodischen 
Randbedingungen (PRB) für w = 10.0 sowie (b) mit harten 
Randbedingungen (HRB) für w = 8.5.  Die Werte von λ(r) 
wurden durch Anpassung von Gl. (III.E.1) an die Ampli-
tuden-Histogramm-Verteilungen H(A,r) für jeden Abstand 
r vom Lokalisierungszentrum bestimmt, wobei zur Defini-
tion des Zentrums zweimal das Maximums- und zweimal 
das Schwerpunktskriterium verwendet wurde (siehe Le-
gende).  Die gestrichelten Geraden haben die angegebene 
logarithmische r-Abhängigkeit, (a) λ(r) = 0.89 ln(r/1.2) 
und (b) λ(r) = 1.56 ln(r/2.6) und sind nur zur besseren 
Sichtbarkeit etwas nach unten verschoben.  In dem kleinen 
Bild ist gezeigt, dass der ebenfalls durch Anpassung von 
Gl. (III.E.1) bestimmte Breite-Parameter weitgehend un-
abhängig von r und w ist, σ(r) = 1.3 ± 0.2 (gestrichelte 
Linie).  Für beide Unordnungsstärken ist über ca. 1000 
Eigenzustände gemittelt, die mit dem Lanczos-
Algorithmus mit vierfacher Genauigkeit berechnet wurden 
(nach [KANTELHARDT&BUNDE-02]). 
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beschrieben werden.  Anders als für die 
eindimensionalen Systeme habe ich hier 
die beiden Parameter, die Lokalisierungs-
länge λ(r) und den Breite-Parameter σ(r), 
als explizit vom Abstand r abhängig ge-
schrieben, damit Abweichungen von der 
Ein-Parameter-Skalentheorie erfasst wer-
den können.  Durch Anpassung des Ansat-
zes (III.E.1) an die numerischen Ergebnis-
se H(A,r) für verschiedene Abstände r 
kann geprüft werden, ob λ(r) und σ(r) wie 
beim eindimensionalen Modell konstant 
sind oder nicht.   
Abbildung III.E.2 zeigt das Ergebnis die-
ser Bestimmung für beide betrachteten 
Unordnungsstärken, beide Arten von 
Randbedingungen und beide Definitionen 
des Lokalisierungszentrums.  Ähnliche 
Ergebnisse erhalten wir auch für die ande-
ren Kombinationen von w-Werten und 
Randbedingungen.  Effekte durch die end-
liche Systemgröße machen sich vor allem 
in den Ergebnissen für periodische Rand-
bedingungen bemerkbar (Kurven (a) in 
Abb. III.E.2), bei denen die λ(r)-Kurve bei der halben Systemgröße einen Knick aufweist und of-
fensichtlich zu größeren Werten abwandert.  Das ist verständlich, denn bei Abständen über der hal-
ben Systemgröße kommt bei periodischen Randbedingungen das Lokalisierungszentrum schon von 
der anderen Seite (über den Rand) in Sicht, so dass die Eigenzustände einen scheinbar stärker aus-
gedehnten Charakter mit größerem λ bekommen.  Bei harten Randbedingungen (Kurven (b) in Abb. 
III.E.2) ist das Verhalten von λ(r) praktisch bis zur gesamten Systemgröße r = L = 300 stabil.  Die 
Art der Definition des Lokalisierungszentrums spielt offensichtlich nur für ganz kleine Abstände r < 
10 eine Rolle.  Auch wenn nur die Eigenzustände betrachtet werden, die ein lokales, d.h. auf jeden 
einzelnen Gitterplatz bezogenes, relatives Genauigkeitskriterium erfüllen, ergibt sich keine Ände-
rung in den Ergebnissen. 
Die Ergebnisse in Abb. III.E.2 zeigen, dass die Lokalisierungslänge in dem numerisch zugänglichen 
Systemgrößen-Bereich keineswegs konstant ist, sondern deutlich vom Abstand zum Lokalisie-
rungszentrum abhängt.  Für Abstände r > 10 lassen sich die λ(r)-Kurven gut durch eine logarithmi-
sche Abhängigkeit annähern, 

 [ ]( ) ( ) ln ( )rr c w r c wλλ = , (III.E.2) 

in der die beiden Parameter cλ(w) und cr(w) Skalen für die Lokalisierungslänge λ und den Abstand r 
beschreiben.  Nur für r < 20 erscheint auch die Anpassung eines Potenzgesetzes möglich.  Wir beo-
bachten die logarithmische λ(r)-Abhängigkeit numerisch über mehr als eine Dekade in r in allen 
unseren Simulationen.  Tabelle III.E.1 fasst die durch Anpassung von Gl. (III.E.2) an die numeri-
schen Ergebnisse bestimmten Werte für cλ(w) und cr(w) zusammen für beide Unordnungsstärken w, 
beide Arten von Randbedingungen und verschiedene Teilmengen von Eigenfunktionen, die ent-
sprechend der absoluten Energie ausgewählt wurden, wobei E ∈ [−Emax, Emax].  Die Tabelle zeigt, 
dass beide Parameter eindeutig von w abhängen, aber kaum von den Randbedingungen und prak-

w Randbed. Emax Anzahl cλλλλ cr σσσσ    

8.5 HRB 0.05 994 1.56 2.6 1.35 
8.5 HRB 0.005 359 1.54 2.5 1.34 

8.5 HRB 0.001 76 1.53 2.4 1.28 
8.5 PRB 0.05 227 1.64 3.1 1.27 

8.5 PRB 0.005 73 1.68 3.2 1.37 

10.0 HRB 0.05 288 0.91 1.3 1.32 
10.0 HRB 0.005 97 0.92 1.4 1.34 

10.0 PRB 0.05 1029 0.89 1.2 1.25 
10.0 PRB 0.005 309 0.90 1.2 1.24 

10.0 PRB 0.001 68 0.92 1.4 1.20 
 
Tabelle I I I .E.1:  Die Werte der Parameter cλ(w) und 
cr(w) aus der Anpassung von Gl. (III.E.2) an die Lokali-
sierungslängen λ(r) sowie der Breite-Parameter σ für 
das Standard-Anderson-Modell auf dem Quadratgitter.  
Die Resultate für beide Unordnungsstärken w, beide 
Arten von Randbedingungen (PRB = periodische Rand-
bed., HRB = harte Randbed.) sowie für unterschiedliche 
Energie-Eigenwert-Intervalle E ∈ [−Emax, Emax] werden 
verglichen; die jeweilige Anzahl von betrachteten 
Eigenzuständen ist auch angegeben.  Der Anpassungbe-
reich für die Parameter ist 30 ≤ r ≤ 120 (nach [KAN-

TELHARDT&BUNDE-02]). 
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tisch überhaupt nicht von der 
Breite des Energieintervalls.  Das 
gleiche Bild ergibt sich, wenn 
nur die Zustände mit |E| > Emax 
ausgewählt werden.  Daher kann 
das anomale Lokalisierungsver-
halten mit der logarithmischen 
Systemgrößenabhängigkeit der 
Lokalisierungslänge nicht auf 
eine Anomalie in der Bandmitte 
zurückzuführen sein.   
Diese Ergebnisse stehen nicht im 
Widerspruch zu den alten Simu-
lationen mit der Transfer-Matrix-
Methode [MACKINNON&KRA-
MER-83, KRAMER&MACKINNON-
93], weil damit eine solche Ab-
hängigkeit prinzipiell nicht er-
kannt werden kann.  Es ist auch 
möglich, dass die streifenförmige 
Geometrie bei der Transfer-
Matrix-Methode das System 
„eindimensionaler“ macht, so 
dass die λ(r)-Abhängigkeit wie 
bei eindimensionalen Systemen 
verschwindet.  Die logarithmi-
sche Abhängigkeit der Lokalisierungslänge λ(r) vom Abstand r (und damit auch von der System-
größe L) gibt einen Grund für die unterschiedlichen numerischen Ergebnisse für λ, die basierend 
auf Skalen-Extrapolationen veröffentlicht wurden, siehe beispielsweise [MACKINNON&KRAMER-
83, ZHAREKESHEVetal-96].  Die logarithmische Abhängigkeit in Gl. (III.E.2) passt auch gut dazu, 
dass d = 2 die kritische Dimension für Quanten-Lokalisierungsphänomene ist, bei der gerade noch 
keine ausgedehnten Zustände auftreten, denn in der kritischen Dimension gibt es häufig logarithmi-
sche Korrekturen, siehe z.B. [BELITZetal-01, JANSSEN&STENULL-03, STENULL&JANSSEN-03, COS-

TA-SANTOS-03, JANSSEN&  STENULL-04].   
Im Gegensatz zur Lokalisierungslänge λ(r), die in dem numerisch zugänglichen Bereich eine deut-
liche Abhängigkeit vom Abstand r vom Lokalisierungszentrum zeigt, ist der Breite-Parameter σ(r) 
der Normalverteilung (III.E.1) praktisch konstant.  Wie schon auf dem kleinen Bild in Abb. III.E.2 
gezeigt und in Tabelle III.E.1 angegeben ist, schwankt σ(r) in dem brauchbaren r-Bereich unterhalb 
von der halben Systemgröße zwischen 1.0 und 1.5.  Die Angabe eines (konstanten) Durchschnitts-
wertes von σ = 1.3 ± 0.2 für beide betrachteten Unordnungsstärken w, beide Arten von Randbedin-
gungen und alle betrachteten Energiebereiche erscheint angesichts der numerischen Genauigkeit 
angebracht.  Der Wert σ = 1.3 ± 0.2 ist deutlich kleiner als die Vorhersage σ = 2 der Standard-Ein-
Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung (siehe Gl. (III.C.24)).  Dies ist eine weniger dramati-
sche, aber vom logarithmischen Anstieg der Lokalisierungslänge λ(r) vollkommen unabhängige 
Abweichung von der Standard-Ein-Parameter-Skalentheorie. 
Wenn man die logarithmische λ(r)-Abhängigkeit und das konstante σ verwendet, lassen sich die 
Amplituden-Histogramm-Verteilungen H(A,r) für verschiedene Abstände r wie beim eindimensio-
nalen Anderson-Modell skalieren.  Dazu ist wieder die reskalierte Histogramm-Verteilung  
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Abb. I I I .E.3:  Skalierte Amplitudenverteilungen Hs(As,r) entspre-
chend Gl. (III.E.3) für das zweidimensionale Standard-Anderson-
Modell bei (a) w = 10.0 und periodischen Randbedingungen sowie 
(b) w = 8.5 und harten Randbedingungen für die angegebenen 
euklidischen Abstände r vom Lokalisierungszentrum.  Für die 
Reskalierungsprozedur wurden hier die Lokalisierungslängen (a) 
λ(r) = 0.89 ln(r/1.2) und (b) λ(r) = 1.56 ln(r/2.6) verwendet sowie 
σ = 1.3.  Für jeden der beiden Teile wurden ca. 1000 Eigenzu-
stände analysiert (nach [BUNDE&KANTELHARDT-02]). 
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 ( , ) ( , ) ( )s sH A r H A r r r= πσ λ    gegen   [ ]( ) ( )sA A r r r r= − λ σ λ  (III.E.3) 

aufzutragen (vgl. Glgn. (III.C.26) und (III.C.27)).  Abbildung III.E.3 zeigt, dass es für beide Unord-
nungsstärken und für r-Werte aus einem Bereich, der mehr als eine Größenordnung umfasst, gute 
Daten-Kollapse gibt.  Das bestätigt im Nachhinein den Ansatz (III.E.1) einer (logarithmischen) 
Normalverteilung auch für die Amplituden der lokalisierten Eigenzustände in festem Abstand r 
vom Lokalisierungszentrum. 

III.E.2. Sublokalisierung und Superlokalisierung  
Nachdem ich gezeigt habe, dass die Verteilung der Amplituden |ψ(r)| für große Abstände r vom 
Lokalisierungszentrum für das Anderson-Modell in guter Näherung eine logarithmische Normalver-
teilung ist, d.h. dass ln| ( ) (0) |A r= − ψ ψ  nach Gl. (III.E.1) normalverteilt ist, kann jetzt der Abfall 
der über alle Plätze im Abstand r gemittelten Eigenzustände ΨN(r) = | ( ) (0) | Nr� ψ ψ �  direkt aus 
dem Ansatz für die Verteilung H(A,r) berechnet werden.  Der Index N bezeichnet hier die Anzahl 
der Konfigurationen, über die gemittelt wird, und auch die Abhängigkeit des Mittelwerts von N soll 
untersucht werden.  Insbesondere kann man auf diese Art ΨN(r) in dem asymptotischen Bereich 
bestimmen, der numerisch nicht zugänglich ist.  Die Rechnung gilt für ein- und zweidimensionale 
Anderson-Eigenfunktionen, deren Werteverteilungen durch Gl. (III.E.1) mit den Parametern λ bzw. 
λ(r) und σ beschrieben werden.   
Um das Lokalisierungsverhalten von ΨN(r) zu charakterisieren, machen wir den Ansatz 

 ln ( ) ~ d
N r r ΨΨ , (III.E.4) 

in dem dΨ ein effektiver Lokalisierungsexponent ist, der Abweichungen von einer einfach exponen-
tiellen Lokalisierung charakterisieren kann.  Ein Exponent dΨ < 1 zeigt dabei eine Lokalisierung an, 
die schwächer als einfach exponentiell ist („Sublokalisierung“) und ein Exponent dΨ > 1 zeigt eine 
Lokalisierung, die stärker als einfach exponentiell ist („Superlokalisierung“). 
Wenn über alle möglichen Konfigurationen gemittelt wird, ergibt sich 

 
0

( ) exp( ) ( , )r A H A r dA
∞

∞Ψ = −� , (III.E.5) 

wobei ln| ( ) (0) | 0A r= − ψ ψ <  nicht vorkommen kann, weil ψ(0) das Maximum ist.  Setzt man nun 
die Normalverteilung (III.E.1) für H(A,r) ein, lässt sich der Mittelwert direkt ausrechnen.  Dabei ist 
allerdings zu beachten, dass der Ansatz (III.E.1) nur für große Werte von r und für große A gut 
stimmt.  Daher soll ein Mittelwert über eine endliche Anzahl N von Konfigurationen betrachtet 
werden, unter denen seltene Extremereignisse, wie besonders große ψ-Werte (d.h. besonders kleine 
A-Werte, A � 0), nicht vorkommen.   
Für eine endliche Konfigurations-Anzahl N ist die Gesamtzahl von Gitterplätzen im Abstand r vom 
Lokalisierungszentrum gleich ard–1N mit d = 1 (2) und a = 2 (2π) für ein- bzw. zweidimensionale 
Systeme.  Die Werte von A, die eine zu kleine Wahrscheinlichkeit haben, kommen in dieser Stich-
probe nicht vor.  Daher muss die Verteilung H(A,r) durch Abschneiden der Fläche 1/(2ard–1N) an 
beiden Schwänzen begrenzt werden.  Der untere Abschneidepunkt Amin ergibt sich aus 
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wobei 1 2 2
0erf ( ) 2 exp( )
x

x t dt−= π � −  die Fehler-Funktion ist.  Mit deren Umkehrung inverf(x) gilt 

 min 1

1
( , ) max 0, erfinv 1 d

r r
A r N

ar N−

� �σ� �
 �= − −� �� λ λ � �� �� �
, (III.E.7) 

was die neue untere Integrationsgrenze in Gl. (III.E.5) wird, 
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∞
Ψ = −� . (III.E.8) 

Die Ausführung der Integration ergibt 

 ( )4 1

1 1
( ) exp 1 1 erf erfinv 1

2 4N d

r r
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−

� �� �σ� �� � 
 �Ψ = − − − − −� �� �� � �λ λ� 	 � �� �� 	� �
. (III.E.9) 

Der erste Term in dieser Gleichung scheint einen einfach exponentiellen Abfall anzuzeigen, wenn 
der zweite Term vernachlässigbar wäre und λ konstant ist.  Beides ist für das zweidimensionale 
Anderson-Modell nicht der Fall, und auch für das eindimensionale Modell ist der zweite Term nur 
asymptotisch vernachlässigbar.  Darum zeigt ΨN(r) kein einfach exponentielles Skalenverhalten.   
Gleichung (III.E.9) sollte für große Werte von r exakt sein.  Der Abfall lässt sich durch den Ansatz 
(III.E.4) charakterisieren.  In Abb. III.E.4 ist die Abhängigkeit des effektiven Lokalisierungsexpo-
nenten dΨ von r/λ gezeigt für verschiedene Werte von N, wobei die Parameter λ bzw. λ(r) und σ für 
das ein- bzw. zweidimensionale Anderson-Modell verwendet wurden.  Die Werte von dΨ wurden 
durch lokale Anpassung von Gl. (III.E.4) an Gl. (III.E.9) bestimmt.  Wie man erkennt ist der Abfall 
der gemittelten Eigenzustände recht unterschiedlich.  
Für die eindimensionalen Systeme zeigt ΨN(r) demnach außer für den typischen Mittelwert N = 1 
zunächst einen Bereich mit Superlokalisierung, d.h. stärkerer als einfach exponentieller Lokalisie-
rung (dΨ > 1).  In diesem Bereich hängt das Verhalten zudem von der Anzahl der gemittelten Kon-
figurationen ab, d.h. ΨN(r) ist nicht selbstmittelnd.  Nur asymptotisch für extrem große Abstände, r 
≈ 105 λ, konvergiert dΨ gegen 1, was die theoretisch vorhergesagte einfach exponentielle Lokalisie-
rung in Übereinstimmung mit der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung ergibt.  Für die 
zweidimensionalen Systeme schließt sich an einen eher kurzen Bereich mit starker Sublokalisierung 
(dΨ < 1) der asymptotische Teil an, in dem dΨ ≈ 0.93 gilt, und zwar praktisch unabhängig von der 
Anzahl der gemittelten Konfigurationen.  
Dieses gestreckte exponentielle Verhalten 
ist natürlich kein Hinweis auf einen Me-
tall-Isolator-Übergang, aber es zeigt doch, 
dass es bei den zweidimensionalen Syste-
men wesentliche Abweichungen von der 
Ein-Parameter-Skalentheorie gibt, und 
dass man ein einfach exponentielles Ab-
klingen der Eigenzustände nicht vorausset-
zen kann. 
Das Abklingen der Mittelwerte ΨN(r) lässt 
sich auch numerisch aus den je 1000 Ei-
genfunktionen berechnen, die ich für die 
beiden Unordnungsstärken w = 10.0 und 
8.5 im Anderson-Modell auf dem Qua-
dratgitter berechnet habe.  Dabei ist ein 
dreistufiger Mittelungsprozess nötig.  Zu-
erst wird für jeden Eigenzustand das Ma-
ximum bestimmt, das das Lokalisierungs-
zentrum anzeigt.  Dann werden – weiter-
hin für jeden Eigenzustand ν getrennt – für 
jedes r alle Eigenzustands-Amplituden 

( )| |n
νψ  auf dem entsprechenden Kreis mit 
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Abb. I I I .E.4:  Die theoretischen effektiven Lokalisie-
rungsexponenten dΨ, die durch lokale Anpassung von Gl. 
(III.E.4) an Gl. (III.E.9) bestimmt wurden, sind für das 
Anderson-Modell auf der linearen Kette (1d) und auf dem 
Quadratgitter (2d) gegen r/λ aufgetragen für verschiedene 
Anzahlen gemittelter Konfigurationen N.  Für 1d wurden 
die Parameter λ = 105 und σ = 2 verwendet und für 2d 
λ(r) = 0.89 ln(r/1.2) und σ = 1.3 (aus [KANTELHARDT&  

BUNDE-02]). 
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Radius r um das Maximum gemittelt, 
was ( )( )rνψ  ergibt.  Im zweiten 
Schritt werden diese Funktionen über 
N Konfigurationen (Eigenfunktionen) 
gemittelt, ( )1

1( ) ( )N
N Nr rν

ν=�ψ � ≡ ψΣ .  
Um den typischen Wert dieser unter 
Umständen (bei Versagen der Selbst-
mittelung) zwischen verschiedenen 
Sätzen von N Konfigurationen fluk-
tuierenden Größe zu erhalten, wird 
schließlich logarithmisch über meh-
rere Sätze von N Konfigurationen 
gemittelt, ( ) exp ln ( )N Nr rΨ ≡ � �ψ � � , 
was eine Glättung der fluktuierenden 
Kurven bewirkt.   
Dieser typische Mittelwert über N 
Konfigurationen ist in Abb. III.E.5 
für die Anderson-Eigenzustände auf 
dem Quadratgitter gezeigt.  Man 
erkennt deutlich den anfänglichen 
Bereich mit starker Sublokalisierung, 
dΨ ≈ 0.33, in dem die Eigenzustands-
Amplituden bis auf etwa 10−5 abfal-
len.  Daran schließt sich ein Bereich 
mit steilerem Abfall (deutlich größe-
rem dΨ) an.  Die numerisch zugäng-
liche Systemgröße ermöglicht nicht, 
den asymptotischen Bereich mit dΨ ≈ 
0.93 ganz zu erreichen; für die periodischen Randbedingungen sind die Randeffekte bei großen r 
wieder stärker.  In den numerischen Ergebnissen ist die Sublokalisierung sogar noch etwas stärker 
ausgeprägt als in der Vorhersage (III.E.9) aus der Integration über die Verteilung H(A,r) (siehe Abb. 
III.E.4).  Der Grund hierfür sind Abweichungen der tatsächlichen Verteilung von der Normalvertei-
lung (III.E.1) bei kleinen A und r. 

III.E.3. Diskussion nachfolgender Arbeiten und Anregungen 
In einer nachfolgenden Arbeit [DEQUEIROZ-02] wurden deutlich kleinere Systeme mit nur bis zu  
L × r = 64 × 64 Plätzen (vgl. hier 300 × 300 Plätze) betrachtet und die Wellenfunktionsamplituden 
nicht direkt als Eigenvektoren der Hamilton-Operator-Matrix berechnet, sondern aus Ergebnissen 
der Transfer-Matrix-Methode (siehe Abschnitt III.C.1) abgeschätzt.  Dabei wurde die Formel 
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verwendet, in der die ψi,k die Komponenten des Vektors Ψk aus der Iterationsgleichung (III.C.2)  
bezeichnen.  Für diese logarithmischen Ersatz-Eigenzustands-Amplituden wurden dann ebenfalls 
die Histogramm-Verteilungsfunktionen H(A,r) bestimmt.  Beim eindimensionalen Anderson-
Modell (L = 1) sind die Ergebnisse praktisch dieselben wie ich sie für echte Eigenzustands-
Amplituden in Abschnitt III.C.3.e erhalten habe; die Parameter für w = 1.0 sind λ = 104 und σ = 
2.08 im Vergleich zu λ = 105 und 2.1 bei mir (vgl. Abb. III.C.2).  Beim zweidimensionalen Ander-

Abb. I I I .E.5:  Der Abfall von ΨN(r) gegen r für elektronische 
Eigenzustände im zweidimensionalen Anderson-Modell für N 
= 1, 8, 64 und 512 (von unten nach oben).  Die vertikale Ach-
se ist doppelt logarithmisch, die horizontale Achse einfach 
logarithmisch geteilt.  In (a) ist die Unordnungsstärke w = 
10.0 und die Randbedingungen sind persiodisch, während in 
(b) w = 8.5 mit harten Randbedingungen gewählt ist.  Für 
jeden Teil sind ca. 1000 Eigenzustände in der dreistufigen 
Prozedur gemittelt, die mit dem Lanczos-Algorithmus bei E ≈ 
0 auf 300 × 300 Gittern berechnet wurden.  Die geraden ge-
strichelten und gepunkteten Linien haben die Steigungen dΨ = 
1 bzw. 0.33 und sind zum Vergleich gezeigt (aus [KANTEL-

HARDT&  BUNDE-02]). 
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son-Modell gibt es allerdings Unterschiede.  Der linke Teil von Abb. III.E.6 zeigt, dass die Lokali-
sierungslänge λ(L) für die Verteilung der logarithmischen Quasi-Amplituden (III.E.10) nur unge-
fähr logarithmisch mit der Systemgröße L ansteigt und bei w = 10.0 etwas besser durch λ(L) = 3.4 
(log L)0.72 beschrieben wird als durch den Ansatz (III.E.2), λ(r) = 0.89 ln(r/1.2), während der Brei-
te-Parameter σ etwas größer ist als bei mir (vgl. σ = 1.3 ± 0.2).  Damit bestätigt [DEQUEIROZ-02] 
qualitativ die Abhängigkeit der Lokalisierungslänge von der Systemgröße.  Eine quantitative Über-
einstimmung der Ergebnisse ist meiner Meinung nach nicht zu erwarten, weil [DEQUEIROZ-02] die 
Quasi-Amplituden (III.E.10) betrachtet, bei denen über viele Komponenten ψi,k sozusagen gemittelt 
wird, was die Fluktuationen verändert.  Weitere Unterschiede sind, dass in der neueren Arbeit keine 
echten Eigenzustände betrachtet werden und dass die Systemgrößen deutlich kleiner sind.   
Als zusätzlicher Test für den Normalverteilungs-Ansatz (III.E.1) für die Amplituden-Histogramm-
Verteilungen H(A,r) wurde die Berechnung der normierten Asymmetrie (Schiefe, „skew“) vorge-
schlagen [DEQUEIROZ-02]; siehe Glgn. (III.C.22) und (III.C.24) für die Umformung: 
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. (III.E.11) 

Für kleine Werte von r ist eine gewisse Asymmetrie zu erwarten aus folgendem Grund:  Weil ψ(0) 
das Maximum der Eigenzustände ist, kann ln| ( ) (0) | 0A r= − ψ ψ <  nicht vorkommen.  Daher muss 
die Verteilung H(A,r) bei A = 0 exakt verschwinden und somit auf ihrer linken Seite (für kleine A) 
steiler als nach Gl. (III.E.1) abfallen.  Das bedeutet, dass der rechte Schwanz der Verteilung länger 
ist, und hat eine positive Asymmetrie zur Folge, denn im dritten Moment werden die größeren A-
Werte stärker gewichtet als im Mittelwert ( )A r� � .  Wie das mittlere Bild in Abb. III.E.6 zeigt, fin-
det [DEQUEIROZ-02] entgegen dieser Erwartung für seine Verteilungen der logarithmischen Quasi-
Amplituden (III.E.10) eine negative Asymmetrie, die mit zunehmendem Abstand r = L bzw. r = L/2 
ansteigt (er trägt mit dem umgekehrten Vorzeichen auf).  Das zeigt, dass die Definition (III.E.10) 
nicht vollkommen zu dem hier verwendeten ln| ( ) (0) |A r= − ψ ψ äquivalent sein kann. 
Meine Ergebnisse der Asymmetrie (III.E.11) für echte Anderson-Eigenzustände auf 300 × 300 
Quadratgittern sind in dem rechten Teil von Abb. III.E.6 dargestellt.  Wie erwartet ist die Asymmet-
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Abb. I I I .E.6:  Links:  Abhängigkeit der Lokalisierungslänge λ und (kleines Bild) des Breite-Parameters 
σ von der Systemgröße L für das Standard-Anderson-Modell mit w = 10.0 für quadratische (r = L) bzw. 
rechteckige (r = L/2) Systeme; die eingezeichnete Kurve ist λ(L) = 3.4 (log L)0.72.  Mitte: Abhängigkeit der 
Verteilungs-Asymmetrie (III.E.11) von L.  Beide Bilder wurden für Verteilungen von logarithmischen Qua-
si-Amplituden (III.E.10) aus Transfer-Matrix-Rechnungen erstellt (aus [DEQUEIROZ-02]).  Rechts: Asym-
metrie der Amplituden-Verteilung H(A,r) für meine echten Anderson-Wellenfunktionen in Abhängigkeit 
vom Abstand r vom Lokalisierungszentrum für das Standard-Anderson-Modell mit w = 10.0 und 8.5 und 
periodische (PRB) sowie harte (HRB) Randbedingungen.   
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rie zunächst positiv (−Asymmetrie ist 
negativ) und nähert sich für größere Ab-
stände r vom Lokalisierungszentrum 
dem Wert 0 an, der einer guten Überein-
stimmung der numerischen Verteilungen 
mit der symmetrischen Normalverteilung 
(III.E.1) entspricht.  Ein leichtes Hinaus-
schießen über diesen Wert bis auf  
Asymmetrie ≈ 0.04 ist zu erkennen, be-
vor für große Abstände r > 150 störende 
Randeffekte einsetzen.  Diese Asym-
metrie kann gut ein numerischer Arte-
fakt sein:  Die numerische Verteilung 
H(A,r) ist nicht nur nach oben hin be-
grenzt durch A > 0, sondern auch nach 
unten.  Selbst in der Rechnung mit vier-
facher Genauigkeit (ca. 30 Stellen bei 
den verwendeten Computern) werden 
ganz kleine Werte der Eigenzustands-
amplituden nicht mehr exakt ermittelt, 
d.h. durch zufällige Werte in der Grö-
ßenordnung eines „Maschinen-Epsilons“  ersetzt.  Dadurch ist die Verteilung H(A,r) praktisch auch 
für große A abgeschnitten, und das erklärt die leicht negativen Werte der Asymmetrie für große 
Abstände r im rechten Teil von Abb. III.E.6. 
Eine logarithmische Systemgrößenabhängigkeit der Lokalisierungslänge λ(r), wie wir sie im Ab-
schnitt III.E.1 gesehen haben, ist keineswegs vereinbar mit der Skalentheorie der Lokalisierung, die 
einen endlichen asymptotischen Wert der Lokalisierungslänge λ für r → ∞ voraussetzt, während 
λ(r) nach Gl. (III.E.2) divergiert.  Das hat zu Zweifeln an der Formel (III.E.2) geführt.  Ein al-
ternativer Vorschlag lautet [MARKOS-03] (vgl. Gl. (III.C.22)) 
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0 1( ) ln
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 (III.E.12) 

mit vier Parametern, und zwar der asymptotischen Lokalisierungslänge λ und den drei Konstanten 
B0, B1 und a1.  Dieser Ansatz steht nicht im Widerspruch zur Ein-Parameter-Skalentheorie der Lo-
kalisierung, denn für r → ∞ ist nur die asymptotische Lokalisierungslänge λ wesentlich, wie man 
am besten in der rechten Form sieht.   
Ich habe Gl. (III.E.12) ebenfalls an meine numerischen Ergebnisse für λ(r) für das Standard-
Anderson-Modell angepasst, was auch fast gleich gut funktioniert wie bei Gl. (III.E.2).  Innerhalb 
der numerischen Genauigkeit ist es nicht möglich, definitiv zwischen den beiden Ansätzen zu un-
terscheiden.  Allerdings hat Gl. (III.E.12) doppelt so viele Parameter wie Gl. (III.E.2), und alle Pa-
rameter hängen unterschiedlich von w ab.  Trotzdem ist die Anpassung eher leicht schlechter, denn 
die angepasste Kurve ist stärker gekrümmt als die numerischen Daten.  In Abb. III.E.7 sind die an-
gepassten Funktionen für beide Unordnungsstärken w gezeigt, und zwar nicht nur in dem Bereich 
30 ≤ r ≤ 120, in dem sie an die Daten angepasst wurden, sondern weiter bis zu viel größeren r-
Werten, die numerisch nicht mehr zu erreichen sind.  Man erkennt deutlich, wie Gl. (III.E.12) für 
große r (auf dem logarithmischen Maßstab) schnell konstant wird, während Gl. (III.E.2) weiter an-
steigt.  Obwohl der Ansatz (III.E.12) nicht ausgeschlossen werden kann, möchte ich wegen der we-
nigen Parameter weiterhin Gl. (III.E.2) den Vorzug geben.  

Abb. I I I .E.7:  Vergleich der beiden Ansätze (III.E.2) 
(durchgezogen) und (III.E.12) (gestrichelt) für die Abhän-
gigkeit der Lokalisierungslänge λ vom Abstand r vom 
Lokalisierungszentrum für das zweidimensionale Standard-
Anderson-Modell mit Unordnung (a) w = 10.0 und (b) w = 
8.5.  Die gezeigten Kurven sind für Ansatz (III.E.2) (a) 
λ(r) = 0.89 ln(r/1.2) und (b) λ(r) = 1.56 ln(r/2.6) (wie in 
Abb. III.E.2) und für Ansatz (III.E.12) (a) λ(r) = [1/5.29 – 
1.09/r – 1.23 ln(0.22/r)]–1 und (b) λ(r) = [1/9.13 – 1.24/r – 
1.28 ln(0.29/r)]–1. 
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III.F. Lokalisierung wechselwirkender Elektronen in zwei-
dimensionalen Systemen 
Wie in der Motivation (Kapitel III.A) dargestellt, sind in den Messungen der elektrischen Leitfähig-
keit von zweidimensionalen Elektronensystemen, die den bislang unverstandenen Metall-Isolator-
Übergang zeigen, die Energien der Elektron-Elektron-Wechselwirkungen groß im Vergleich zur 
Fermi-Energie (Verhältnis rs ≈ 4 bis 20).  Daher kann man weder die Unordnung, die für die Quan-
ten-Lokalisierung verantwortlich ist, noch die Vielteilchen-Wechselwirkungen störungstheoretisch 
hinreichend behandeln.  Beide sind so stark, dass sowohl eine „mean field“-Näherung für die Un-
ordnung als auch der Ansatz eines effektiven Potenzials für die Wechselwirkungen, das alle anderen 
Elektronen pauschal beschreibt, problematisch sind.  Alle störungstheoretischen Behandlungen sind 
im erforderlichen Parameterbereich nicht mehr voll gültig.  Daher sollen in diesem Kapitel nume-
risch Eigenzustände des erweiterten Anderson-Modells (siehe Abschnitte III.B.5 und 6) analysiert 
werden, bei dem die Vielteilchen-Coulomb-Wechselwirkungen explizit berücksichtigt sind.  Zu-
sätzlich werden auch die Auswirkungen eines Magnetfelds in diesem Modell untersucht, weil es zur 
Magnetoleitfähigkeit mehrere aktuelle Experimente gibt (siehe Abschnitt III.A.2).  Die meisten in 
diesem Kapitel beschriebenen Ergebnisse sind in [BERKOVITSetal-01, KANTELHARDTetal-01, BER-

KOVITS&KANTELHARDT-02a, BERKOVITS&KANTELHARDT-02b] publiziert. 

III.F.1. Analyse der Tunnelamplitude für polarisierte Elektronen 
Zuerst betrachten wir das erweiterte Anderson-Modell ohne Spin-Freiheitsgrad, Glgn. (III.B.13) 
und (III.B.14), das für polarisierte Elektronen gilt [BERKOVITSetal-01, KANTELHARDTetal-01].  
Aufgrund der Vielteilchen-Coulomb-Wechselwirkungen ist exakte Berechnung von Eigenzuständen 
numerisch wegen der großen Matrizen des Hamilton-Operators sehr aufwendig; siehe Gl. (III.B.12) 
für den Rang der Basis, d.h. der auftretenden Matrizen.  Daher betrachten wir Systeme von N = 4, 6 
und 8 wechselwirkenden Elektronen auf Quadratgittern der Größen n×m = 6×6, 5×5 bzw. 5×4 mit 
periodischen Randbedingungen (Torus-Geometrie; Basis-Rang 58905, 177100 bzw. 125970).  Die 
Ladungsträgerdichten, d.h. die Füllungsfaktoren (die Anzahlen der Elektronen pro Gitterplatz), 
betragen N/nm = 4/36 ≈ 0.11, 6/25 = 0.24 bzw. 8/20 = 0.40.  Wie in Abschnitt III.C.4 begründet 
wurde, analysieren wir anstelle von Wellenfunktionen ψ(r) die normierte Vielteilchen-Tunnelamp-
litude 1ˆ( ) ~ 0 | |0N Na+ −φ � �rr  zwischen den Grundzuständen 1|0N− �  und |0N �  mit N−1 und N Elek-
tronen, deren Betragsquadrat die Wahrscheinlichkeit für das Erhalten des Grundzustands nach dem 
Hinzufügen eines Elektrons auf dem Gitterplatz r  ist.  Da man in der numerischen Simulation die 
Ladungsträgerdichte N/nm nicht kontinuierlich verändern kann, sondern auf die drei angegebenen 
Werte fixiert ist, wird die Veränderung des Parameters rs durch eine Variation der Stärke U der 
Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen erreicht (siehe Gl. (III.B.14)), 

 1 4s tr U nm N= π  (III.F.1) 

Für elf Werte der (dimensionslosen) Coulomb-Wechselwirkungsstärke U = 0, 1, 2, …, 10 und vier 
Werte des Parameters w für die diagonale Anderson-Unordnung, w = 5, 10, 15, 20, haben wir je 100 
Konfigurationen analysiert.  Die Energieeinheit ist wieder durch t = 1 für die Nichtdiagonalterme 
des Anderson-Hamilton-Operators (III.B.13) festgelegt, die der kinetischen Energie entsprechen.   
Abbildung III.F.1 zeigt für vier Elektronen auf dem 6×6 Gitter und je sechs der 100 Konfiguratio-
nen (nebeneinander) die normierten Tunnelamplituden φ(r) für alle Coulomb-Wechselwirkungs-
stärken U (übereinander; entsprechend verschiedenen Werten von rs nach Gl. (III.F.1)) und zwei 
Unordnungsstärken w.  Wenn man die Reihen übereinander liegender Bilder vergleicht, erkennt 
man, dass sich die Verteilungen der Tunnelamplituden für dieselbe Konfiguration ähneln, dass aber 
eine systematische Verschiebung mit zunehmendem U stattfindet.  Ohne Coulomb-Wechselwir-
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kung kann man bei w = 5 mehrere Lokalisierungsschwerpunkte (dunkle Bereiche) auf den 6×6 Git-
tern unterscheiden, während es für starke Wechselwirkung meist nur noch einen klaren Schwer-
punkt gibt (man beachte die periodischen Randbedingungen).  Dies zeigt ein zunehmend lokalisier-
tes Verhalten der Tunnelamplituden mit zunehmender Wechselwirkung an.  Die Veränderungen 
erfolgen für w = 15 von einem schon stärker lokalisierten Anfangszustand ohne Wechselwirkung 
und sind schwächer, aber tendenziell in derselben Richtung.   
Nun sollen verschiedene, von den Einteilchen-Eigenzuständen her bekannte Analysemethoden auf 
die normierten Tunnelamplituden φ(r) angewandt werden.  Abbildung III.F.2 zeigt – wieder für vier 
Elektronen auf dem 6×6-Gitter – die mittleren räumlichen Autokorrelationsfunktionen  

 ( ) ( ) ( )
r

C r
′− =

′= φ φ
r r

r r , (III.F.2) 

wobei die Mittelung für jedes U und w über alle Gitterplatz-Paare im (Luftlinien-)Abstand r und 
über alle 100 Konfigurationen erfolgte.  Ähnliche Ergebnisse haben wir für die anderen Systemgrö-
ßen erhalten.  Offensichtlich fällt die Autokorrelationsfunktion (III.F.2) mit r ab und zeigt wie zu 
erwarten das Abklingen von Amplituden-Korrelationen an.  Der Abfall wird wie bei nicht wech-
selwirkenden Elektronen für stärkere Unordnung w schneller, was eine stärkere Lokalisierung der 
Eigenzustände bei stärkerer Unordnung signalisiert.  Darüber hinaus entwickelt sich der Abfall von 
C(r) gleichmäßig mit ansteigender Coulomb-Wechselwirkung U, die nach Gl. (III.F.1) einem an-
steigenden Wert von rs entspricht.  Wie Abb. III.F.2 zeigt, fällt C(r) umso schneller ab, je stärker 
die Elektron-Elektron-Wechselwirkungen im Vergleich mit der Fermi-Energie sind.  Also kann 
man schon aus diesen Ergebnissen schließen, dass es in dem betrachteten Modell keinen Übergang 

Abb. I I I .F.1:  Graustufen-Darstellungen von Verteilungen der normierten Tunnelamplituden φ(r ) für vier 
Elektronen im erweiterten Anderson-Modell auf einem 6×6 Gitter mit anwachsender Coulomb-Wechselwir-
kung U (übereinander) und Unordnungsstärke (a) w = 5, (b) w = 15.  Es sind jeweils 6 Konfigurationen ne-
beneinander dargestellt.  Die Graustufen-Kodierung ist linear, und schwarz entspricht der größten Tunnel-
Amplitude (φ(r ) ≈ 1), weiß der kleinsten (φ(r ) ≈ 0).  
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zu einem metallischen Verhalten für größere Werte von rs gibt, denn die Zustände werden im Ge-
genteil mit anwachsendem rs immer stärker isolierend.  Im Gegensatz dazu war in vorhergehenden 
Arbeiten, in denen persistente Ströme analysiert wurden [BERKOVITS&AVISHAI-98, BENENTIetal-
99], ein Übergang gefunden worden.  Insbesondere zeigte sich, dass das Fluss-Schema der lokalen 
persistenten Ströme geordnet und im Wesentlichen eindimensional wird.  Das Ergebnis für die 
Tunnelamplitude zeigt nun, dass dies Verhalten der persistenten Ströme nicht als ein Anzeichen für 
einen Übergang zu metallischem Verhalten interpretiert werden darf. 
Ein ähnliches Verhalten offenbart das Anteils-Verhältnis (Participation-Ratio) P der normierten 
Tunnel-Amplituden φ(r), Gl. (III.C.35), gemittelt über alle Konfigurationen ν.  Abbildung III.F.3(a) 
zeigt den monotonen Abfall von P mit anwachsender Unordnung w und anwachsender Wechsel-
wirkung U.  Auch hier gibt es kein Anzeichen für eine metallische Phase.   
Zusätzlich haben wir die Verteilungen der Participation-Ratios P(ν) für die je 100 einzelnen Konfi-
gurationen ν untersucht [KANTELHARDTetal-01].  Eine ähnliche Untersuchung der Verteilungen 
wurde für das Standard-Anderson-Modell ohne Wechselwirkungen aber mit langreichweitigen 
Nichtdiagonaltermen durchgeführt [EVERS&MIRLIN-00] im Zusammenhang mit der Behauptung, 
dass verschiedene Eigenzustände desselben Systems unterschiedliche mutlifraktale Eigenschaften 
haben [PARSHIN&SCHOBER-99] (siehe auch Abschnitt III.B.2).  Wenn die Verteilungen sehr breit 
sind, hängt der Mittelwert von P(ν) von der Mittelungsprozedur oder der Anzahl der gemittelten 
Konfigurationen ab, wie bei den gemittelten lokalisierten Eigenzuständen im Anderson-Modell oh-
ne Wechselwirkung (siehe Abschnitt III.E.2).  Daher ist es sinnvoll, zu überprüfen, ob die Breite 
der Verteilungen eine zuverlässige Berechnung des Mittelwerts ermöglicht.  Daneben offenbaren 
die Verteilungen Auswirkungen der kleinen betrachten Systemgrößen, sofern es solche gibt.  Für 
ein lokalisiertes Teilchen ohne Vielteilchen-Wechselwirkungen, erwartet man, dass die Werte von 
log P(ν) normalverteilt sind, während bei gutem metallischem Verhalten die Verteilung sehr eng sein 
sollte [MIRLIN-00].  Wir erwarten daher ähnliche Verteilungen für die Participation-Ratios P(ν) der 
normierten Tunnelamplituden bei den wechselwirkenden Vielelektronen-Zuständen.  Abbildung 
III.F.4 zeigt die Ergebnisse für vier Elektronen auf dem 6×6-Gitter für drei Unordnungsstärken w 
und drei Wechselwirkungsstärken U.  In allen Fällen lassen sich logarithmische Normalverteilun-
gen in akzeptabler Weise an die numerischen Ergebnisse anpassen; es gibt hier also keine wesentli-
chen Störungen durch die kleine Systemgröße.  Für schwache Unordnung (w = 5, Abb. III.F.4(a)), 
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Abb. I I I .F.2:  Der Abfall der räumlichen Autokorrelationsfunktionen C(r) für die normierten Tunnelampli-
tuden φ(r ) für vier Elektronen auf einem 6×6 Gitter im erweiterten Anderson-Modell mit Coulomb-Wechsel-
wirkung U und den Unordnungsstärken w = 5 (oben) und 15 (unten).  Die Korrelationen fallen für starke 
Unordnung und starke Wechselwirkungen schneller ab (nach [BERKOVITSetal-01]).   
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sieht man deutlich eine Verschiebung des Mittelpunkts und der Breite der Verteilung mit anwach-
sender Wechselwirkungsstärke U.  Dieses Ergebnis lässt sich als ein Übergang von einem nahezu 
metallischen (schwach lokalisierten) System für den nicht-wechselwirkenden Fall (U = 0) zu einem 
stärker isolierenden System bei stärkerer Wechselwirkung interpretieren.  Für mittlere und starke 
Unordnung (Abb. III.F.4(b) und (c)) bewegt sich das Zentrum der Verteilungen kaum mit steigen-
der Wechselwirkungsstärke.  Die Breiten sind auch nahezu gleich und betragen ungefähr das Drei-
fache des Wertes im Zentrum.   
Da die Verteilungen in allen Fällen breit sind, stimmen der arithmetische Mittelwert, der typische 
Mittelwert und der geometrische Mittelwert (vgl. dieselben Mittelungsprozeduren für die Lokalisie-
rungslängen in Gl. (II.D.2))  

 
11

arith typ geom, exp log und  P P P P P P
−−≡ ≡ ≡  (III.F.3) 

für die Participation-Ratios nicht überein.  In [EVERS&MIRLIN-00] wurden Parith, Ptyp und der Medi-
an unterschieden.  Allerdings zeigen sich bei unseren Untersuchungen aller drei Mittelwert-Arten 
(III.F.3) keine qualitativen Unterschiede im Hinblick auf die Abhängigkeit von der Unordnungs-
stärke w oder der Wechselwirkungsstärke U.  Da der typische Mittelwert Ptyp am schnellsten kon-
vergiert, d.h. schon für die kleinste Anzahl von Konfigurationen stabil wird, haben wir schon in 
Abb. III.F.3(a) Ptyp aufgetragen, was den numerischen Aufwand etwas verringert.  
Aufgrund der kleinen betrachteten Systeme ist es nicht möglich, die Lokalisierungslänge λ oder die 
Fluktuationen der Tunnel-Amplitude in bestimmten Abständen r vom Lokalisierungszentrum zu 
analysieren, beispielsweise durch Berechnung von H(A,r) wie beim zweidimensionalen Anderson-
Modell ohne Wechselwirkung – die Statistik reicht dafür nicht und für diese Größen sind auch erst 

Abb. I I I .F.3:  (a) Anteils-Verhältnis (Participation-Ratio) P der normierten Tunnelamplituden φ(r ) in Ab-
hängigkeit von der Wechselwirkungsstärke U.  Der monotone Abfall zeigt zunehmend isolierendes Verhal-
ten an.  Die Teile (b) und (c) zeigen die multifraktalen Dimensionen D(−2) und D(2) als wesentliche Ergeb-
nisse der multifraktalen Analyse der normierten Tunnelamplituden φ(r ), deren monotone U-Abhängigkeit 
ebenfalls kein Anzeichen eines metallischen Bereichs aufweist.  Alle Ergebnisse sind im erweiterten Ander-
son-Modell mit Coulomb-Wechselwirkung U durch Mittelung über 100 Konfigurationen ermittelt für vier 
Elektronen auf einem 6×6 Gitter (w = 5 (n ), 10 (�), 15 (�), 20 (�)), sechs Elektronen auf einem 5×5 Gitter 
(w = 5 (¤ ), 15 (�)) und acht Elektronen auf einem 5×4 Gitter (w = 5 (¡ ), 15 (�)) (nach [BERKOVITSetal-01]).  

0 2 4 6 8 10
1

10
 w = 5; 6x6
 w = 10; 6x6
 w = 15; 6x6
 w = 30; 6x6

                    (4 el.)

6

3

(a)  P

U
0 2 4 6 8 10

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8  (c)   D(q = +2) 

U
0 2 4 6 8 10

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

 w = 5; 5x5; 6 el.
 w = 5; 5x4; 8 el.
 w = 15; 5x5; 6 el.
 w = 15; 5x4; 8 el.

 (b)   D(q = −2) 

U



III.F. Lokalisierung wechselwirkender Elektronen in zweidimensionalen Systemen 

166 
 

bei Abständen r � 10 sinnvolle Aussagen möglich.  Eine Charakterisierung der Fluktuationseigen-
schaften der Tunnelamplituden kann aber durch eine multifraktale Analyse erfolgen, bei der die 
Verteilung als Ganzes ohne eine Berücksichtigung des Lokalisierungszentrums betrachtet wird, 
siehe Abschnitt III.C.3.c.  Der Grund ist, dass die Zustände in den kleinen Systemen quasi-
ausgedehnt sind, weil die Lokalisierungslängen nicht oder nicht wesentlich kleiner als die System-
größe (maximal 6) sind.  Daher haben wir die verallgemeinerten Zustandssummen Zq(s) ~ s−τ(q) 
nach Gl. (II.A.36) berechnet und die Renyi-Exponenten τ(q) bestimmt.  Die Abbildungen III.F.3(b) 
und (c) zeigen die verallgemeinerten Dimensionen D(2) = τ(2) und D(−2) = −τ(−2)/3 (siehe Gl. 
(III.C.19)), die für elektronische Systeme normalerweise betrachtet werden.  Man erkennt auch hier 
weitgehend monotone Veränderungen der beiden Dimensionen mit anwachsender Wechselwirkung 
U und findet bei keinem der betrachteten Systeme einen Hinweis auf ein metallisches Regime. 
Eine andere, nach Abschnitt II.A.3.e äquivalente Möglichkeit, die Ergebnisse der multifraktalen 
Analyse zu präsentieren, besteht in der Angabe des Singularitätsspektrums f(α), das nach Gl. 
(II.A.42) die Legendre-Transformierte von τ(q) ist.  Das Singularitätsspektrums wurde in Abschnitt 
II.A.3.c definiert und gibt für jeden Hölder-Exponenten (lokalen Fluktuationsexponenten) α die 
(fraktale) Dimension f(α) des entsprechenden Trägers, d.h. der Menge der Gitterpunkte an, die je-
weils durch denselben Hölder-Exponenten α = α(ν) charakterisiert werden.  Dabei ist der Hölder-
Exponent definiert durch (vgl. Gl. (II.A.34)) 

 ( )( , ) ~ ( 0)p s s sα νν → , (III.F.4) 

wobei jeder Gitterpunkt ν als Mittelpunkt von einem Kästchen der Kantenlänge s betrachtet wird 
und die Kästchen-Wahrscheinlichkeiten p(ν,s) nach Gl. (III.C.17) mit P(r) = φ(r) definiert sind. 
Abbildung III.F.5 zeigt einige Beispiele dieser Singularitätsspektren für vier Elektronen auf dem 
6×6-Gitter.  Da die Multifraktalitätsstärke, die sich in der Breite der f(α)-Spektren bei f = 0 nieder-
schlägt, offensichtlich nicht unabhängig von der Wechselwirkung U ist, ist die Multifraktalität kein 
Anzeichen für einen kritischen Punkt.  Vielmehr werden die Spektren breiter, weil die Zustände mit 
zunehmender Unordnung oder Wechselwirkung immer stärker lokalisiert sind.  Also gibt es auch 
hier keine Anzeichen für eine metallische Phase oder einen kritischen Punkt.   

Abb. I I I .F.4:  Histogramme der Logarithmen der Anteils-Verhältnisse (Participation-Ratios) P der normier-
ten Tunnelamplituden φ(r ) für (a) schwache Unordnung, w = 5, (b) mittlere Unordnung, w = 10, sowie (c) 
starke Unordnung w = 15.  An die numerischen Ergebnisse für 100 Konfigurationen des erweiterten Ander-
son-Modells mit Coulomb-Wechselwirkung für vier Elektronen auf einem 6×6 Gitter sind Normalverteilun-
gen angepasst.  Gezeigt sind die Ergebnisse für drei Wechselwirkungsstärken U = 0 (n , durchgezogene Li-
nien), U = 5 (�, gestrichelt) und U = 9 (�, gepunktet) (nach [KANTELHARDTetal-01]).   
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III.F.2. Die Kubo-Leitfähigkeit für polarisierte Elektronen 
Um die Ergebnisse für die Tunnelamplitude und deren Interpretation als ein Fehlen einer metalli-
schen Phase unabhängig zu überprüfen, haben wir zusätzlich Kubo-Leitfähigkeiten berechnet 
[BERKOVITSetal-01].  Die Motivation für diesen unabhängigen und numerisch sehr aufwendigen 
Ansatz liegt in den abweichenden Ergebnissen von [BELLANIetal-99] begründet, die basierend auf 
Betrachtungen der persistenten Störme für dasselbe Modell auf ein metallische Phase zwischen 
zwei isolierenden Phasen geschlossen hatten.  Während die Verwendung der Tunnelamplituden neu 
ist, stellt die Kubo-Leitfähigkeit eine bereits seit langem bekannte Größe dar, deren Zusammenhang 
mit den Transporteigenschaften unbestritten ist.  
Die Kubo-Formel für die elektrische Leitfähigkeit lautet [BERKOVITS&AVISHAI-96] 

 
( )

( )

2
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0

2 2
0

0 α

α α
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− + γ�

N N N N
x

N N

J E Ee

L h E E
, (III.F.5) 

wobei der Jx der quantenmechanische Strom-Operator ist, L die Seitenlänge des betrachteten Git-
ters, e die Elementarladung und h die Plancksche Konstante.  Die inelastische Verbreiterung γ wird 
ungefähr gleich dem reskalierten Ein-Elektronen Niveau-Abstand B/N(L2 − N) gesetzt, bei dem B 
die Breite des Vielteilchen-Energiebands ist [BERKOVITS-99, SHEPELYANSKY-00].  Die Auswertung 
von Gl. (III.F.5) ist sehr aufwendig, weil man nicht nur die N-Teilchen-Grundzustände |0N �  benö-
tigt, sondern auch die angeregten Zustände | Nα � .  Hier wird die Rechnung auf die 20 energetisch 
niedrigsten Zustände beschränkt, was trotzdem noch eine schwierige Aufgabe für den verwendeten 
Lanczos-Algorithmus darstellt.   
Abbildung III.F.6 zeigt als Ergebnis die Verteilungen der dimensionslosen Kubo-Leitfähigkeiten 

2( )g h e= σ  für zwei Unordnungsstärken w und vier Wechselwirkungsstärken U.  Für die geringere 
Unordnung, die ohne Wechselwirkung bei den betrachteten kleinen Systemen quasi-ausgedehnte 
(nahezu metallische) Zustände zur Folge hat, nähert sich die Verteilung mit anwachsender Wech-
selwirkungsstärke einer logarithmischen Normalverteilung an.  Für die stärkere Unordnung, bei der 

Abb. I I I .F.5:  Singularitäts-Spektren f(α) für die normierte Vielteilchen-Tunnelamplitude φ(r ) im erweiter-
ten Anderson-Modell mit Wechselwirkung U und Unordnung (a) w = 5 und (b) w = 15.  Für jeden Hölder-
Exponenten α kann f(α) interpretiert werden als die fraktale Dimension der Teilmenge von Kästchen ν, die 
durch p(ν,s) ~ sα charakterisiert werden.  Die Spektren werden mit zunehmender Wechselwirkung breiter, 
was einen Übergang zu stärker lokalisierten Zuständen anzeigt (nach [BERKOVITSetal-01]).   
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das System schon ohne Wechselwirkung isolierende Zustände aufweist, ergeben sich logarithmi-
sche Normalverteilungen bei allen betrachteten Wechselwirkungsstärken.  Da die Leitfähigkeitsver-
teilung nur für ein isolierendes System eine logarithmische Normalverteilung ist [SHAPIRO-86], 
während für ein metallisches System eine einfache Normalverteilung erwartet wird, zeigt dieses 
Verhalten, dass die Elektron-Elektron-Wechselwirkungen den metallischen Charakter der Kubo-
Leitfähigkeiten verringern.  Das ist konsistent mit älteren Ergebnissen zur Kubo-Leitfähigkeit in 
Verbindung mit Wechselwirkungen [BERKOVITS&AVISHAI-96, VOJTAetal-98].  Insbesondere wurde 
gezeigt, dass die Leitfähigkeit im diffusiven Bereich durch Wechselwirkungen unterdrückt wird, 
während nur tief im lokalisierten Bereich, in dem die Leitfähigkeit sehr klein ist, eine leichte Erhö-
hung möglich ist [VOJTAetal-98].   
Derselbe Trend ist in Abb. III.F.6 auf dem kleinen Bild zu erkennen, in dem die logarithmischen 
Mittelwerte der Kubo-Leitfähigkeiten für die verschiedenen betrachteten Elektronen-Anzahlen und 
Systemgrößen gegen die Wechselwirkungsstärke U aufgetragen sind.  Demnach zeigen weder die 
Verteilung noch die Mittelwerte der Kubo-Leitfähigkeiten für die polarisierten Elektronen irgendein 
Anzeichen einer metallischen Phase und bestätigen voll die Ergebnisse aus der Untersuchung der 
Tunnelamplituden im vorhergehenden Abschnitt. 

III.F.3. Der senkrechte Magnetowiderstand und sein Skalenverhalten 
In diesem Abschnitt betrachte ich das erweiterte Anderson-Modell mit Coulomb-Wechselwirkung 
und einem senkrecht zu dem zweidimensionalen Elektronensystem stehenden Magnetfeld, siehe 
Abschnitt III.B.5 und Glgn. (III.B.13), (III.B.14) und (III.B.15) [KANTELHARDTetal-01].  Das senk-
rechte Magnetfeld geht in die Nichtdiagonalelemente der Hamilton-Operator-Matrix ein, so dass 
man schon ohne Berücksichtung des Elektronen-Spins, d.h. für polarisierte Elektronen, eine Aus-
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Abb. I I I .F.6:  Verteilungen des Logarithmus der dimensionslosen Kubo-Leitfähigkeiten g = (h/e2)σ für Un-
ordnung w = 5 und 15 und Wechselwirkungsstärken U = 0, 4, 7 und 10 für vier Elektronen auf einem 6×6 
Gitter.  Das kleine Bild zeigt die logarithmischen Mittelwerte von g in Abhängigkeit von der Wechselwir-
kungsstärke für vier Elektronen auf einem 6×6 Gitter (gemittelt über 280 Unordnungs-Konfigurationen), 
sechs Elektronen auf einem 5×5 Gitter (60 Konfigurationen) und acht Elektronen auf einem 5×4 Gitter (100 
Konfigurationen) (nach [BERKOVITSetal-01]).   
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wirkung erwarten kann.  Die Universalitätsklasse der Matrix wechselt dabei vom orthogonalen En-
semble (GOE) zum unitären Ensemble (GUE), weil die Nichtdiagonalterme komplexe Zahlen wer-
den.  So ist der Hauptunterschied zu den Rechnungen in Abschnitt III.F.1, dass jetzt der tiefste Ei-
genzustand von unitären Matrizen mit dem Lanczos-Algorithmus berechnet werden muss.  Zwar 
wird in den meisten Experimenten ein paralleles Magnetfeld verwendet (siehe Abschnitt III.A.2), 
weil dafür der Magnetowiderstand viel größer ist, aber es gibt für ein senkrechtes Magnetfeld eine 
Reihe von Vorhersagen zum Magnetowiderstand.  Daher können die hier durchgeführten Rechnun-
gen auch als ein Test der auf Analyse der normierten Tunnelamplitude basierenden neuen Methode 
zur Untersuchung wechselwirkender Elektronensysteme dienen. 
Für ein Magnetfeld senkrecht zu einem zweidimensionalen System gilt ein schwacher negativer 
Magnetowiderstand, d.h. ein leichter Abfall des Widerstands mit zunehmendem Magnetfeld, übli-
cherweise als ein Anzeichen von schwacher Lokalisierung, obwohl es auch einen zusätzlichen posi-
tiven Beitrag durch eine Spin-Aufspaltung und durch Bahneffekte geben kann [LEE&RAMAKRISH-
NAN-85].  Der Grund für den negativen Magnetowiderstand ist, dass das Magnetfeld zu einigen 
ausgedehnten Zuständen in dem zweidimensionalen System führt, die auch beim Quanten-Hall-
Effekt eine wichtige Rolle spielen.  Für nicht wechselwirkende Systeme mit schwach lokalisierten 
Elektronenzuständen wurde der Magnetowiderstand theoretisch berechnet.  Asymptotisch für ein 
kleines senkrechtes Magnetfeld H ist er proportional zu H2 [HIKAMIetal-80].  Eine logarithmische 
Abhängigkeit wird hingegen für große Felder H erwartet [HIKAMIetal-80, ALTSHULERetal-80], sie-
he auch [LEE&RAMAKRISHNAN-85] für einen Überblick. 
Um aus den normierten Tunnelamplituden φ(r) (siehe Abschnitt III.C.4) ohne und mit zusätzlichem 
Magnetfeld den Magnetowiderstand abzuschätzen, betrachten wir wieder die Anteils-Verhältnisse 
(Participation-Ratios) P nach Gl. (III.C.35).  Um eine schnellere Konvergenz zu erreichen, wird der 
typische Mittelwert Ptyp über die Unordnungs-Konfigurationen nach Gl. (III.F.3) berechnet.  Ein 
Anstieg von P(H) mit zunehmendem Magnetfeld H zeigt einen zunehmend metallischen Charakter 
der Zustände an und entspricht daher einem Absinken des Widerstands, also einem negativen Mag-
netowiderstand.  Um die Ergebnisse für verschiedene Unordnungsstärken und verschiedene Wech-
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Abb. I I I .F.7:  Relative Abweichungen der Participation-Ratios P(H) von P(0) für sehr schwache, senkrechte 
Magnetfelder H (in Einheiten des Flussquantums pro Elementarzelle).  Das erweiterte Anderson-Modell mit 
Coulomb-Wechselwirkung und Magnetfeld wurde für vier Elektronen auf einem 6×6-Gitter betrachtet für (a) 
schwache Unordnung, w = 5, und (b) mittlere Unordnung, w = 10, sowie verschiedene Wechselwirkungs-
stärken U (siehe Legenden), gemittelt über 100 Unordnungs-Konfigurationen.  Der Anstieg von P(H) signa-
lisiert einen negativen Magnetowiderstand (nach [KANTELHARDTetal-01]).  
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selwirkungsstärken besser vergleichen zu können, bei denen die Ausgangswerte P(0) ohne Magnet-
feld sehr verschieden sind, tragen wir P(H)/P(0) – 1 auf. 
Abbildung III.F.7 zeigt die Ergebnisse für vier Elektronen auf einem 6×6 Gitter, gemittelt über 100 
Konfigurationen; es sollen zuerst die Ergebnisse für schwache Unordnung w = 5 (Abb. III.F.7(a)) 
diskutiert werden.  Man erkennt deutlich, dass der Participation-Ratio monoton mit dem Magnetfeld 
ansteigt, dass also wie für schwache Lokalisierung erwartet ein negativer Magnetowiderstand auf-
tritt.  Die Ergebnisse für die größere Unordnung, w = 10, die bei den betrachteten Systemgrößen 
dem Übergangsbereich zwischen schwacher und starker Lokalisierung entspricht, zeigt Abb. 
III.F.7(b).  Im Allgemeinen finden wir auch dafür einen negativen Magnetowiderstand.  Die Ergeb-
nisse sind allerdings weniger stabil, besonders bei starken Wechselwirkungen, siehe z.B. die Kurve 
für U = 9.  Folglich wird der Magnetowiderstand im Übergangsbereich komplizierter.  Für noch 
stärkere Unordnung, w = 15, die dem lokalisierten Bereich entspricht, erwartet man einen nur sehr 
kleinen Magnetowiderstand.  Daher werden die Unterschiede von P(H) und P(0) numerisch schwer 
auflösbar, denn das Magnetfeld führt nur zu minimalen Veränderungen im Vergleich mit relativ 
großen Unsicherheiten in der Mittelung über Unordnungs-Konfigurationen.  Unsere hier nicht ge-
zeigten Berechnungen scheinen auch in diesem Fall einen schwachen negativen Magnetowiderstand 
anzuzeigen, der praktisch unabhängig von der Wechselwirkungsstärke ist.   
Der Magnetowiderstand im Bereich der schwachen Lokalisierung (Abb. III.F.7(a)) ist einfacher zu 
verstehen.  Abbildung III.F.8 zeigt, dass wir durch Reskalieren des Magnetfelds H einen Datenkol-
laps erhalten können.  Wir haben dazu H durch von der Wechselwirkungsstärke U abhängige, ge-
eignet gewählte Faktoren Hrel(U) dividiert.  Wie im kleinen Bild in Abb. III.F.8 gezeigt ist, gilt 
Hrel(U) > 1 für U > 0.  Die Wechselwirkung macht also für denselben Effekt ein größeres Magnet-
feld nötig, oder – anders ausgedrückt – sie reduziert das wirksame (effektive) Feld auf den Wert 
H/Hrel(U).  Das bedeutet, dass durch eine stärkere Wechselwirkung der Magnetowiderstand verrin-
gert wird, was wiederum einem weniger metallischen Verhalten entspricht.  Die numerischen Werte 
von Hrel(U), die im kleinen Bild von Abb. III.F.8 gezeigt sind, können durch Hrel(U) ≈ 1 + U/4 an-
genähert werden.  Dieses Verhalten ist ähnlich wie die reduzierte Empfindlichkeit der Höhen der 
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Abb. I I I .F.8:  Daten-Kollaps der schon in Abb. III.F.7(a) gezeigten Ergebnisse für die Abhängigkeit des 
Participation-Ratios der Tunnelamplitude vom Magnetfeld H bei schwacher Unordnung w = 5.  Das Magnet-
feld wird durch Division durch den U-abhängigen Skalenparameter Hrel(U) renormiert, der in dem kleinen 
Bild gezeigt ist und der für schwache Wechselwirkung durch Hrel(U) ≈ 1 + U/4 approximiert werden kann 
(eingezeichnete Gerade).  Die gestrichelte und punktierte Linie sind angepasste Kurven mit dem theoretisch 
erwarteten asymptotischen Verhalten des Magnetowiderstands (nach [KANTELHARDTetal-01]).  
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Leitfähigkeits-Maxima gegenüber einem magnetischen Feld, die für Quantenpunkte im Coulomb-
Blockade-Bereich experimentell [FOLKetal-96, CHANGetal-96] und in Simulationen [BERKO-

VITS&SIVAN-98] beobachtet wurden.  Für größere Wechselwirkungsstärken U sättigt das Reskalie-
rungsfeld Hrel(U), d.h. wenn die Wechselwirkung eine gewisse Schwelle übersteigt, reduziert sie 
den Magnetowiderstand nicht weiter.  
Für sehr kleine Magnetfelder U finden wir in III.F.8 einen verzögerten Anstieg der Participation-
Ratios, der sich gut durch die theoretisch vorhergesagte Parabel ~ H2 [HIKAMIetal-80, LEE&RAMA-
KRISHNAN-85] beschreiben lässt.  Andererseits kann dieses Verhalten auch eine Auswirkung der 
Tatsache sein, dass das Verhalten bei kleinen Feldern hauptsächlich von großen Trajektorien beein-
flusst wird, deren Pfad Bereiche mit positivem und negativem Feld einschließen kann (siehe Ab-
schnitt III.B.5 für die verwendeten Randbedingungen), so dass sich die magnetischen Flüsse effek-
tiv auslöschen und den Magnetowiderstand reduzieren.  Für größere Magnetfelder, bei denen die 
kleinen Trajektorien wesentlich sind, tendiert der Anstieg von P(H) zu einer Sättigung, was eine 
Abnahme des Magnetowiderstands anzeigt.  Unsere numerischen Ergebnisse stimmen mit dem the-
oretisch vorhergesagten logarithmischen Verhalten [HIKAMIetal-80, ALTSHULERetal-80] überein.   
Die Übereinstimmung mit den Erwartungen demonstriert die Zuverlässigkeit der neuen Methode 
der Analyse von Transporteigenschaften wechselwirkender Elektronen durch die Betrachtung von 
Participation-Ratios der normierten Tunnelamplitude.  Es wurde in diesem Abschnitt gezeigt, dass 
die Methode durchaus auch erwartete Übergänge zu eher metallischen Zuständen anzeigen kann.  
Da für die wechselwirkenden polarisierten Elektronensysteme (ohne Berücksichtigung des Spins) 
aber kein Anzeichen eines Metall-Isolator-Übergangs zu erkennen ist (siehe Abschnitte III.F.1 und 
III.F.2), soll nun das Lokalisierungsverhalten unter Berücksichtigung des Elektronenspins betrach-
tet werden.  Dadurch wird auch ein Vergleich mit den Experimenten (siehe Abschnitt III.A.2) zum 
parallelen Magnetowiderstand (mit einem Magnetfeld, das in der Systemebene liegt) ermöglicht. 

III.F.4. Spinkanäle für die Tunnelamplitude 
In diesem eher technischen (und zum Verständnis nicht unbedingt notwendigen) Abschnitt wird das 
Konzept der Tunnelamplitude (siehe Abschnitt III.C.4) auf Elektronensysteme mit Spin verallge-
meinert und diskutiert, warum nicht periodische, sondern harte Randbedingungen in den Simulatio-
nen verwendet werden.  Ein erweitertes zweidimensionales Anderson-Modell mit Berücksichtigung 
des Elektronenspins wurde bereits in Abschnitt III.B.6 vorgestellt, siehe Glgn. (III.B.16) bis 
(III.B.20).  Wesentlich ist dabei, dass sich zwei Elektronen (mit entgegen gesetztem Spin) auf ei-
nem Gitterplatz aufhalten dürfen.  Die Abstoßung zwischen zwei solchen Elektronen wird durch die 
kurzreichweitige Hubbard-Wechselwirkung UH, Gl. (III.B.17), beschrieben, die zu der schon in den 
vorhergehenden Abschnitten verwendeten, langreichweitig mit 1/r abfallenden Coulomb-Wechsel-
wirkung U, Gl. (III.B.18), hinzukommt.  Als erstes wird jetzt nur die Hubbard-Wechselwirkung UH 
verwendet (U = 0).  Aufgrund des numerischen Aufwands, der noch stärker mit der Elektronenzahl 
ansteigt als bei den polarisierten Elektronen, können Systeme mit vier Elektronen auf einem 6×6-
Gitter und mit sechs Elektronen auf einem 4×4-Gitter betrachtet werden.  Um den Bereich der 
schwachen Lokalisierung zu betrachten, verwenden wir die Unordnungsstärken w = 5 bzw. 8. 
Da das Modell keinen Mechanismus für ein Umklappen des Spins enthält, können die Eigenzustän-
de ,|0 zN S �  für jeden möglichen Gesamtspin Sz der N Elektronen in z-Richtung getrennt berechnet 
werden.  Um die Tunnelamplituden , 1,ˆ0 | |0z zN S N Sa ′−+� �r  zwischen den Grundzuständen mit N − 1 und 
N Elektronen zu bestimmen, muss als erstes geklärt werden, zwischen welchen Spin-Zuständen der 
Übergang erfolgt.  Dabei gibt es verschiedene erlaubte Übergänge (Spinkanäle) für die Spinkompo-
nente S’ z des N−1- und Sz des N-Teilchen-Zustands.  Bei N = 4 sind vier Spinkanäle möglich, 
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 3,1 2 4,0 3,1 2 4,1 3,3 2 4,1 3,3 2 4,20 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0→ → → → , (III.F.6) 

und für N = 6 gibt es dementsprechend 6 Spinkanäle, 

 
3 3 5 51 1

2 2 2 2 2 25, 5, 5, 5, 5, 5,6,0 6,1 6,1 6,2 6,2 6,30 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0→ → → → → → . (III.F.7) 

Abbildung III.F.9 zeigt die Abhängigkeit der Participation-Ratios P (Gl. (III.C.35)) der Tunnelamp-
lituden von der Hubbard-Wechselwirkungsstärke UH für alle vier bzw. sechs möglichen Spinkanäle 
[BERKOVITS&KANTELHARDT-02a]; es ist wieder der logarithmische Mittelwert Ptyp über die Unord-
nungs-Konfigurationen nach Gl. (III.F.3) berechnet, weil der schneller konvergiert.  Während die 
Tunnelamplituden ohne Wechselwirkung (UH = 0) sehr ähnliche Werte von P aufweisen, steigen 
einige für UH > 0 deutlich an, was eine schwächere Lokalisierung, d.h. eher metallisches Verhalten 
signalisiert.  Für vollständig polarisierte Elektronen entsprechend dem Übergang 3

2 2zS = →  in 
Abb. III.F.9(a) und 5

2 3zS = →  in Abb. III.F.9(b) hat die Hubbard-Wechselwirkung UH keine Aus-
wirkungen, da sie nur Elektronen mit unterschiedlichem Spin koppelt (siehe Gl. (III.B.17)).   
Es ist interessant, dass es zwei unterschiedliche Grade des Anstiegs gibt.  Die Participation-Ratios 
für die Übergänge, bei denen ein Elektron mit Spin nach unten hinzukommt, Sz(Ende) = Sz(Anfang) 
− 1/2, steigen verhältnismäßig stärker an als die Participation-Ratios für die Übergänge, bei denen 
ein Elektron mit Spin nach oben hinzukommt, Sz(Ende) = Sz(Anfang) + 1/2.  Der Grund dafür könn-
te sein, dass das zusätzliche Elektron mit Spin nach unten zu mehreren Elektronen hinzukommt, die 
einen Spin nach oben haben, was die Wirksamkeit der Hubbard-Wechselwirkung verstärkt.  Ein 
zusätzliches Elektron mit Spin nach oben, das zu mehreren anderen Elektronen mit Spin nach oben 
hinzukommt, kann hingegen nicht oder kaum die Hubbard-Wechselwirkung ausnutzen, die nur  
Elektronen mit entgegen gesetztem Spin koppelt.  Es fällt auch auf, dass P für die sechs Elektronen 
auf dem 4×4-Gitter bei starker Hubbard-Wechselwirkung UH ≥ 5 wieder leicht abfällt, während der 
Wert für vier Elektronen auf dem 6×6-Gitter nur sättigt.  Wir schreiben dieses Verhalten den stark 

Abb. I I I .F.9:  Participation-Ratios für die Tunnelamplituden verschiedener Spin-Kanäle in Abhängigkeit 
von der Stärke der Hubbard-Wechselwirkung UH für (a) 3 → 4 Elektronen auf einem 6×6-Gitter und (b) 5 → 
6 Elektronen auf einem 4×4-Gitter, beide ohne Coulomb-Wechselwirkung (U = 0).  Die Symbole entspre-
chen den einzelnen erlaubten Spin-Übergängen, siehe Legende.  Die Ergebnisse wurden über 100 Konfigura-
tionen logarithmisch gemittelt und die Fehlerbalken zeigen die Standardabweichungen der Mittelwerte (nach 
[BERKOVITS&KANTELHARDT-02a]).  
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unterschiedlichen Landungsträgerdichten ν = 3/8 ≈ 0.38 bzw. 1/9 ≈ 0.11 zu, wobei die größere La-
dungsträgerdichte schon zu einem Anzeichen für einen Mott-Hubbard-Übergang führt, der bei der 
kleineren Ladungsträgerdichte noch nicht in Erscheinung tritt.   
Hier ist anzumerken, dass es einen erstaunlich großen Unterschied macht, ob periodische Randbe-
dingungen oder harte Randbedingungen, d.h. ein unendliches Potenzial am Rand, verwendet wer-
den [BERKOVITS&KANTELHARDT-02b].  Die eben diskutierten Ergebnisse gelten für harte Randbe-
dingungen und erscheinen uns physikalisch sinnvoller.  Wie Abb. III.F.10(a) zeigt, ist insbesondere 
der Participation-Ratio für die Tunnelamplitude des Übergangs vom vollständig polarisierten Zu-
stand in den nicht vollständig polarisierten Zustand, 3,3/2 4,1|0 |0� → �  für periodische Randbedingun-
gen deutlich größer als alle anderen Participation-Ratios.  Bei harten Randbedingungen sind die 
Werte hingegen vergleichbar.  Die UH-Abhängigkeit von 3,3/2 4,1|0 |0� → �  ist bei beiden Randbedin-
gungsarten sehr ähnlich, da die beiden gestichelten Linien in Abb. III.F.10(a) fast parallel verlaufen, 
und der Unterschied ist schon ohne Hubbard-Wechselwirkung (UH = 0) zu beobachten.  Daher han-
delt es sich nicht um einen Effekt der Wechselwirkungen, sondern um einen Einteilchen-Effekt.   
Die Abbildungen III.F.10(b) und (c) zeigen die über 1000 Konfigurationen gemittelten Participati-
on-Ratios der 36 entsprechend ihrer Energie-Eigenwerte geordneten Einteilchen-Zustände des Sys-
tems mit 6×6 Gitterplätzen für verschiedene Unordnungsstärken w.  Man erkennt, dass die Zustände 
mit der kleinsten und der größten Energie (Nr. 1 und 36) bei periodischen Randbedingungen (Abb. 
III.F.10(b)) einen überaus großen Participation-Ratio haben.  Das liegt daran, dass die entsprechen-
den Eigenfunktionen fast konstant sind und nur sehr wenig von der Unordnung beeinflusst werden.  
Bei harten Randbedingungen (Abb. III.F.10(c)) können keine fast konstanten Zustände vorkommen, 
und alle Zustände haben einen ähnlichen Participation-Ratio.  Wenn man nun zu den 3- bzw. 4-
Elektronenzuständen übergeht, so kommt für den Spinkanal 3,3/2 4,1|0 |0� → �  gerade ein Elektron mit 
Spin nach unten zu drei Elektronen mit Spin nach oben.  Für die Grundzustände wird dieses Elek-
tron näherungsweise in den energetisch tiefsten unbesetzten Zustand mit Spin nach unten gehen, 
und das ist hier der tiefste Einteilchenzustand, für den der Participation-Ratio bei periodischen 
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Abb. I I I .F.10:  (a) Participation-Ratios für die normierten Tunnelamplituden verschiedener Spin-Kanäle 
(siehe Legende) in Abhängigkeit von der Stärke der Hubbard-Wechselwirkung UH für periodische Randbe-
dingungen (dünne Linien) und harte Randbedingungen (dicke Linien), für 3 → 4 Elektronen im erweiterten 
Anderson-Modell mit Hubbard-Wechselwirkung und schwacher Unordnung w = 5 auf einem 6×6-Gitter.  (b) 
und (c):  Mittlere Participation-Ratios für je 1000 Einteilchen-Eigenzustände auf einem 6×6-Gitter im Stan-
dard-Anderson-Modell (U = UH = 0) für w = 1 (oberste Kurve) bis w = 10 (unterste Kurve) für (b) periodi-
sche und (c) harte Randbedingungen (nach [BERKOVITS&KANTELHARDT-02b]).  
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Randbedingungen so ungewöhnlich (unphysikalisch) groß ist.  Daher liegt die Kurve für 
3,3/2 4,1|0 |0� → �  bei periodischen Randbedingungen unphysikalisch hoch.  Aus diesem Grund be-

trachten wir für die Elektronen mit Spin harte Randbedingungen.  Im Unterschied zu den Elektro-
nen ohne Spin muss dann übrigens in dem Term für die Coulomb-Wechselwirkung eine Hinter-
grund-Ladung berücksichtigt werden, damit die Elektronen nicht an die harte Wand gedrückt wer-
den (siehe Gl. (III.B.18)). 
Für die Transporteigenschaften ohne thermische Anregungen (im Limes T → 0) sind nicht alle nach 
den Regeln (III.F.6) bzw. (III.F.7) erlaubten Spinkanäle wirklich maßgeblich.  Tatsächlich ist im-
mer der Übergang zwischen dem energetisch tiefsten N−1-Teilchen-Zustand und dem energetisch 
tiefsten N-Teilchen-Zustand entscheidend, falls dieser Übergang nach den Regeln erlaubt ist.  Wenn 
die entsprechenden Eigenenergien entartet sind, betrachten wir immer den Zustand mit dem größten 
Sz als Grundzustand; das entspricht der Annahme eines infinitesimalen polarisierenden Magnet-
felds.  Gibt es zwischen den so gefundenen Grundzuständen keinen erlaubten Übergang, sind die 
Tunnelamplitude und auch der Participation-Ratio P für die betreffende Konfiguration Null.  Da 
aber nicht nur die Eigenzustände, sondern auch die Eigenwerte von Modell-Parametern wie UH ab-
hängen und für verschiedene Konfigurationen schwanken, wird nicht für jede Konfigurationen und 
alle UH der gleiche Spinkanal den Grundzustandsübergang darstellen [BERKOVITS&KANTELHARDT-
02a].  Abbildung III.F.11 zeigt die Mittelwerte Sz(Anfang) vom Spin im 3-Elektronen- (Anfangs-) 
zustand und Sz(Ende) vom 4-Elektronen- (End-) Zustand.  Man erkennt, dass ohne Wechselwirkung 
(UH = 0) nur Übergänge zwischen den tiefsten Spin-Werten Sz(Anfang) = 1/2 und Sz(Ende) = 0 er-
folgen, während bei UH > 0 auch manchmal ein höherer Wert Sz(Ende) vorkommt. 

III.F.5. Auswirkungen der Hubbard-Wechselwirkung und eines parallelen 
Magnetfelds auf Elektronen mit Spin 
Abbildung III.F.11 zeigt für das erweiterte Anderson-Modell mit Spin und (kurzreichweitiger Hub-
bard-) Elektron-Elektron-Wechselwirkung die drei Mittelwerte der Participation-Ratios P der Tun-
nelamplitude nach Gl. (III.F.3) in Abhängigkeit von der Stärke der Hubbard-Wechselwirkung UH.  
Die verschiedenen Mittelwerte weisen zwar quantitativ leicht verschiedene Werte auf, haben aber 
qualitativ für beide betrachteten Systeme, (a) vier Elektronen auf einem 6×6-Gitter und (b) sechs 
Elektronen auf einem 4×4-Gitter, dasselbe Verhalten.  Das bedeutet, dass die Breite der Verteilung 
der P(ν)-Werte für die einzelnen Konfigurationen keine Rolle spielt.  Mit anwachsender Hubbard-
Wechselwirkung UH steigen auch die Participation-Ratios P für den Transport bei T = 0 deutlich an 
solange UH ≤ 5, und für größere UH hängen sie nur noch schwach davon ab.  Das bedeutet, dass der 
Transport im zweidimensionalen System durch Hubbard-Wechselwirkungen verstärkt wird; das 
Verhalten wird etwas metallischer.  Die Verstärkung ist im Vergleich mit den experimentellen Er-
gebnissen allerdings eher schwach und erreicht maximal 50% für das 6×6-Gitter mit vier Elektro-
nen und 70% für das 4×4-Gitter mit sechs Elektronen.  Der Bereich von UH, in dem die Verstärkung 
auftritt, kann nicht direkt mit experimentellen Ergebnissen verglichen werden, weil der dafür rele-
vante Parameter rs mit der Coulomb-Wechselwirkung U zusammenhängt, die hier 0 ist, und nicht 
mit der Hubbard-Wechselwirkung UH; siehe Gl. (III.F.1). 
Als nächstes soll untersucht werden, wie der Transport bei T = 0 von einem parallelen Magnetfeld 
B, einem Feld in der Ebene des Elektronensystems, beeinflusst wird [BERKOVITS&KANTELHARDT-
02a].  Während es für ein senkrechtes Feld zu Veränderungen der Bahnen kommt (siehe Abschnitt 
III.F.3), wechselwirkt das parallele Feld nur mit den Elektronenspins, siehe Glgn. (III.B.16) bis 
(III.B.20).  Da die Vielteilchen-Eigenfunktionen ,|0 zN S �  bereits als Eigenzustände des entsprechen-
den Spinoperators Sz berechnet wurden, bleiben sie auch mit Magnetfeld Eigenfunktionen.  Das 
einzige, was das Magnetfeld verändert, sind die Vielteilchen-Eigenwerte , zN SEα , die sich nach Gl. 
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(III.B.19) um den Wert −gµBBSz verschieben, also auf ,
B

zN S
zE g BSα − µ .  Dadurch werden mögli-

cherweise andere Eigenzustände zum Grundzustand, und die Bestimmung der maßgeblichen Spin-
kanäle zwischen dem energetisch tiefsten N−1-Teilchen-Zustand und dem energetisch tiefsten N-
Teilchen-Zustand muss für jedes Feld B wiederholt werden.  Es ist zu erwarten, dass mit wachsen-
dem B ein höherer Polarisationsgrad der Elektronen energetisch günstiger wird [KURLANDetal-01].  
Die Ergebnisse für Sz(Anfang) und Sz(Ende) für 3 → 4 Elektronen auf dem 6×6-Gitter in Abb. 
III.F.12 bestätigen diese Erwartung klar.  Gezeigt ist der Mittelwert des Spins vom 3-Elektronen-
Grundzustand (Sz(Anfang), Abb. III.F.12(a)) und vom 4-Elektronen-Grundzustand (Sz(Ende), Abb. 
III.F.12(b)) in Abhängigkeit vom parallelen Magnetfeld B für vier Werte von UH; man sieht in bei-
den Teilen einen monotonen Anstieg bis auf die maximalen Werte Sz(Anfang) = 3/2 und Sz(Ende)= 
2 bei hohen B.   
Jetzt kann – unter zusätzlicher Berücksichtigung der Regel Sz(Ende) = Sz(Anfang) ± 1/2 – auch der 
Mittelwert der Participation-Ratios P der entsprechenden normierten Tunnelamplituden für ver-
schiedene Magnetfelder berechnet werden, um die Frage nach der B-Abhängigkeit des T = 0-
Transports zu klären [BERKOVITS&KANTELHARDT-02a].  Die Ergebnisse dieser B-abhängigen Mit-
telungsprozedur sind in Abb. III.F.12(c) für 3 → 4 Elektronen auf dem 6×6-Gitter und in Abb. 
III.F.12(d) für 5 → 6 Elektronen auf dem 4×4-Gitter gezeigt, wieder für verschiedene Werte der 
Hubbard-Wchselwirkung UH.  Im Fall ohne Wechselwirkung gibt es nur eine schwache, nicht mo-
notone Feldabhängigkeit des mittleren Participation-Ratios.  Für UH > 0 beobachten wir zuerst ei-
nen Abfall von P im Bereich gµBB < ∆, wobei ∆ dem mittleren Niveauabstand der Einteilchen-
Zustände entspricht; ∆ ≈ 4/(6⋅6) ≈ 0.11 für das 6×6-Gitter und ∆ ≈ 4/(4⋅4) = 0.25 für das 4×4-
Gitter).  Dieses Verhalten ist das Ergebnis eines größeren Participation-Ratios für die Übergänge 
Sz(Ende) = Sz(Anfang) − 1/2 verglichen mit dem Übergang Sz(Ende) = Sz(Anfang) + 1/2.  Wie die 
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Abb. I I I .F.11:  Mittlere Participation-Ratios der normierten Tunnelamplituden für T = 0-Transport (ausge-
füllte Symbole und linke Skala) und mittlere Spins vor (Sz(Anfang), �) und nach (Sz(Ende), �) dem Tunnel-
prozess (rechte Skala) in Abhängigkeit von der Stärke der Hubbard-Wechselwirkung UH für (a) 3 → 4 Elekt-
ronen auf dem 6×6-Gitter und (b) 5 → 6 Elektronen auf dem 4×4-Gitter im erweiterten Anderson-Modell mit 
Hubbard-Wechselwirkung, ohne Coulomb-Wechselwirkung (U = 0) und mit schwacher Unordnung.  Die 
Resultate für verschiedene Mittelwerte der Participation-Ratios, arithmetischer Mittelwert (n), typischer Mit-
telwert (�) und geometrischer Mittelwert (�) sind qualitativ gleich.  In der Mittelungsprozedur für 100 Kon-
figurationen wurden die Spinkanäle gewählt wie im Text beschrieben; bei allen Konfigurationen war die 
Tunnelamplitude nicht null (nach [BERKOVITS&KANTELHARDT-02a]).  
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Abbildungen III.F.12(a) und (b) zeigen, entspricht der Grundzustand für gµBB < ∆/2 dem Wert 
Sz(Anfang) = 1/2 während im Endzustand mit ansteigendem B mehr und mehr Konfigurationen von 
Sz(Ende) = 0 auf Sz(Ende) = 1 umschwenken; das Umschwenken einzelner Konfigurationen verur-
sacht die kleinen Sprünge in den Kurven.  Die Veränderung des Spins im Zielzustand ist der Grund 
für den Abfall des mittleren P in Abb. III.F.12(c) und (d), was einer Abnahme der Leitfähigkeit 
entspricht.  Dieser anfängliche Abfall wird gefolgt von Zwischenmaxima und –minima, da die Mit-
telwerte von Sz mit wachsendem B ansteigen und abwechselnd Sz(Ende) = Sz(Anfang) − 1/2 und 
Sz(Ende) = Sz(Anfang) + 1/2 überwiegen.  Es tritt immer ein lokales Maximum auf, wenn Sz(Ende) 
= Sz(Anfang) − 1/2 überwiegt; generell ist eine fallende Tendenz zu beobachten.  Sobald für einen 
größeren Anteil der Konfigurationen Anfangs- und Endzustand vollständig Spin-polarisiert sind, 
Sz(Anfang) = 3/2 (5/2) und Sz(Ende) = 2 (3), für vier (sechs) Elektronen, d.h. für große Felder B, 
fällt die Leitfähigkeit für alle Stärken der Hubbard-Wechselwirkung UH auf denselben Wert.  Der 
Grund ist, dass der vollständig polarisierte Spinkanal nur Elektronen mit derselben Spinrichtung 
enthält, die die Hubbard-Wechselwirkung nicht koppelt.  Die Werte des Sättigungs-Magnetfelds 
Bsat, für die das System vollständig Spin-polarisiert wird, sind für beide betrachteten Systemgrößen 
in Abb. III.F.13(a) gezeigt.  Man erkennt, dass Bsat mit zunehmender Hubbard-Wechselwirkung UH 
abnimmt, aber für keinen der betrachteten Werte verschwindet.  
Die Ergebnisse ähneln einigermaßen den experimentellen Resultaten (siehe Abschnitt III.A.2, ins-
besondere Abb. III.A.4).  Der spezifische Widerstand eines zweidimensionalen Halbleiterbauele-
ments, das eine metallische Phase aufweist, steigt mit zunehmendem parallelen Magnetfeld an, bis 
für B > Bsat ein konstanter spezifischer Widerstand erreicht ist.  Dem entspricht das Abfallen der 
Participation Ratios in Abb. III.F.12(c) und (d) bis zu dem konstanten Nivau.  Trotz dieser qualita-
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Abb. I I I .F.12:  Links:  Mittlere Spins Sz (a) vor und (b) nach dem Tunnelprozess zwischen Grundzuständen 
in Abhängigkeit vom skalierten Magnetfeld B für 3 → 4 Elektronen auf dem 6×6-Gitter.  Mit steigendem 
Feld treten Grundzustände mit immer stärkerer Polarisierung auf.  Die unterschiedlichen Linien entsprechen 
verschiedenen Stärken der Hubbard-Wechselwirkung UH (siehe Legende), während keine Coulomb-
Wechselwirkung vorhanden ist (U = 0).  Rechts sind die mittleren Participation-Ratios Parith der T = 0 Tun-
nelamplituden ebenfalls in Abhängigkeit vom skalierten Magnetfeld B gezeigt für (c) 3 → 4 Elektronen auf 
dem 6×6-Gitter und (d) 5 → 6 Elektronen auf dem 4×4-Gitter.  In der Mittelungsprozedur für 100 Konfigura-
tionen wurden die Spinkanäle gewählt wie im Text beschrieben; Konfigurationen mit verbotenem Grundzu-
stands-Übergang wurden in der Prozedur nicht berücksichtigt (nach [BERKOVITS&KANTELHARDT-02a]).  



III. Fluktuationen und Lokalisierung in elektronischen Systemen 

177 
 

tiven Ähnlichkeit mit unseren Simulationsergebnissen, ist die Stärke der von uns beobachteten Re-
duktion deutlich geringer als in den Experimenten.  Für Silizium-Bauelemente wurde ein Abfall der 
Leitfähigkeit um zwei Größenordnungen gemessen (abhängig von der Temperatur) [SIMONIANetal-
97, PUDALOVetal-97], während für GaAs-Bauelemente nur ein Faktor von 3 berichtet wurde [SIM-

MONSetal-98, YOONetal-00].  Ein weiteres Problem bei der Verbindung unserer Simulationen mit 
Experimenten ist die Abhängigkeit des Sättigungsfeldes von UH.  In einigen Experimenten wurde 
Bsat (≡ Hc) ~ (ns – nc)

δ mit δ = 1 für einen breiten Bereich von Ladungsträgerdichten ns und die kriti-
sche Dichte des Metall-Isolator-Übergangs ns gefunden [SHASHKINetal-01a], während andere Expe-
rimente eher ein Potenzgesetz mit δ ≈ 0.6 nahe legen [VITKALOVetal-01] (siehe Abschnitt III.A.2).  
Da unsere Simulationen keinen Metall-Isolator-Übergang zeigen, ist nicht klar, wie sich diese expe-
rimentellen Ergebnisse damit vergleichen lassen.  Außerdem ist der experimentell relevante Para-
meter, die Ladungsträgerdichte ns, über rs nach Gl. (III.F.1) mit der Coulomb-Wechselwirkungs-
stärke U verknüpft und nicht mit der Hubbard-Wechselwirkungsstärke UH. 
Dennoch ist es durch folgende Betrachtung möglich, eine Verbindung zwischen Bsat und UH herzu-
stellen:  Die niedrigste mittlere Energie des Hamilton-Operators (III.B.20) für einen gegebenen 
Spin-Wert S kann angenähert werden durch [KURLANDetal-01] 

 2
B( ) (0) ( 1)E S E S JS S g BS− = ∆ − + − µ , (III.F.8) 

wobei J die mittlere Austausch-Energie ist, die von U und UH abhängt, und ∆ wieder den mittleren 
Niveau-Abstand der Einteilchen-Zustände bezeichnet.  Abbildung III.F.13(b) zeigt die damit aus 
E(Smax) und E(0) berechneten Werte von J für B = 0 und U = 0.  Ein Potenzgesetz J ~ (UH)α mit 
einem Exponenten α zwischen 0.25 und 0.5 könnte aus unseren Simulationsergebnissen abgelesen 
werden, und diese Relation ist konsistent mit Ergebnissen aus einer vorhergehenden Studie des un-
geordneten Hubbard-Modells [FOLKetal-01].  Das Sättigungsfeld Bsat entspricht dem Feld, für das 
die Energie des vollständig polarisierten Zustands minimal wird, ( ) 0E S S∂ ∂ =  mit S = Smax; dies 
führt auf 
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Abb. I I I .F.13:  (a) Das Sättigungsfeld Bsat, für das das System vollständig Spin-polarisiert wird und der mitt-
lere Participation-Ratio P der T = 0-Tunnelamplitude seinen asymptotischen Wert erreicht, aufgetragen ge-
gen die Stärke der Hubbard-Wechselwirkung UH ohne Coulomb-Wechselwirkung U (¤  für 3 → 4 Elektronen 
auf dem 6×6-Gitter, n  für 5 → 6 Elektronen auf dem 4×4-Gitter), gegen UH = U (¡  für 3 → 4 Elektronen auf 
dem 6×6-Gitter) und gegen U bei UH = 10 (� für 3 → 4 Elektronen auf dem 6×6-Gitter).  Die Werte von Bsat 
sind über 100 Konfigurationen gemittelt.  (b) Die Werte der mittleren Austauschenergie J in Abhängigkeit 
von UH bei U = 0 für 6×6-Gitter (offene Symbole) und 4×4-Gitter (ausgefüllte Symbole).  Es werden zwei 
Arten der Berechnung von J verglichen:  (i) J bestimmt aus den Eigenwerten von Gl. (III.F.8) für B = 0 (¤ , n) 
und (ii) J bestimmt aus Bsat über die diskrete Version von Gl. (III.F.9) (¡ , �).  Das Bild zeigt eine gute Über-
einstimmung, die den Ansatz bestätigt, Bsat mit UH in Verbindung zu bringen (nach [BERKOVITS&KANTEL-
HARDT-02a]).  
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 B sat max max2 (2 1)g B S J Sµ = ∆ − + . (III.F.9) 

Für kleine Werte von S ist es besser, die Ableitung, die auf Gl. (III.F.9) führt, durch einen diskreten 
Differenzenquotienten zu ersetzen, was zu B sat max max(2 1) 2g B S JSµ = ∆ − −  führt.  In Abb. 
III.F.13(b) sind die Mittelwerte von J berechnet aus Bsat über diese Gleichung mit den nach Gl. 
(III.F.8) aus den Eigenwerten berechneten Werten verglichen.  Das Bild zeigt, dass die Gleichungen 
das Verhalten von Bsat in zufrieden stellender Weise beschreiben können.  Damit ist gezeigt, dass 
dieselbe Physik einer vollständigen Spin-Polarisierung beim Sättigungsfeld sowohl die experimen-
tellen [SHASHKINetal-01a, DOLGOPOLOV&GOLD-00] als auch unsere numerischen Ergebnisse be-
schreiben kann.  Allerdings ist anzumerken, dass die mittlere Austausch-Energie J für UH → ∞ 
kleiner als ∆ bleibt [KURLANDetal-01] und dass es darum in dem betrachteten Modell keinen ferro-
magnetischen Übergang geben kann.  Darum bleibt Bsat stets > 0 und das Modell kann das experi-
mentell beobachtete Verschwinden des Sättigungsfelds nicht beschreiben. 

III.F.6. Das Wechselspiel von Hubbard- und Coulomb-Wechselwirkung 
Da sich die kurzreichweitigen Hubbard-Wechselwirkungen UH im vorhergehenden Abschnitt als 
nicht ausreichend erwiesen haben, um das Verhalten der Elektronen in der Nähe des Metall-
Isolator-Übergangs in zweidimensionalen Systemen realistisch zu beschreiben, sollen nun auch 
noch die langreichweitigen Coulomb-Wechselwirkungen U berücksichtigt werden, deren Auswir-
kungen für polarisierte Elektronen schon in Abschnitt III.F.1 untersucht wurden.  Wie unter Gl. 
(III.B.18) in Abschnitt III.B.6 diskutiert wurde, gibt es keinen für Halbleiter etablierten Zusammen-
hang zwischen U und UH.  Wir beginnen mit dem größten möglichen Wert der Coulomb-
Wechselwirkung, U = UH.  Abbildung III.F.14(a) zeigt – wie für U = 0 in Abb. III.F.11(a) – die 
Spin-Mittelwerte Sz(Anfang) und Sz(Ende) sowie die Participation-Ratio-Mittelwerte P der normier-

Abb. I I I .F.14:  Mittlere Participation-Ratios der normierten Tunnelamplituden für T = 0-Transport (ausge-
füllte Symbole und linke Skala) und mittlere Spins vor (Sz(Anfang), �) und nach (Sz(Ende), �) dem Tunnel-
prozess (rechte Skala) in Abhängigkeit von der Stärke der Coulomb-Wechselwirkung U für (a) Hubbard-
Wechselwirkung UH = U und (b) UH = 10 (in Einheiten der Nichtdiagonalelemente des Hamilton-Operators, 
was der kinetischen Energie entspricht).  Betrachtet wurden 3 → 4 Elektronen auf dem 6×6-Gitter.  Die Re-
sultate für verschiedene Mittelwerte der Participation-Ratios, arithmetischer Mittelwert (n), typischer Mit-
telwert (�) und geometrischer Mittelwert (�) sind qualitativ gleich.  Die Mittelungsprozedur ist dieselbe wie 
für Abb. III.F.11 (nach [BERKOVITS&KANTELHARDT-02a]).  
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ten Tunnelamplituden für den T = 0-Transport von 4 Elektronen auf einem 6×6-Gitter.  Wiederum 
weisen die verschiedenen Mittelwerte von P qualitativ dasselbe Verhalten auf, so dass die Vertei-
lung der Participation-Ratios offensichtlich nicht wesentlich ist.  Aber jetzt gibt es in Abb. 
III.F.14(a) einen kurzen anfänglichen Anstieg der Participation-Ratios für U = UH < 2, an den sich 
ein deutlicher Abfall anschließt.   
Dieses Verhalten ist auf das Wechselspiel von kurzreichweitiger Hubbard- und langreichweitiger 
Coulomb-Wechselwirkung zurückzuführen [BERKOVITS&KANTELHARDT-02a].  Kurzreichweitige 
Wechselwirkungen erhöhen die Participation-Ratios der Tunnelamplituden, während langreichwei-
tige Wechselwirkungen sie verringern, indem sie die Lokalisierung verstärken.  Die Erhöhung 
durch die Hubbard-Wechselwirkung geschieht dabei vor allem im Bereich kleiner Wechselwir-
kungsstärken UH (siehe Abb. III.F.11(a)), während Abb. III.F.14(b) zeigt, dass die Verringerung 
durch die Coulomb-Wechselwirkung auch noch bei größeren Wechselwirkungsstärken U erfolgt.  
Für Abb. III.F.14(b) ist die Hubbard-Wechselwirkung auf den konstanten Wert UH = 10 gesetzt (in 
Einheiten der Nichtdiagonalelemente des Hamilton-Operators, was der kinetischen Energie ent-
spricht).  Eine Kombination der Effekte von Hubbard- und Coulomb-Wechselwirkung führt dann zu 
dem in Abb. III.F.14(a) erkennbaren Verhalten mit Maximum.  Bei kleinen Wechselwirkungsstär-
ken überwiegt der delokalisierende (P erhöhende) Einfluss der Hubbard-Wechselwirkung und bei 
großen Wechselwirkungsstärken überwiegt der lokalisierende (P verringernde) Einfluss der Cou-
lomb-Wechselwirkung. 
Abbildung III.F.15 zeigt die Abhängigkeit des Participation-Ratios P vom parallelen Magnetfeld in 
Gegenwart langreichweitiger Elektron-Elektron-Wechselwirkungen.  Die Haupteffekte aus Abb. 
III.F.12, die Verringerung von P durch das Magnetfeld und die Sättigung bei großen Feldstärken 
sind kaum verändert.  Das Sättigungsfeld Bsat, das in Abb. III.F.13(a) gezeigt ist, fällt auch mit zu-
nehmender Coulomb-Wechselwirkungsstärke U monoton ab wie bei der schon diskutierten UH-
Abhängigkeit für U = 0.  Aber es gibt auch ein paar Unterschiede.  Der Sättigungswert von P nimmt 
mit wachsendem U deutlich ab; das entspricht der vorhergehenden Beobachtung, dass die lang-

Abb. I I I .F.15:  Mittlere Participation-Ratios Parith der T = 0-Tunnelamplituden in Abhängigkeit vom skalier-
ten Magnetfeld B für 3 → 4 Elektronen auf dem 6×6-Gitter.  Die unterschiedlichen Linien entsprechen ver-
schiedenen Stärken der Coulomb-Wechselwirkung U (siehe Legende), während die Hubbard-Wechsel-
wirkung (a) minimal gesetzt ist (UH = U) bzw. (b) auf UH = 10 fixiert ist.  Sättigung der Participation-Ratios 
tritt auf, sobald die Zustände alle vollständig polarisiert sind.  Die Mittelungsprozedur ist wie für Abb. 
III.F.12 (nach [BERKOVITS&KANTELHARDT-02a]).  
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reichweitigen Wechselwirkungen die Lokalisierung verstärken.  Weiterhin kann bei der U-Abhän-
gigkeit des Sättigungsfelds Bsat in Abb. III.F.13(a) anders als bei der UH-Abhängigkeit nicht ausge-
schlossen werden, dass Bsat für einen endlichen Wert von U verschwinden könnte.  Falls wirklich 
Bsat = 0 eintreten kann, wäre die dafür notwendige Coulomb-Wechselwirkungsstärke U viel größer 
als die hier betrachteten Werte.  Daher ist auch hier kein direkter Vergleich mit den Experimenten 
möglich. 
Allerdings kann man wegen U ≠ 0 mit Gl. (III.F.1) nun eine Beziehung zu den rs-Werten der Expe-
rimente herstellen.  Wegen nm/N = 36/4 = 9 entspricht der Bereich von U = 0 bis 10 in Abb. 
III.F.14 Werten zwischen rs = 0 und 8.5.  Es wäre verlockend, das Maximum in dem Participation-
Ratio P, das Abb. III.F.14(a) für U = 2, d.h. rs ≈ 1.7 zeigt, als ein Anzeichen für den Metall-Isolator-
Übergang zu interpretieren, aber eine solche Interpretation bringt einige Schwierigkeiten mit sich 
und ist daher ziemlich zweifelhaft.  Zuerst ist der Wert rs ≈ 1.7 sehr klein verglichen mit dem Be-
reich rs ≈ 4 bis 20, den die Experimentatoren für den Metall-Isolator-Übergang angeben (siehe Ab-
schnitt III.A.1).  Weiterhin wird das Maximum bei U = 2 in Abb. III.F.14(a) fast ausschließlich 
durch die Hubbard-Wechselwirkung verursacht, wie ein Vergleich der Kurven mit Abb. III.F.11(a) 
und III.F.14(b) beweist.  Sobald die Erhöhung von P durch die kurzreichweitigen Wechselwirkun-
gen schwächer wird, führen die langreichweitigen Wechselwirkungen zu einer monotonen und per-
sistenten Verringerung bis hin zu großen Werten von rs.  Eigentlich wird der Maximums-Punkt von 
UH bestimmt, während rs aber von U und nicht von UH abhängt.  Für ein größeres Verhältnis UH/U 
als das minimal Mögliche UH/U = 1 würde das Maximum bei noch kleineren rs auftreten.  Der klei-
ne Wert von rs und die Tatsache, dass die langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung immer die 
Lokalisierung verstärkt, lassen uns schließen, dass das Maximum nicht als Anzeichen für einen Me-
tall-Isolator-Übergang gewertet werden sollte. 
Andererseits reproduziert das Modell den experimentell gefundenen positiven Magnetowiderstand 
(vgl. Abb. III.A.4) und die Sättigung des Widerstands bei bestimmten Feldern.  Die physikalische 
Ursache der Sättigung ist Spin-Polarisierung der Vielteilchen-Zustände, wie sie auch für die Expe-
rimente vorgeschlagen wurde [SHASHKINetal-01a, DOLGOPOLOV&GOLD-00].  Man müsste noch 
stärkere Coulomb-Wechselwirkungen untersuchen, um zu sehen, ob das Sättigungsfeld vielleicht 
auch in der Simulation bei hinreichend starken Wechselwirkungen verschwindet.  Selbst wenn die 
Verstärkung der Leitfähigkeit, die Abb. III.F.11 zeigt, nicht für die bisherigen Experimente zum 
Metall-Isolator-Übergang in zweidimensionalen Halbleiter-Bauelementen relevant ist, sollte sie für 
Doppel-Gate Bauelemente gelten, bei denen der langreichweitige Anteil der Elektron-Elektron-
Wechselwirkungen abgeschirmt ist.  Dadurch könnten diese Bauelemente eine höhere Leitfähigkeit 
haben als mit nur einem Gate. 

III.F.7. Diskussion nachfolgender Arbeiten 
Das Hauptergebnis unserer Simulationen [BERKOVITSetal-01, KANTELHARDTetal-01, BERKOVITS&  

KANTELHARDT-02a, BERKOVITS&KANTELHARDT-02b] von wechselwirkenden Elektronen in unge-
ordneten, kleinen, zweidimensionalen Systemen ist, dass auch bei Berücksichtigung des Spin-
Freiheitsgrads die Behandlung ohne störungstheoretische Näherungen nicht zu einer metallischen 
Phase und einem Metall-Isolator-Übergang führt.  Zwar kann die (kurzreichweitige) Hubbard-
Wechselwirkung eine gewisse graduelle Erhöhung der Leitfähigkeit bewirken, aber die (langreich-
weitige) Coulomb-Wechselwirkung verstärkt stets die Lokalisierung und überwiegt im relevanten 
Parameterbereich.  Das Verhalten des Magnetowiderstands und seine Sättigung sind hingegen kon-
sistent mit experimentellen Ergebnissen.   
Ausgehend von dem gleichen Modell ohne äußeres Magnetfeld wurde kürzlich mit Hartree-Fock-
Näherung ein effektiver Ein-Teilchen Hamilton-Operator aufgestellt und die spontane Spin-
Magnetisierung untersucht [NITAetal-04]; dabei konnten Systeme bis zur Größe 9×10 betrachtet 
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werden.  Das Ergebnis war, dass die spontane Mag-
netisierung mit zunehmender Anderson-Unordnung 
und zunehmender Wechselwirkungsstärke ansteigt 
und ein ferromagnetischer Zustand erreicht werden 
kann.  Eine mit unserer Tunnelamplitude verwandte 
Größe haben [SRINIVASANetal-03] untersucht, indem 
sie die Ladungsverteilungen in den Grundzuständen 
mit N und N + 1 Elektronen mit der Projektions-
Quanten-Monte-Carlo-Methode berechnet und ver-
glichen haben.  Allerdings verwendeten sie nur kurz-
reichweitige Elektron-Elektron-Wechselwirkungen.  
Für bis zu 25 Teilchen auf Gittern mit bis zu 6×8 
Plätzen zeigten ihre Simulationen deutlich den delo-
kalisierenden Einfluss der Hubbard-Wechselwir-
kung.  Trotzdem konnten sich die Autoren nicht zu 
einer Aussage pro oder kontra die Existenz eines 
Metall-Isolator-Übergangs in ihren Systemen durch-
ringen.   
Die Magnetoleitfähigkeit in einem Hubbard-Modell 
mit ebenfalls ausschließlich kurzreichweitiger Wech-
selwirkung wurde kürzlich mit temperaturabhängigen Quanten-Monte-Carlo Simulationen auf ei-
nem 8×8-Gitter untersucht, indem die Leitfähigkeit aus dem Fluktuations-Dissipations-Theorem 
berechnet wurde [DENTENEER&SCALETTAR-03].  Die in Abb. III.F.16 gezeigten Resultate wurden 
als Anzeichen für einen Metall-Isolator-Übergang in Abhängigkeit vom parallelen Magnetfeld in-
terpretiert, wobei die metallische Phase für kleine Felder auftritt und mit einer nicht vollständigen 
Spin-Polarisierung einhergeht ist.  Zu einem ähnlichen Ergebnis kommen [GOLDSTEIN&BERKO-
VITS-03] mit analytischen und numerischen, auf der Zufallsmatrix-Theorie basierenden Betrachtun-
gen.  Dies ist auch in Übereinstimmung mit neusten experimentellen Ergebnissen zur Magnetoleit-
fähigkeit von p-dotierten GaAs-Doppel-Quanten-Wells, in denen zwei zweidimensionale (Löcher-) 
Ladungsträger-Schichten übereinander angeordnet sind [PILLARISETTYetal-03]. 
Weitere neue experimentelle Ergebnisse deuten darauf hin, dass der Metall-Isolator-Übergang in 
den zweidimensionalen Systemen möglicherweise nicht wesentlich von der Unordnung bestimmt 
ist.  In Silizium-Bauelementen mit geringer Unordnung erfolgt der Übergang immer ungefähr bei 
der kritischen Ladungsträgerdichte nc ≈ 9 × 1010cm−2 (siehe auch Abschnitt III.A.1), und nur für 
stärker ungeordnete Proben erhöht sich dieser Wert [KRAVCHENKO&SARACHIK-04].  Analogie-
betrachtungen zwischen einem Flüssigkeits-Kristall-Übergang in der Tieftemperaturphysik von 3He 
und dem Metall-Isolator-Übergang in den zweidimensionalen Halbleitersystemen [SPIVAK-01, SPI-

VAK-03] passen gut hierzu, weil darin bisher die Unordnung außer Acht gelassen wurde.  Dabei 
entspricht die „metallische“ Phase der zweidimensionalen Halbleitersysteme einem gemischten 
Zustand aus einer Fermi-Flüssigkeit und einem Wigner-Kristall, der entsteht, weil der Phasenüber-
gang erster Ordnung ist [SPIVAK-03]. 
Schließlich gibt es neue, meiner Ansicht nach für die Interpretation der in diesem Kapitel beschrie-
benen Simulationen wesentliche, experimentelle Ergebnisse zur Natur des Phasenübergangs.  Ab-
bildung III.F.17 zeigt die Veränderung der effektiven Elektronenmasse m* und des g-Faktors durch 
Vielteilchen-Effekte für Elektronen in Silizium-MOSFETs im Bereich metallischer Ladungsträger-
dichten.  Die Werte wurden unter Verwendung einer Theorie von [ZALAetal-01] aus Messungen der 
Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit gewonnen [SHASHKINetal-02, KRAVCHENKO&SARACHIK-
04].  Man erkennt, dass das Verhältnis der effektiven Vielteilchen-Masse m* zur effektiven Einzel-

Abb. I I I .F.16: Temperaturabhängigkeit der 
dimensionslosen Leitfähigkeit aus Quanten-
Monte-Carlo Simulationen eines Hubbard-
Modells; Daten für 16 Konfigurationen und 
ein 8×8-Gitter.  Für parallele Magnetfelder 
B� ≤ 0.2 erkennt man metallisches Verhal-
ten (aus [DENTENEER&SCALETTAR-03]). 
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Elektronenmassen mb in Silizium im metallischen 
Bereich mit hohen Ladungsträgerdichten ns nahe 1 
ist, aber in der Nähe des Metall-Isolator-Über-
gangs bei nc ≈ 9 × 1010cm−2 sehr groß wird und 
möglicherweise sogar divergiert, während der g-
Faktor konstant bleibt.  Die Ergebnisse wurden 
kürzlich durch eine unabhängige Bestimmung der 
effektiven Massen aus Messungen der Tempera-
turabhängigkeit von Shubnikov-de-Haas Oszilla-
tionen bestätigt [SHASHKINetal-03a, SHASHKIN-
etal-03b]; eine weitere unabhängige Bestätigung 
ergibt sich aus der Magneto-Kapazitäts-Spektros-
kopie [KHRAPAIetal-03].  Ein anderes Ergebnis, 
nämlich einen gleichzeitigen Anstieg von m* und 
g auf endliche Werte, berichten nur [PUDALOV-
etal-02]; Messungen an GaAs wurden noch nicht 
veröffentlicht.   
Der Grund für die Bedeutung dieser Messergeb-
nisse ist, dass die Erhöhung m*/mb der effektiven 
Masse als zusätzlicher Faktor in den Zusammenhang zwischen der Ladungsträgerdichte ns und dem 
Parameter rs, Gl. (III.A.1), eingeht.  Aus diesem Grund entspricht nc ≈ 9 × 1010cm−2 beim Metall-
Isolator-Übergang für die Silizium-Bauelemente tatsächlich nicht rs ≈ 18, sondern einem vielfach 
höheren, möglicherweise divergierenden Wert von rs.  Darum kann man inzwischen nicht mehr 
sagen, dass der Metall-Isolator-Übergang im Bereich rs ≈ 4 bis 20 erfolgt.  Praktisch würden die 
Ergebnisse zu m*/mb bedeuten, dass die relative Stärke rs der Elektron-Elektron-Wechselwirkung 
am Metall-Isolator-Übergang extrem groß wird oder sogar divergiert.  Aus dieser Perspektive ist 
klar, dass Simulationen mit einer endlichen Hubbard- und Coulomb-Wechselwirkung diesen Über-
gang nicht zeigen können.  In die für die Simulationen in diesem Kapitel verwendete Gleichung 
(III.F.1) geht der Faktor m*/mb nicht ein.   
Die neuen experimentellen Ergebnisse könnten daher bedeuten, dass die „metallische“  Phase der 
zweidimensionalen Elektronensysteme in Wirklichkeit eher dem normalen, bei geringer Unordnung 
und kleinen Systemen nur sehr schwach lokalisierten (quasi ausgedehnten) Zustand entspricht.  Die 
Verringerung der Leitfähigkeit in der Isolator-Phase wäre dann nicht durch unordnungsbedingte 
Quanten-Lokalisierung (Anderson-Lokalisierung) verursacht, sondern durch einen anderen Effekt, 
der mit extrem starken Elektron-Elektron-Wechselwirkungen in Zusammenhang steht.  Dann wäre 
auch verständlich, warum unsere Simulationen das Verhalten des Magnetowiderstands im „metalli-
schen“ Bereich ungefähr beschreiben, obwohl sie andererseits keine metallischen Zustände und 
keinen Phasenübergang reproduzieren können.  
  

Abb. I I I .F.17:  Veränderungen der effektiven 
Elektronenmasse m* und des g-Faktors durch 
Vielteilchen-Effekte für Elektronen in Silizium-
MOSFETs im Bereich metallischer Ladungsträ-
gerdichten ns, bestimmt aus Messungen der 
Temperaturabhängigkeit von Leitfähigkeit und 
Magnetowiderstand (aus [SHASHKINetal-02]). 
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III.G. Lokalisierungsübergänge in Quantenpunkten mit Drähten 
Nachdem die vorherigen Kapitel hauptsächlich zweidimensionale homogene Systeme (dünne Lan-
dungsträger-Schichten) zum Thema hatten, soll es nun um (quasi-) null- und eindimensionale Sys-
teme gehen, die in Wechselwirkung miteinander treten.  Für die Nano-Technologie ist ein verbes-
sertes Verständnis dieser kleinen Systeme wesentlich, bei denen Quanteneffekte die Transportpro-
zesse wesentlich bestimmen, und die beispielsweise für Einzel-Elektronen-Transistoren eingesetzt 
werden [KASTNER-92].  Quantenpunkte sind weitgehend isolierte (nur schwach mit der Außenwelt 
gekoppelte) Cluster von gleichen Atomen (oder Atomgruppen) innerhalb oder auf der Oberfläche 
von Festkörpern.  Der wesentliche Aspekt ist dabei, dass es in den Quantenpunkten kein kontinuier-
liches Band von elektronischen Zuständen gibt, sondern dass einzelne Energieniveaus aufgelöst 
werden können.  In diesem Sinne kann man die Quantenpunkte auch als künstliche Atome mit nahe 
beieinander liegenden Niveaus auffassen.  Im Gegensatz zu atomaren Niveaus ist die Lage der 
Quantenpunkt-Niveaus empfindlich von der genauen Anordnung der Atome und auch von der Um-
gebung abhängig, so dass eine exakte Berechnung wie in der Atomphysik nicht möglich ist.  Statt-
dessen kann man die statistischen Eigenschaften der Niveau-Spektren von Quantenpunkten gut mit 
der Zufallsmatrix-Theorie beschreiben, die schon in den 60er Jahren bei der Beschreibung der Ni-
veaus von Atomkernen erfolgreich war (siehe Abschnitt III.C.2).  
Die konkrete Fragestellung in diesem Kapitel ist, wie sich die Niveaus eines Quantenpunkts verän-
dern, wenn dieser in Kontakt mit sehr dünnen (quasi-eindimensionalen) Zuleitungen gebracht wird.  
Dabei werden wir einerseits die Frage nach einer Veränderung der Anzahl der Quantenpunkt-
Niveaus klären [BERKOVITSetal-04] und dann auch auf Veränderungen in der Niveaustatistik und 
Übergänge zwischen den verschiedenen Universalitätsklassen eingehen (bisher nicht publiziert). 

III.G.1. Einführung und Modell für Quantenpunkte mit Drähten 
Es ist gut bekannt, dass sich die Anzahl von Elektronen in einem schwach gekoppelten Quanten-
punkt bei hinreichend tiefen Temperaturen in diskreten Sprüngen in Abhängigkeit vom chemischen 
Potenzial ändert.  Dies ist die Basis für die Anwendung der Quantenpunkte in Ein-Elektronen-
Transistoren [KASTNER-92].  Solange die Kopplung an die externen Zuleitungen (Drähte) schwach 
ist, kann sie störungstheoretisch behandelt werden und führt zu einer Verbreiterung Γ = πNν|V|2 der 
diskreten Zustände im Quantenpunkt, d.h. durch die Kopplung an die Drähte werden aus den ein-
zelnen Zuständen schmale Bänder der Breite Γ.  Hier bezeichnet ν die Zustandsdichte in den Dräh-
ten, N die Anzahl der Drähte und V das (kleine) Kopplungs-Matrixelement zwischen einem typi-
schen Zustand im Quantenpunkt und einem typischen Zustand in den Drähten.  Normalerweise er-
wartet man, dass die diskrete Struktur der Energieniveaus im Quantenpunkt verloren geht, wenn Γ 
größer wird als der typische Niveau-Abstand ∆ im Quantenpunkt.  Das entspricht dem Kriterium, 
dass die dimensionslose Leitfähigkeit durch den Quantenpunkt, g = Γ/∆, größer als 1 wird [MAT-

VEEV-95].  Dann sollte auch das Phänomen der Coulomb-Blockade keine Rolle mehr spielen.  Die 
Coulomb-Blockade wird durch die Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen im Quantenpunkt 
verursacht [ALEINERetal-02] und sorgt bei schwach gekoppelten Quantenpunkten dafür, dass die 
Energie für das Hinzufügen eines weiteren Elektrons nicht ungefähr ∆, sondern ∆ + e2/C beträgt, 
wobei C die Kapazität des Quantenpunkts bezeichnet [ALHASSID-00]. 
Während es also unumstritten ist, dass der Quantenpunkt für g = Γ/∆ � 1 diskrete Energieniveaus 
aufweist, gibt es für den anderen Extremfall g � 1 nur wenige Untersuchungen, die kein klares 
Bild geben.  Man kann aufgrund des Dicke-Effekts, der Beobachtung, dass neue scharfe Resonan-
zen auftreten, wenn Atome sehr stark an ein Strahlungsfeld koppeln [DICKE-53, DICKE-54, SHAH-

BAZYAN&ULLOA-98], vermuten, dass es auch bei stark an Drähte gekoppelten Quantenpunkten 
(möglicherweise andere) scharfe Niveaus geben sollte.  Tatsächlich wurde eine solche Resonanz 



III.G. Lokalisierungsübergänge in Quantenpunkten mit Drähten 

184 
 

auch für einen Quantenpunkt mit ursprünglich zwei Niveaus beobachtet, der stark an einen [KÖNIG-
etal-98] bzw. zwei Drähte [SHAHBAZYAN&RAIKH-94] gekoppelt ist.  Bei zwei Drähten scheint das 
Verhalten von den Werten der Kopplungs-Matrixelemente Vk,i zwischen dem i-ten Quantenpunkts-
Zustand und dem k-ten Draht abzuhängen, wobei eine Resonanz nur auftritt, wenn keines der vier 
Elemente ein umgedrehtes Vorzeichen hat [SILVAetal-02].  Weiterhin wurde für einen Quanten-
punkt mit ursprünglich NQP Zuständen gezeigt, dass bei starker Ankopplung eines Drahts genau NQP 
− 1 diskrete Niveaus verbleiben [PASCAUD&MONTAMBAUX-99].   
Die beschriebenen Ergebnisse für einige Spezialfälle sollen hier durch eine generelle Regel verall-
gemeinert und zusammengefasst werden.  Dazu betrachten wir ein System aus einem Quantenpunkt 
mit ursprünglich NQP Zuständen, der an N Drähte gekoppelt ist, 

 ( )QP Draht Kopplung
1

N
k k

k

H H H H
=

= + +� . (III.G.1) 

Der Hamilton-Operator des Quantenpunkts, 

 
QP QP QP

† † †
QP

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )
N N N

i i i i i j j
i i j i

H a a U a a a a
= = = +

= ε − µ +� �� , (III.G.2) 

entspricht einem erweiterten Anderson-Modell mit Elektron-Elektron-Wechselwirkung U (vgl. 
Glgn. (III.B.13) und (III.B.14)), geschrieben mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren †ˆia  und 
ˆia  für die Quantenpunkt-Zustände.  Zusätzlich tritt hier das chemische Potenzial µ auf, weil das 

System nicht abgeschlossen ist und die Teilchenzahl, d.h. die Anzahl der besetzten Zustände im 
Quantenpunkt, nicht fest ist, sondern durch ein an die Drähte angelegtes äußeres Potenzial variiert 
werden soll.  Der Unterschied zum normalen Anderson-Modell entspricht etwa dem Unterschied 
zwischen einem großkanonischen und einem kanonischen Ensemble in der Statistischen Physik.  
Weiter im Gegensatz zum üblichen Anderson-Modell bezeichnen die εi hier nicht die lokalen Po-
tenziale einzelner Atome, sondern die Eigenenergien des Quantenpunkts.  Die mit den Operatoren 

†ˆia  und ˆia  verbundenen Zustände sind hier schon die Eigenzustände des Quantenpunkts; darum 
sind keine Nichtdiagonalterme in HQP nötig.  Der Grund für diesen Ansatz ist, dass es auf die räum-
liche Struktur des Quantenpunkts nicht ankommt.  Praktisch erhält man die Energieniveaus εi für 
Simulationen als Eigenwerte einer Zufallsmatrix aus dem passenden Ensemble (siehe Abschnitt 
III.C.2 für die Zufallsmatrix-Theorie).  Die Wechselwirkung U koppelt alle Quantenpunkt-Niveaus 
in gleicher Weise – es gibt keine „Abstände“ innerhalb des Quantenpunkts – und sie entspricht di-
rekt der Coulomb-Blockade-Energie, U = e2/C.   
Die Hamilton-Operatoren der einseitig unendlichen Drähte, 

 † † †
Draht 1 1

1 1

( ) ( ) ( )k k k k k k k
j j j j j j

j j

H c c t c c c c
∞ ∞

+ +
= =

� �= µ − +� 	� � , (III.G.3) 

entsprechen dem normalen Tight-Binding Hamilton-Operator ohne Unordnung in den Diagonal- 
oder Nichtdiagonalelementen.  Man beachte, dass die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 

†ˆ( )k
jc  und ˆk

jc  sich hier auf atomare Zustände im j-ten Atom vom k-ten Draht beziehen.  Die Nicht-
diagonalelemente werden wieder auf t = 1 gesetzt, um die Energieeinheit festzulegen.  Die Kopp-
lung zwischen dem Quantenpunkt und den Drähten ist schließlich in 
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enthalten, wobei das Ende des Drahts ( j = 1) über die Kopplungs-Matrixelemente Vk,i an alle Quan-
tenpunktszustände koppelt.  Die N Drähte können zusätzlich auch noch durch transversale Nichtdi-
agonalelemente, 1 † 1 1 †

1 1( ) ( )N k k k k
k j j j j jc c c c− ∞ + +

= = +Σ Σ , gekoppelt werden, so dass sie dann zusammen brei-
tere Drähte mit mehr als einem Leitfähigkeits-Kanal ergeben. 
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III.G.2. Zustandsdynamik in Quantenpunkten ohne Coulomb-Wechsel-
wirkung 
Als erstes soll das Modell ohne Coulomb-Wechselwirkung im Quantenpunkt (U = 0) betrachtet 
werden, in dem numerische Simulationen durch eine exakte Diagonalisierung der Matrizen des 
Hamilton-Operators (III.G.1) einfach sind.  Zwar kann man damit keine wirklich unendlich ausge-
dehnten Drähte betrachten, aber solange die Zustands-Verbreiterung Γ im Quantenpunkt viel größer 
ist als der Abstand der Energieniveaus in den Drähten, ist die Beschreibung trotzdem hinreichend 
genau.  Die Diagonalisierung liefert die Eigenwerte Em und die Eigenzustände |m�  des Systems aus 
Quantenpunkt und Drähten.  Da eine Veränderung des chemischen Potenzials µ einer Verschiebung 
des Energienullpunkts entspricht, muss diese Berechnung nur für µ = 0 durchgeführt werden.  Die 
Eigenwerte für µ ≠ 0 sind dann Em – µ und die Eigenzustände bleiben unverändert.  Die Anzahl der 
Elektronen auf dem Quantenpunkt für ein gegebenes chemisches Potenzial µ beträgt 

 
QP 2†

1 1

ˆ ˆ( )
m NE

i i
m i

n m a a m
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= =
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Zustände, die nur auf den Drähten einen wesentlichen Anteil haben, tragen zu n(µ) nicht bei, denn 
es werden nur die Quantenpunkt-Niveaus berücksichtigt.  Abbildung III.G.1(a) zeigt – in Abhän-
gigkeit von µ und der Anzahl N der gekoppelten eindimensionalen Drähte – die diskreten Zuwächse 
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Abb. I I I .G.1:  Zustandsdynamik in einem Quantenpunkt, an den (a) einzelne Drähte bzw. (b) ein breiter 
(quasi-zweidimensionaler) Draht angekoppelt werden.  Die Zuwächse ∆n(µ,N) der Besetzung des Quanten-
punkts mit NQP = 16 ursprünglichen Zuständen ist in Abhängigkeit vom chemischen Potenzial µ und von der 
Anzahl bzw. Breite N der Drähte dargestellt.  Die Stärke der auftretenden Zuwächse ist farbkodiert (siehe 
Balken).  Nicht-ganzzahlige Werte von N entsprechen [N] vollständig gekoppelten Drähten bzw. Kanälen 
und einem zusätzlichen, schwächer gekoppelten Draht bzw. Kanal.  Der Anstieg der Kopplungsstärke des 
zusätzlichen Drahts bzw. Kanals erfolgt logarithmisch.  Die Länge der Drähte ist M = 100 � NQP, so dass 
deren Zustände hinreichend dicht liegen.  Die Kreise zeigen die Eigenwerte des vereinfachten Systems, bei 
dem die Drähte durch einzelne Gitterpunkte ersetzt sind, und entsprechen dem Grenzfall unendlicher Kopp-
lungsstärke (nach [BERKOVITSetal-04]).  
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in der Besetzung eines ungeordneten Quantenpunkts mit NQP = 16 ursprünglichen Zuständen, die 
als Eigenwerte einer Zufallsmatrix mit Gauß-verteilten Elementen mit der Verteilungsbreite w = 0.1 
erzeugt wurden.  Ohne Drähte (N = 0) treten alle Zuwächse ∆n(µ,N) > 0 bei den ursprünglichen 
Eigenniveaus des Quantenpunkts auf, d.h. für µ = Em = εi mit passenden Indizes m und i.  Die ganz-
zahligen Punkte auf der N-Achse in Abb. III.G.1(a) entsprechen exakt N Drähten, deren Kopplungs-
Matrixelemente Vk,i Gauß-verteilt sind mit Mittelwert 0 und Varianz 1.  Die nicht-ganzzahligen 
Werte von N entsprechen logarithmisch anwachsenden Werten der Kopplungskonstanten V[N]+1,i für 
einen zusätzlichen, [N]+1-ten Draht, der erst bei der nächsten ganzen Zahl N voll verbunden ist.  
Für N − [N] zwischen 0.04 und 1 steigen die V[N]+1,i dabei von 0.007 bis auf die vollen Werte mit 
Varianz 1.  So kann man erkennen, wie sich die Anzahl und Lage der Zustände im Quantenpunkt 
mit zunehmender Anzahl von Drähten dynamisch verändert; in diesem Sinne zeigt Abb. III.G.1 die 
„Zustandsdynamik“ des Quantenpunkts.  Es werden nur Zuwächse ∆n > 0.3 gezeigt, damit die viel 
zahlreicheren Zustände mit Aufenthaltswahrscheinlichkeit primär in den Drähten das Bild nicht 
stören. 
Für ganzzahlige N erkennt man klar, dass NQP – N Sprünge auftreten in der Besetzung des Quanten-
punkts, entsprechend der Anzahl von NQP – N gebundenen Niveaus im Quantenpunkt bei N Dräh-
ten.  Mit zunehmender Ankopplung eines weiteren Drahts verändern sich diese Quantenpunkt-
Niveaus kontinuierlich, bis – für eine mittlere Kopplungsstärke – eine größere Veränderung eintritt, 
sich einige Zustände teilen und einige verschwinden.  Für stärkere Kopplung des zusätzlichen 
Drahts, d.h. nah an dem nächsten ganzzahligen Wert von N, taucht die eindeutige Struktur der Ni-
veaus wieder auf, aber mit anderen Energiewerten und einem Zustand weniger als vorher.   
Die Kreise bei den ganzzahligen Werten von N in Abb. III.G.1 zeigen die Niveaus, die im Grenzfall 
sehr starker Kopplung auftreten.  Dafür können die eindimensionalen Drähte durch einzelne Gitter-
plätze mit lokalem Potenzial 0 und sehr großer Kopplung Vk,i an alle Quantenpunkt-Zustände ersetzt 
werden.  Jeder zusätzliche, auf diese Weise stark angekoppelte Platz führt zu zwei Eigenwerten, die 
nicht im Bereich der Quantenpunkt-Zustände liegen und die zu an diesem Platz lokalisierten – und 
damit nicht auf dem Quantenpunkt gebundenen – Zuständen gehören.  Damit wird durch jeden sol-
chen Platz ein Niveau des Quantenpunkts eliminiert; das Hinzufügen eines Platzes erhöht die Ge-
samtanzahl der Eigenwerte nur um 1. 
Wie Abb. III.G.1(b) zeigt, beobachten wir praktisch das gleiche Verhalten wenn zwischen den N 
Drähten eine zusätzliche transversale Kopplung eingeführt ist, d.h. es sich nicht um getrennte Dräh-
te handelt, sondern um einen breiteren (quasi-zweidimensionalen) Draht mit N Leitfähigkeits-
Kanälen (dimensionslose Leitfähigkeit  g = N).  Der einzige Unterschied ist, dass das Erweitern des 
quasi-zweidimensionalen Drahts größere Schwankungen der Zustände mit sich bringt als das Hin-
zufügen eines getrennten Drahts.  Offensichtlich kommt es für die Verringerung der Anzahl von im 
Quantenpunkt gebundenen Niveaus nicht auf die Anzahl der Drähte, sondern vielmehr auf deren 
dimensionslose Leitfähigkeit g an.  Die Anzahl der verbleibenden Zustände beträgt NQP – g.   
Wichtig für dieses Ergebnis ist allerdings, dass die Kopplungs-Matrixelemente Vk,i nicht gleich sind.  
Sobald zwei Drähte k und k’  mit gleichen Kopplungskonstanten verbunden werden, Vk,i = Vk’ ,i für 
alle Quantenpunkt-Zustände i, sind diese beiden Drähte keine unabhängigen Kanäle mehr und sie 
können die Anzahl der gebundenen Niveaus im Quantenpunkt nur noch um 1 verringern.  Wie Abb. 
III.G.3 zeigt, kommt es beim Hinzufügen von Drähten mit gleichen Kopplungskonstanten Vk,i = 
Vk’ ,i’  nur einmal zu einer Verschiebung der im Quantenpunkt gebundenen Energieniveaus und die 
Anzahl wird insgesamt nur um 1 reduziert. 

III.G.3. Simulation unter Berücksichtigung der Coulomb-Wechsel- 
wirkung 
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Wenn entsprechend Gl. (III.G.2) zusätzlich eine repulsive Wechselwirkung zwischen den Zu-
ständen im Quantenpunkt berücksichtigt wird, müssen wieder Vielteilchen-Zustände berechnet 
werden.  Daher ist die erreichbare Systemgröße stärker beschränkt.  Trotzdem müssen die Drähte 
weiterhin so lang gemacht werden, dass ihr Spektrum im Vergleich mit den Quantenpunktniveaus 
kontinuierlich erscheint.  Darum betrachten wir hier numerisch nur Quantenpunkte mit drei 
Niveaus.  Die Frage ist, ob sich durch die Vielteilchen-Wechselwirkungen etwas an den Ergeb-
nissen für die Anzahl der Niveaus im Quantenpunkt ändert, oder ob nur der bekannte Coulomb-
Blockade-Effekt [ALHASSID-00] hinzukommt.   
Abbildung III.G.2  zeigt die Simulationsergebnisse für 
einen Quantenpunkt  mit  NQP = 3  schwach  (U = 0.2) 
wechselwirkenden Zuständen und N = 2 Drähten, 
deren Ankopplung Vk,i schrittweise erhöht wird.  Man 
erkennt in Abb. III.G.2(a), dass bei sehr schwach 
angekoppelten Drähten drei diskrete Stufen in der 
Quantenpunkt-Besetzung n als Funktion des che-
mischen Potenzials µ auftreten, die den drei Niveaus 
εi entsprechen.  Bei stark angekoppelten Drähten gibt 
es hingegen nur noch eine einzige deutliche Stufe – 
wie im Fall der nicht-wechselwirkenden Quanten-
punkt-Zustände wird durch die zwei eindimensiona-
len Drähte die Zahl der gebundenen Zustände um 
zwei reduziert auf NQP – g = 1.  Wenn allerdings bei-
de Drähte mit gleichen Kopplungs-Matrixelementen 
angekoppelt sind (Abb. III.G.2(b)), gibt es auch bei 
starker Kopplung noch zwei gebundene Niveaus im 
Quantenpunkt.  Der Abstand dieser beiden Niveaus 
beträgt ∆ + U anstelle von dem normalen Niveauab-

Abb. I I I .G.2:  Besetzung eines Quantenpunkts mit drei schwach wechselwirkenden Zuständen, an den zwei 
Drähte mit zunehmender Stärke angekoppelt werden.  Die gebundenen Niveaus im Quantenpunkt zeigen 
sich als Sprünge in der Besetzungszahl n bei Veränderung des chemischen Potenzials µ.  Die Quantenpunkt-
Zustände sind ε1 = –1.1, ε2 = –1.2 und ε3 = –1.3, die Wechselwirkungsstärke beträgt U = 0.2 und die 
Kopplungs-Matrixelemente lauten für (a) V1,1 = 0.01p, V1,2 = 0.09p, V1,3 = 0.01p, V2,1 = 0.09p, V2,2 = 0.01p 
und V2,3 = 0.01p, sowie für (b) einheitlich V = 0.05p, wobei p = 0 (schwarz), 1 (violett), …, 6 (rot), …, 11 
(hellblau), 12 (gelb) den verschiedenen Kurven entsprechen (aus [BERKOVITSetal-04]). 
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Abb. I I I .G.3:  Zustandsdynamik in einem 
Quantenpunkt, an den einzelne Drähte mit 
gleichen Kopplungs-Matrixelementen Vk,i = 
V angekoppelt werden; siehe Abb. III.G.1 
für aufgetragene Größen und Parameter. 
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stand ∆ (siehe Abschnitt III.G.1), womit auch das 
Auftreten der Coulomb-Blockade demonstriert ist.  
Damit ist gezeigt, dass Wechselwirkungen in dem 
Quantenpunkt keine qualitativen Veränderungen 
verursachen, solange sie hinreichend klein sind.  
Ein ähnliches Verhalten wurde kürzlich bei einem 
Kondo-System gesehen [LEBANONetal-03]. 
Das Verhalten der Quantenpunkte ändert sich aller-
dings bei sehr starker Wechselwirkung zwischen 
den Zuständen, U � πνNQPV 2, wobei V 2 die Vari-
anz der Kopplungs-Matrixelemente Vk,i bezeichnet.  
Dann überwiegt der Coulomb-Blockade-Effekt 
selbst bei einer starken Ankopplung der Drähte.  
Abbildung III.G.4(a) zeigt, dass nun wieder NQP 
statt NQP – g Stufen in der Besetzung n des Quan-
tenpunkts in Abhängigkeit vom chemischen Poten-
zial µ auftreten.  Die Breite dieser Coulomb-
Blockade-Stufen ist sehr groß im Vergleich zur Stu-
fenbreite ohne Coulomb-Wechselwirkung.  Abbil-
dung III.G.4(b) zeigt, dass diese Stufen einer 
gleichzeitig und kontinuierlich ansteigenden Beset-
zung der drei ursprünglichen Quantenpunkt-
Niveaus mit n1, n2 und n3 entsprechen.  Daher sind 
diese ursprünglichen Zustände keine gute Basis zur 
Darstellung des Besetzungsprozesses.  Verwendet 
man stattdessen die Zustände im Grenzfall einer 
starken Kopplung als Basis (siehe Abb. III.G.4(c)), 
so erkennt man eine oszillierende Besetzung n1′ des 
einzigen, im Quantenpunkt ohne Wechselwirkung 
noch gebundenen Zustands (durchgezogene Linie).  
An den Sprungstellen der gesamten Besetzungszahl 
n = n1 + n2 + n3 = n1′ + n2′ + n3′ erfolgt eine Übertragung der Besetzung auf andere Zustände (n2′ 
und n3′), so dass sich für höhere µ wieder ein Anstieg der Besetzung n1′ des einzigen, im Quanten-
punkt ohne Wechselwirkung noch gebundenen, Zustands anschließen kann.  Ein ähnlicher Mecha-
nismus, bei dem ein Zustand in einem Quantenpunkt für mehrere Niveaus verantwortlich ist, wurde 
kürzlich in einem anderen Zusammenhang betrachtet [SILVESTROV&IMRY-00]. 
Die Frage ist nun, wie die einfache Vorstellung und die analytischen Rechnungen [MATVEEV-95, 
ALEINERetal-02], nach denen ein gut angekoppelter Quantenpunkt keine gebundenen Zustände hat, 
sich mit diesen numerischen Ergebnissen vereinbaren lassen.  Dazu betrachten wir in einem Gedan-
kenexperiment einen Abschnitt aus NQP Gitterplätzen eines ungestörten (eindimensionalen) Quan-
ten-Drahts als „Quantenpunkt mit zwei angekoppelten Drähten“.  Ohne Ankopplung sind die Ei-
genwerte dieses „Quantenpunkts“ Ej = –2 cos(2πj/NQP) und die Eigenvektoren sin(2πjx/NQP)/ 
(NQP)

1/2, wobei x der Gitterplatz-Index ist und j die Eigenwerte und -funktionen nummeriert.  Ohne 
eine Barriere, also wenn der letzte Platz des Quantenpunkts mit einem Nichtdiagonalelement von 1 
an den ersten Platz des Drahts angebunden ist, sind die „Quantenpunkt-Zustände“ im Durchschnitt 
effektiv mit Vk,i ≈ 1/(NQP)

1/2 an den Draht angebunden, weil so die mittlere Amplitude auf dem letz-
ten Platz des Quantenpunkts mit NQP skaliert.  Das bedeutet, dass der als Quantenpunkt aufgefasste 
Abschnitt des Drahts nicht stark (Vk,i ≈ 1), sondern nur mit mittlerer Stärke angekoppelt ist.  Eine 

Abb. I I I .G.4:  Besetzung eines Quanten-
punkts mit drei stark wechselwirkenden Zu-
ständen, an den ein Draht angekoppelt ist.  
Die Quantenpunkt-Zustände sind ε1 = –1.39, 
ε2 = –1.4 und ε3 = –1.41, die Wechselwir-
kungsstärke beträgt U = 0.6 und die 
Kopplungs-Matrixelemente sind alle V = 0.2.  
Als Funktion des chemischen Potenzials sind 
aufgetragen (a) die gesamte Besetzung n des 
Quantenpunkts, (b) die Besetzung dargestellt 
in der Basis der drei ursprünglichen Zustände 
(n1 + n2 + n3 = n) und (c) die Besetzung dar-
gestellt in der Basis von Zuständen bei sehr 
starker Kopplung (n1′ + n2′ + n3′ = n), wobei 
n1′ (durchgezogene Linie) sich auf den ge-
bunden bleibenden Zustand bezieht (aus 
[BERKOVITSetal-04]). 
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„gute“ Ankopplung entspricht demnach einem mittleren Kopplungs-Matrixelement Vk,i ~ 1/(NQP)
1/2.  

Die starke Ankopplung mit Vk,i ≈ 1 ist stärker als für ein homogenes System und führt darum zu im 
Quantenpunkt lokalisierten Zuständen.  Man kann sich das durch eine Separation der Energie- und 
Zeitskalen in einem mechanischen System aus mit schwachen Federn verbundenen Massen (Quan-
tenpunkt) und mit starken Federn daran angeknüpften Ketten (Drähten) veranschaulichen:  Bei 
niedrigen Frequenzen (niedriger Energie) werden die starken Federn nur wenig ausgelenkt, die da-
mit verbundenen Massen erscheinen als starre Blöcke, und die Bewegungen beschränken sich auf 
die schwachen Federn, d.h. den Quantenpunkt.  Bei hohen Frequenzen beschränken sich die Bewe-
gungen hingegen auf die starken Federn, weil die schwachen zu langsam sind.  Tatsächlich zeigt 
Abb. III.G.2, dass es für Kopplungen mittlerer Stärke keine scharfen Sprünge und damit keine im 
Quantenpunkt gebundenen Zustände gibt, während bei schwacher und starker Kopplung, wenn sich 
die Energieskalen separieren lassen, eindeutig gebundene Zustände vorliegen. 
Dennoch lässt sich wahrscheinlich auch der Grenzfall einer starken Kopplung eines Quantenpunkts 
an Drähte experimentell realisieren.  Eine Möglichkeit dafür wäre eine quasi-eindimensionale Me-
tallspitze, die in ein Molekül gedrückt wird, und die so einen engeren Kontakt zu den Atomen des 
Moleküls (des Quantenpunkts) hat als viele der Quantenpunkt-Atome untereinander.  Eine andere 
Möglichkeit wäre, die Zustandsdichte in dem Quantenpunkt lokal an der Stelle zu erhöhen, wo der 
Draht angeschlossen wird, beispielsweise durch eine Symmetrie-Entartung.  Alternativ könnte der 
Draht an mehrere Quantenpunkte angeschlossen werden, deren Niveaus künstlich durch Einstellung 
geeigneter Gate-Spannungen nahezu zur Entartung gebracht sind.  

III.G.4. Eigenwert-Statistik für Quantenpunkte mit gekoppelten Drähten 
In diesem Abschnitt sollen die Veränderungen in der Niveau-Statistik untersucht werden für einen 
Quantenpunkt, der an Drähte gekoppelt ist.  Es ist aus den obigen Ergebnissen klar, dass bei sehr 
schwacher oder sehr starker Ankopplung der Drähte die Energieniveaus des Quantenpunkts nur 
unwesentlich von den Drähten beeinflusst werden, und dass man daher eine Niveau-Statistik mit 
der Universalitätsklasse des Quantenpunkts erwarten kann.  Für eine Ankopplung mittlerer Stärke 
gibt es dagegen keine eindeutig auf dem Quantenpunkt lokalisierten Eigenzustände mehr, denn 
dann tragen sehr viele Zustände jeweils ein wenig zur Besetzung des Quantenpunkts bei, und der 
Verlauf der Besetzung n in Abhängigkeit vom chemischen Potenzial µ wird kontinuierlich (siehe 
Gl. (III.G.5) und Abb. III.G.2).  Man kann dennoch eine Eigenwertstatistik bestimmen, wenn man 
nur die Zustände berücksichtigt, die eine vorgegebene minimale Besetzungsänderung ∆n (siehe Gl. 
(III.G.6)) des Quantenpunkts hervorrufen (für Abb. III.G.1 und III.G.3 war dieses Minimum ∆n > 
0.3).  Dann stellt sich die Frage unter welchen Bedingungen die so aufgestellte Eigenwertstatistik 
nicht nur eine Mischung aus der Eigenwert-Statistik des Quantenpunkts und der Eigenwertstatistik 
der Drähte ist, sondern eine eigene Universalität aufweist. 
Da die Eigenwertstatistik Einteilchen-Zustände voraussetzt, wird jetzt die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung weggelassen, und auch das chemische Potenzial muss nicht mehr im Hamilton-
Operator stehen, weil die Eigenwertspektren als Ganzes betrachtet werden.  Anstelle von Gl. 
(III.G.2) verwenden wir jetzt wieder einen normalen Anderson-Hamiltonoperator für den Quanten-
punkt, bei dem die Nichtdiagonalelemente ti,j die Universalitätsklasse bestimmen (siehe auch Gl. 
(III.B.13) und (III.B.15)), 
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� �= ε + +� 	� �� . (III.G.7) 

Die Diagonalelemente εi sind reelle, Gauß-verteilte Zufallszahlen mit einer Standardabweichung w, 
die kleiner als die Breite des Bandes der Drähte sein muss.  Hier verwende ich w = 0.1, während die 
Breite des Draht-Bands durch die Wahl der Energieeinheit t = 1 in Gl. (III.G.3) auf 2 festgelegt ist.  
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Die Nichtdiagonalelemente ti,j müssen für das orthogonale Ensemble ebenfalls reelle, für das unitäre 
Ensemble komplexe Zufallszahlen sein, deren Real- und Imaginärteile Gauß-verteilt sind, und zwar 
ebenfalls mit der Standardabweichung w.  Der Vorfaktor 1/(NQP)

1/2 vor den Nichtdiagonaltermen ist 
notwendig, weil jeder Gitterplatz im Quantenpunkt mit jedem anderen wechselwirkt.  Ohne den 
Vorfaktor würde die Unordnung mit der Systemgröße zunehmen.  Alternativ habe ich auch zwei-
dimensionale Quantenpunkte betrachtet, bei denen die Plätze auf einem Quadratgitter angeordnet 
sind, und die Elektronen nur zwischen nächsten Nachbarn springen können wie in Gl. (III.B.13); 
dann braucht man keinen Vorfaktor 1/(NQP)

1/2 vor den Nichtdiagonalelementen.  Der gesamte Ha-
milton-Operator besteht aus Gl. (III.G.7) für den Quantenpunkt, Gl. (III.G.3) für die Drähte und Gl. 
(III.G.4) für die Kopplung zwischen beiden.  Die Kopplungs-Matrixelemente Vk,i sind auch Zufalls-
variable aus einer Gaußverteilung, und da sie jeden Draht an alle Quantenpunkt-Zustände koppeln, 
muss wie für die Nichtdiagonalelemente der Vorfaktor 1/(NQP)

1/2 hinzugefügt werden, um eine Un-
abhängigkeit von der Systemgröße zu erreichen. 
Abbildung III.G.5 zeigt die numerischen Ergebnisse der Eigenwertstatistik für verschiedene mini-
male Besetzungsänderungen ∆n (nach Gl. (III.G.6)); d.h. es wurden jeweils nur die Eigenwerte be-
rücksichtigt, deren Zustände die kontinuierliche Besetzung n des Quantenpunkts um mehr als ∆n 
erhöhen.  Die Eigenwertabstandsverteilungen P(s) (siehe Abschnitt III.C.2) werden durch die Hälfte 
ihres zweiten Moments I0 nach Gl. (III.C.10) charakterisiert, die im idealen Wigner-Grenzfall, d.h. 
für Eigenwerte einer Zufallsmatrix, die Werte 0,Wigner 0.6366I ≅  für das orthogonale Ensemble und 

0,Wigner 0.5890I ≅  für das unitäre Ensemble annimmt (waagerechte Linien in Abb. III.G.5).  Bei lo-
kalisierten Zuständen, die einem zufälligen Eigenwertspektrum ohne Niveauabstoßung entsprechen, 
gilt stattdessen der Poisson-Grenzfall 0,PoissonI =  1.  Man erkennt, dass wie erwartet für sehr kleine 

Abb. I I I .G.5:  Ergebnisse der Eigenwertstatistik für an N = 2 Drähte gekoppelte Quantenpunkte mit NQP = 
50 Zuständen aus dem (a) orthogonalen bzw. (b) unitären Ensemble.  Der gegen die Kopplungsstärke V zwi-
schen Quantenpunkt und Drähten aufgetragene Parameter I0 ist das halbe zweite Moment der Eigenwertab-
standsverteilung P(s) und erreicht theoretisch im Wigner-Grenzfall für ein unendliches, homogenes System 
die unten durch waagerechte Linien markierten Grenzwerte.  Die unterschiedlichen Kurven entsprechen ver-
schiedenen minimalen Besetzungszahländerungen ∆n, und es sind in der Eigenwertstatistik immer nur die 
Zustände des Systems aus Quantenpunkt und Draht berücksichtigt, deren Anteil im Quantenpunkt ∆n über-
steigt.  Man erkennt Wigner-artiges Verhalten für ganz kleine und ganz große Kopplungsstärken V sowie im 
Zwischenbereich bei „guter“  Kopplung V ≈ 0.4/(NQP)

1/2; letzteres nur, wenn die Grenze ∆n nicht zu groß ist. 
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und sehr große Kopplungsstärken V die Ei-
genwertabstandsverteilung ungefähr dem 
Wigner-Grenzfall für die jeweilige Symme-
trie-Klasse entspricht.  Wie immer bei Sys-
temen endlicher Größe werden diese 
Grenzwerte nur näherungsweise erreicht.  
Die stärksten Abweichungen gibt es, wenn 
die Grenze ∆n sehr klein gewählt ist, weil 
dann einige Zustände aus den Drähten, die 
etwas in den Quantenpunkt vordringen, 
schon mitgerechnet werden und das Eigen-
wertspektrum zufälliger, d.h. eher Poisson-
artig machen.  Man kann auch sagen, dass 
die Eigenwertabstoßung durch diese zusätz-
lichen, zufälligen Eigenwerte verringert ist.  
Aus diesem Grund steigt der I0-Wert zu-
nächst an, wenn man die sehr schwache An-
kopplung der Drähte etwas verstärkt (von 
links zur Mitte hin) bzw. die sehr starke An-
kopplung etwas abschwächt (von rechts zur 
Mitte hin).   
Bei einer mittleren Kopplungsstärke V ≈ 
0.4/(NQP)

1/2 kommt es überraschenderweise 
zu einer teilweisen Wiederherstellung der 
ursprünglichen Wigner-Verteilung, und 
zwar wie Abb. III.G.5 zeigt in gleicher Weise beim orthogonalen wie auch beim unitären Ensemble.  
Bei dieser mittleren Kopplung kann man im Sinne des vorhergehenden Abschnitts von einer „guten 
Kopplung“ sprechen, die für eine gute Mischung von Quantenpunkts-Zuständen und Draht-
Zuständen sorgt.  Für die gemischten Zustände erscheint das System aus Quantenpunkt und Drähten 
bei mittlerer Kopplungsstärke nicht mehr inhomogen.  Dadurch wird eine Eigenwertabstandsvertei-
lung wiederhergestellt, bei der eine Eigenwertabstoßung vorliegt, wie bei den Eigenwerten einer 
völlig zufälligen Matrix.  Abbildung III.G.6 zeigt, dass diese Eigenwertabstandsverteilung für V ≈ 
0.4/(NQP)

1/2 näherungsweise unabhängig von der Systemgröße NQP ist.  Aber etwas merken die Zu-
stände doch noch von der Inhomogenität des Systems, denn mit zunehmender Systemgröße kommt 
es zu leicht zunehmenden Abweichungen von den Wigner-Grenzwerten.   
Es sind zwei einschränkende Bemerkungen angebracht:  Erstens dürfen keine zu strengen Bedin-
gungen an die für die Eigenwertstatistik verwendeten Niveaus gestellt werden in Bezug auf ihren 
Beitrag ∆n zur Besetzung des Quantenpunkts.  Nur wenn Zustände mit ∆n ≈ 0.25, d.h. Zustände, die 
nur zu einem Viertel im Quantenpunkt gebunden sind, noch berücksichtigt werden, tritt die Wigner-
Verteilung im Zwischenbereich auf.  Zweitens hängt das Auftreten der Wigner-Verteilung in dem 
Zwischenbereich auch empfindlich von der Unordnung im Quantenpunkt und ggf. einer zusätzli-
chen Unordnung in den Drähten ab, ist also nicht universell.  Bei einer Kopplung von ungeordneten 
Drähten an den ungeordneten Quantenpunkt bleibt I0 im Zwischenbereich bei guter Kopplung über 
dem Wigner-Grenzwert.  Insgesamt bestätigt die Betrachtung der Eigenwertstatistik aber klar, dass 
im Zwischenbereich die Kopplung zwischen Quantenpunkt und Drähten am besten ist im Sinne 
einer guten Durchmischung der Zustände, die sogar zu einem nahezu homogen erscheinenden Sys-
tem führen kann. 
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Abb. I I I .G.6:  Systemgrößenabhängigkeit der Ei-
genwertstatistik für an 2 Drähte gekoppelte Quanten-
punkte im orthogonalen (GOE) und unitären (GUE) 
Ensemble bei „guter“  Kopplung V ≈ 0.4/(NQP)

1/2.  Der 
gegen die Grenze für den Anteil im Quantenpunkt ∆n 
aufgetragene Parameter I0 ist das halbe zweite Mo-
ment der Eigenwertabstandsverteilung P(s) und er-
reicht theoretisch im Wigner-Grenzfall für ein unend-
lich großes homogenes System die unten durch 
waagerechte Linien markierten Grenzwerte.  Die 
Kurven entsprechen verschiedenen Systemgrößen 
(siehe Legende) und liegen nahezu übereinander. 
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IV. Zusammenfassung und Ausblick 

IV.A. Zusammenfassung 
In dieser Arbeit wurden komplexe Systeme unterschiedlicher Art betrachtet und anhand der bei 
verschiedenen Messgrößen auftretenden Fluktuationen charakterisiert.  Verbindendes Element der 
beiden Teile der Arbeit ist, dass die modellierten und analysierten Systeme eine Dynamik mit we-
sentlichen Fluktuationen aufweisen.   

Der erste Teil hatte die Analyse komplexer biomedizinischer und geophysikalischer Systeme an-
hand von Zeitreihen zum Thema.  Mit Hilfe der trendbereinigenden Fluktuationsanalyse (DFA) und 
ihrer hier eingeführten multifraktalen Verallgemeinerung (MF-DFA) kann das Langzeit-Korrela-
tionsverhalten trotz Nichtstationaritäten und Trends in den Zeitreihen zuverlässig charakterisiert 
werden.  Die MF-DFA ist der etablierten WTMM-Methode mindestens gleichwertig, aber einfacher 
zu implementieren und anzuwenden.  Mit der PRSA-Methode kann man Quasiperiodizitäten in 
nichtstationären Reihen empfindlicher detektieren als mit der konventionellen Spektralanalyse. 

Die Untersuchung der Fluktuationsdynamik des menschlichen Herz- und Atemrhythmus getrennt 
nach verschiedenen Aktivitäts- und Schlafphasen zeigte, dass sowohl die Herz- als auch die Atem-
frequenzen im Leicht- und Tiefschlaf praktisch unkorreliert fluktuieren, wenn man von leichten, 
durch die Sinus-Arrhythmie verursachten, Kurzzeitkorrelationen absieht.  Im REM-Schlaf sind hin-
gegen Langzeitkorrelationen zu finden, die denen in der Wachphase ähneln.  Diese Langzeitkorrela-
tionen sind wahrscheinlich kortikalen Ursprungs, und sie sind im Wachen bei der Atmung abge-
schwächt, weil sich der Atemrhythmus im Gegensatz zum Herzrhythmus bewusst beeinflussen 
lässt.  Beim Atemantrieb dominieren im Gegensatz zum Atemrhythmus Kurzzeitkorrelationen, was 
auf eine andersartige Regelung unabhängig von Schlafstadien hinweist.  Die Regelung des Herz-
rhythmus im REM-Schlaf und in den Wachphasen ist stärker nichtlinear als im Leicht- und Tief-
schlaf.  Bei der Abschätzung des Risikos für plötzlichen Herztod von Herzinfarktpatienten konnte 
die Überlegenheit des aus PRSA-Kurven abgeleiteten Parameters CWA gegenüber dem heutigen 
„Goldstandard“-Parameter LVEF nachgewiesen werden.   

Die Zeitreihenanalyse hydroklimatischer Messdaten ermöglichte eine Charakterisierung der Wetter- 
und Klimadynamik der Erde sowie der Abflussdynamik von Flüssen.  In langjährigen Temperatur-
Zeitreihen liegen weitgehend universelle Langzeitkorrelationen aber keine Multifraktalitäten vor.  
Niederschlagszeitreihen sind hingegen nahezu unkorreliert, weisen aber Multifraktalität auf.  Am 
stärksten multifraktal (aber nicht universell) sind Abflusszeitreihen, wobei die Speicherwirkung des 
Bodens und anderer Wasserspeicher bei der Regen-Abfluss-Dynamik eine wichtige Rolle spielt.   
Die Langzeitkorrelationen in den hydroklimatischen Zeitreihen, die auch in langen historischen und 
rekonstruierten Datenreihen auftreten, haben wesentliche Auswirkungen auf die Statistik der Wie-
derkehrintervalle zwischen Extremereignissen.  Die Wiederkehrintervalle sind ebenfalls langreich-
weitig korreliert, so dass sich nach einer längeren Pause zwischen zwei Extremereignissen auch das 
nächste Ereignis im Mittel verzögert, während in anderen Bereichen der Zeitreihe die Extremereig-
nisse gehäuft auftreten.  Daher sollte bei der Abschätzung von Eintrittswahrscheinlichkeiten für 
Extremereignisse nicht nur die Gesamtverteilung und die seit dem letzten Ereignis vergangene Zeit, 
sondern auch der Zeitabstand zwischen den beiden vorhergehenden Extremereignissen berücksich-
tigt werden.  Die Häufungen von Extremereignissen, die auch in den langjährigen rekonstruierten 
Datenreihen auftreten, wurden in jüngster Zeit oft in Zusammenhang mit der globalen Klimaer-
wärmung gebracht; die Langzeitkorrelationen sind ein alternativer Erklärungsansatz.     

Bei der Untersuchung der zeitlichen Fluktuationen kohärent gebeugter Synchrotron-Röntgenstrah-
lung wurde die Aktivierungsenergie der Diffusionsdynamik von Antiphasendomänen in einer Ein-
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phasen-Legierung bestimmt und – durch einen Vergleich der Ergebnisse der Fluktuationsanalyse 
mit den Ergebnissen von Monto-Carlo-Simulationen – nachgewiesen, dass beim Wachstum von 
Ausscheidungen in verschiedenen metallischen Zweiphasen-Legierungen unterschiedliche Diffusi-
ons-Mechanismen dominieren.   

Der zweite Teil der Arbeit beschäftigte sich mit komplexen elektronischen Systemen in Festkör-
pern.  Hier interessierten wir uns zunächst für die Auswirkungen einer ungeordneten Potenzialland-
schaft und für die Frage, ob die Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung wie in eindimensio-
nalen unkorrelierten Systemen gilt.  Die Fluktuationen der Wellenfunktionen, die die komplexe 
Dynamik verursacht, ermöglichen einen Test der theoretischen Konzepte anhand numerischer Si-
mulationen.  Bei zweidimensionalen, unkorrelierten Systemen wurde gezeigt, dass entgegen der 
allgemeinen Überzeugung zwei Abweichungen von der Ein-Parameter-Skalentheorie vorliegen, 
wobei die starken logarithmischen Korrekturen zu der einfach exponentiellen Form der lokalisierten 
Eigenfunktionen die wesentlichere Abweichung darstellen, weil dadurch die Lokalisierungslänge 
möglicherweise für große Systeme logarithmisch divergiert.  Selbstaffin fluktuierende Potenzial-
landschaften weisen bereits in einer Dimension entweder einen Übergang zwischen lokalisierten 
und scheinbar ausgedehnten Zuständen auf oder einen Übergang zwischen stark und schwach loka-
lisierten (quasi ausgedehnten) Eigenzuständen – je nachdem ob die Potenziale künstlich renormiert 
werden oder nicht.  Im Übergangsbereich treten so starke Fluktuationen auf, dass die Lokalisie-
rungslänge keine selbstmittelnde Größe ist und die Ein-Parameter-Skalentheorie nicht gilt.   

Zum Verständnis der Phasenübergänge, insbesondere der bisher noch weitgehend unverstandenen 
experimentellen Ergebnisse zum Metall-Isolator-Übergang in zweidimensionalen Elektronensyste-
men, sind neben der Unordnung Wechselwirkungseffekte von besonderem Interesse.  Hier wurde 
gezeigt, dass die normierte Vielteilchen-Tunnelamplitude das Äquivalent zur Einelektronen-
Wellenfunktion ist für das Studium der Transporteigenschaften wechselwirkender Elektronen.  Bei 
vollständiger Berücksichtigung aller Elektron-Elektron-Wechselwirkungen wurde für Systeme ohne 
und mit Spinfreiheitsgraden nachgewiesen, dass die langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung 
immer den Transport behindert, also die Zustände stärker isolierend macht.  Nur die Hubbard-
Wechselwirkung in Systemen mit Spin kann für kleine Wechselwirkungsstärken eine Tendenz zu 
einem weniger isolierenden Verhalten verursachen, aber diese Änderung liegt nicht in dem experi-
mentell relevanten Parameterbereich und ist vergleichsweise schwach.  Durch Mitnahme von Un-
ordnung und Elektron-Elektron-Wechselwirkungen lässt sich also kein Phasenübergang in den 
zweidimensionalen Systemen reproduzieren.  Die simulierte Magnetoleitfähigkeit der Systeme ver-
läuft in senkrechten und parallelen Magnetfeldern weitgehend im Einklang mit experimentellen 
Ergebnissen aus dem metallischen Bereich, was wiederum darauf hindeutet, dass es sich um einen 
Bereich mit (sehr) schwacher Lokalisierung handelt.  Die isolierende Phase könnte mit dem kürz-
lich entdeckten Divergieren der Elektronenmasse am Metall-Isolator-Übergang zusammenhängen. 

Den Abschluss des zweiten Teils bildete eine Analyse von Lokalisierungsübergängen und Fluktua-
tionen in Quantenpunkten bei einer Kontaktierung mit idealen Drähten.  Es wurde gezeigt, dass die 
scharfen Niveaus nur verschwinden, wenn die Drähte mit mittlerer Stärke angekoppelt sind.  Dann 
kann das System in bestimmten Energiebereichen nahezu homogen erscheinen.  Bei starker Kopp-
lung treten wieder scharfe Niveaus auf, aber ihre Anzahl ist verringert.  
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IV.B. Ausblick 
Eine Fortsetzung der hier vorgestellten Arbeiten erscheint mir in mehreren Richtungen aussichts-
reich:   Das unterschiedliche Korrelationsverhalten des Herzrhythmus in den verschiedenen Aktivi-
täts- und Schlafstadien bildet die Grundlage für eine automatische Unterscheidung der verschiede-
nen Phasen, die wir durch eine zusätzliche Berücksichtigung des Atemrhythmus und einer – noch 
im Einzelnen zu klärenden – Altersabhängigkeit der Fluktuationsdynamik weiter verbessern wollen.  
Da Herz- und Atemrhythmus ein ähnliches Korrelationsverhalten aufweisen, erscheint mir über die 
durchgeführten Arbeiten hinaus eine gründliche Untersuchung der Synchronisation und der Kreuz-
korrelationen zwischen den beiden Signalen lohnend, denn damit kann die bisher nur andeutungs-
weise beantwortete Frage nach der Wechselwirkung zwischen den beiden Regelungssystemen näher 
beleuchtet werden.  Es stellt sich für mich auch die Frage, ob langsamere, quasiperiodische Rege-
lungsprozesse, wie beispielsweise Mayer-Wellen, die in den Herzrhythmus eingehen, mit den in 
dieser Arbeit behandelten Methoden und mit der Synchronisationsanalyse charakterisiert werden 
können.  Als Alternative zur konventionellen Phasen-Synchronisationsanalyse für quasiperiodische 
Signale sehe ich vor allem die hier nur kurz erwähnte Verallgemeinerung der PRSA-Methode mit 
Triggerung auf ein zweites Signal als sehr viel versprechend an.  Eine konkrete klinische Anwen-
dung der PRSA-Ergebnisse zur diagnostischen Risikoabschätzung bei Herzinfarktpatienten liegt 
bereits nahe.  Die Ergebnisse zum Fluktuationsverhalten von Herz- und Atemrhythmus bei Gesun-
den können durch einen Vergleich mit entsprechenden Ergebnissen bei Patienten mit verschiedenen 
Erkrankungen, wie Parkinson, Schlafstörungen, Herzrhythmusstörungen, Depression und Diabetes, 
für eine verbesserte Diagnostik der Erkrankungen und eine Abschätzung des Risikos für ernsthafte 
Herz-Kreislauf-Störungen genutzt werden.  Konkret kann man so voraussichtlich einfacher als bis-
her Parkinson von Multisystem-Atrophie (MSA), einer peripheren autonomen Störung, unterschei-
den und die beiden Schlafstörungen Schlafapnoe und periodische Beinbewegungen, die verschiede-
ne Ursachen aber ähnliche Symptome haben, leichter diagnostizieren. 

Die Ergebnisse zum Korrelationsverhalten von hydroklimatischen Zeitreihen legen als Anwendung 
einen weiter gehenden Vergleich mit den Simulationsergebnissen von Klimamodellen und Regen-
Abfluss-Modellen nahe, der eine Verbesserung der Modelle zum Ziel hat.  Meiner Meinung nach ist 
es darüber hinaus sinnvoll, die Vorgehensweise bei der Rekonstruktion von langjährigen Datenrei-
hen, bei der teilweise Interpolationen eingesetzt werden, sowie die Bestimmung von überregionalen 
Mittelwerten und Hemisphären-Mittelwerten unter dem Gesichtspunkt der Fluktuationen zu über-
prüfen, um zu verstehen, warum diese Reihen oft unrealistische Langzeitkorrelationen oder sogar 
nichtstationäres Verhalten aufweisen.  Die Frage ist, wie sich Korrelationen und Nichtstationaritä-
ten in einem Teilsystem auf Mittelwerte des Gesamtsystems auswirken oder übertragen.  Die Er-
gebnisse zur Extremwertstatistik sollten meiner Ansicht nach an weiteren konkreten Beispielen  
überprüft und dann den mit der Abschätzung von Eintrittswahrscheinlichkeiten betrauten Ingenieu-
ren nahe gebracht werden.  Um die Kluft zur praktischen Anwendung weiter zu verengen, erscheint 
es mir hilfreich, zusätzlich zur Statistik der Wiederkehrintervalle auch die Statistik der Extremwerte 
in festen Perioden und ihre Beeinflussung durch Langzeitkorrelationen näher zu untersuchen. 

Die Analyse von Röntgen-Speckle-Fluktuationen zur Klärung der Diffusionsdynamik in zwei Arten 
von Legierungen legt entsprechende Experimente und Analysen bei weiteren harten und weichen 
Festkörper-Systemen nahe.  Mir erscheint darüber hinaus eine Ausweitung auf spektroskopische 
Untersuchungen in anderen Energie- bzw. Wellenlängenbereichen, insbesondere auf die Laser-
spektroskopie, als durchaus machbar und viel versprechend.  

Bei den komplexen Elektronensystemen sehe ich Möglichkeiten für eine lohnende Fortsetzung der 
hier vorgestellten Arbeiten durch einen weiteren Test der theoretischen Modellvorstellungen in Sys-
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temen mit anderer Raumdimension oder zusätzlichen Wechselwirkungseffekten.  Insbesondere soll-
te die von uns für unkorrelierte zweidimensionale Systeme gefundene logarithmische Abhängigkeit 
der Lokalisierungslänge vom Abstand zum Lokalisierungszentrum dabei überprüft werden, da sie 
eine sehr wesentliche Abweichung von der Ein-Parameter-Skalentheorie ausmacht.  Für mich stellt 
sich die Frage, ob diese Abhängigkeit charakteristisch nur für exakt zweidimensionale Systeme, 
d.h. nur an der kritischen Dimension der Quanten-Lokalisierung, ist, oder ob ähnliche Abweichun-
gen auch beispielsweise für dreidimensionale Systeme oder Systeme mit nicht ganzzahliger (frakta-
ler) Dimension auftreten, so z.B. für Perkolationssysteme bei der kritischen Konzentration.  Dar-
über hinaus sind die Auswirkungen kurz- und langreichweitiger Korrelationen in zweidimensiona-
len Systemen ein lohnendes Thema.   

Zur Klärung der Natur des Metall-Isolator-Übergangs in Halbleiter-Bauelementen mit zweidimen-
sionaler Elektronenstruktur sind meiner Meinung nach zunächst Experimente bei tieferen Tempera-
turen sinnvoll, die zeigen, ob wirklich metallische Zustände vorliegen oder ob diese vielleicht doch 
sehr schwach lokalisiert sind.  Für eine Beschreibung des isolierenden Bereichs sind wegen der am 
Übergang divergierenden effektiven Elektronenmasse andere Modelle notwendig, bei denen die 
Lokalisierung nicht primär unordnungsinduziert ist.  Als Fortsetzung der hier vorgestellten Arbeiten 
erscheint mir daher vor allem eine Simulation der parallelen und senkrechten Magnetoleitfähigkeit 
dünner (quasi zweidimensionaler) Schichten viel versprechend, die mittlerweile auch aus anderen 
Materialien als den traditionellen Halbleitern in guter Qualität hergestellt werden können.  In Sil-
berselenid-Schichten wurde kürzlich ein starker, mit abnehmender Schichtdicke von positiv auf 
negativ wechselnder Magnetowiderstand gefunden.  Bei dünnen Schichten und tiefen Temperaturen 
gibt es einen zusätzlichen positiven Beitrag, der schon bei kleinen Magnetfeldern sättigt.  Hier stellt 
sich für mich die Frage, durch welche Ergänzungen in den betrachteten Modellen für wechselwir-
kende zweidimensionale Elektronensysteme sich diese experimentellen Ergebnisse reproduzieren 
und erklären lassen.   

Die Ergebnisse unserer Untersuchungen von mit Drähten gekoppelten Quantenpunkten harren einer 
experimentellen Überprüfung; Vorschläge für eine Realisierung haben wir gegeben.  Eine Fortset-
zung der theoretischen Arbeiten erscheint mir vor allem in Richtung auf gekoppelte Quantenpunkte 
aussichtsreich.  Dabei ist zu klären, wie sich die Niveaus der Quantenpunkte gegenseitig bei unter-
schiedlicher Kopplungsstärke beeinflussen und ob sich entsprechende Effekte möglicherweise bei 
Einzel-Elektronen-Transistoren ausnutzen lassen.  In Zukunft könnten auch die Auswirkungen von 
magnetischen Feldern und – im Hinblick auf die Spin-Elektronik – ein spinpolarisierter Transport 
durch Quantenpunkte mit angekoppelten ferromagnetischen Drähten studiert werden. 
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V.D. Tabellenanhang 

Tabelle IV.D.1:  Übersicht über die rekonstruierten Niederschlags- und Abflussreihen, die ich in Abb. 
II.D.20 und Abb. II.D.21 analysiert habe.  Neben Referenz, Angaben zur Datenart, zum Ort und zur Daten-
quelle, sowie der Dauer der Reihen sind (soweit zur Beschreibung erforderlich) zwei Skalenbereiche ange-
geben, in denen die betrachteten DFA2-Fluktuationsfunktionen skalieren.  Die entsprechenden, durch lineare 
Regression bestimmten Steigungen α1 und α2 sind ebenfalls angegeben, sowie die Steigungen α für die ge-
samte Länge der Reihen.  Die α-Werte, die das Skalenverhalten am besten repräsentieren, sind durch Fett-
druck hervorgehoben, und die gesamten α-Werte, die das Skalenverhalten nicht repräsentieren, sind einge-
klammert.  Die Reihe [PROCTORetal-02] soll einem Quotienten aus Temperatur und Niederschlag entspre-
chen.  Die Nil-Reihe [TOUSSON-25] habe ich zusätzlich in gekürzter Form (ab dem Jahr 722) analysiert, weil 
nach [WHITCHERetal-02] im Jahr 722 wahrscheinlich das Messprinzip verbessert wurde. 

Originalpubl. Datenar t, Ort Quelle Länge Ber. 1 αααα1 Ber. 2 αααα2 αααα    
[STAHLE&CLE-
AVELAND-92] 

Niederschlag, Süd-
west USA 

Baumringe 1053 a 10 – 
70 a 

0.50 70 –  
250 a 

0.25 (0.4) 

[HUGHES& 
GRAUMLICH-96] 

Niederschlag, Neva-
da, USA 

Baumringe 7997 a 10 – 
2000 a 

   0.55 

[GRISSINO-
MAYER-96] 

Niederschlag, New 
Mexico, USA 

Baumringe 2131 a 6 – 
530 a 

   0.80 

[PROCTOR 
etal-02] 

Temperatur / Nieder-
schlag, Schottland  

Stalagmiten 3669 a 6 – 
300 a 

   1.12 

[TOUCHAN 
etal-03] 

Frühlingsregen, 
Südwest-Türkei 

Baumringe 660 a 10 – 
160 a 

   0.45 

[TOUSSON-25] Minima des Nils ab 
622, Roda bei Kairo 

Historische 
Dokumente 

663 a 6 – 
160 a 

   0.85 

[TOUSSON-25] Minima des Nils ab 
722, Roda bei Kairo 

Historische 
Dokumente 

563 a 6 – 
140 a 

   0.93 

[GLASER-01] Hochwasser der 
Pegnitz, Deutschland 

Historische 
Dokumente 

701 a 10 –  
75 a 

0.5 75 –  
170 a 

1.0 (0.6) 

[ISDALEetal-98] Burdekin River, 
Australien 

Korallen 337 a 6 –  
80 a 

   0.67 

[WOODHOUSE-
00] 

Clear Creek, Colora-
do, USA 

Baumringe 303 a 6 –  
25 a 

0.51 25 –  
70 a 

0.74 (0.6) 

[CLEAVELAND-
00] 

White River, Arkan-
sas, USA 

Baumringe 963 a 6 –  
30 a 

0.59 30 –  
200 a 

0.43 0.50 

[MEKOetal-01] Sacramento River, 
Kalifornien, USA 

Baumringe 1109 a 6 –  
270 a 

   0.60 

[GRAUMLICHetal-
03] 

Yellowstone River, 
Montana, USA 

Baumringe 294 a 6 –  
75 a 

   0.85 
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Tabelle IV.D.2:  Übersicht über die rekonstruierten Temperaturreihen der nördlichen Hemisphäre, die ich in 
Abb. II.D.17 gezeigt und in Abb. II.D.18 analysiert habe, wie in Tabelle IV.D.1. In der neuesten Reihe 
[MANN&  JONES-03] sind offensichtlich nur die niederfrequenten Fluktuationen enthalten, so dass die DFA 
auf Skalen unter 240 Jahren nur die Sättigungssteigung zeigt. 

Originalpublikation Länge Bereich 1 αααα1 Bereich 2 αααα2 αααα    Bemerkung 

[OVERPECKetal-97] 391 a 10 – 30 a 1.65 30 – 95 a 1.05 (1.8) starker Übergang 
[JONESetal-98] 992 a 6 – 80 a 0.78 80 – 210 a 1.00 0.82  

[MANNetal-99] 981 a 6 – 30 a 0.85 30 – 240 a 1.05 0.95  
[BRIFFA-00] 994 a 6 – 100 a 0.95 100 – 250 a 0.65 0.90  

[CROWLEY&LOWERY-00] 988 a 6 – 30 a 1.85 30 – 240 a 1.20 (1.5) starker Übergang 

[CROWLEY-00] 966 a 6 – 30 a 1.85 30 – 240 a 1.20 (1.5) starker Übergang 
[BRIFFAetal-01] 559 a 6 – 50 a 0.92 50 – 140 a 0.52 (0.8)  

[ESPERetal-02] 1163 a 10 – 70 a 1.20 70 – 210 a 0.80 1.07  
[MANN&JONES-03] 1781 a 80 – 240 a 1.30 240 – 440 a 0.45 (2.1) nur Trends 

[JONES&MOBERG-03] 148 a 6 – 15 a 0.83 15 – 30 a 0.45 0.68 Messwerte 

Tabelle IV.D.3:  Übersicht über die rekonstruierten lokalen Temperaturreihen, die ich in Abb. II.D.19 analy-
siert habe, wie in Tabelle IV.D.1.  Bei den Eisbohrkern-Daten [PETITetal-99] und den Temperaturen in Chi-
na [BAOetal-02] handelt es sich nicht um jährliche Daten, und die Länge sowie die Bereichsangaben bezie-
hen sich auf die Indizes.  Beim Eisbohrkern gilt jeder der 1300 betrachteten Messwerte für etwa 78 Jahre, bei 
den chinesischen Temperaturen jeder Wert für genau 10 Jahre.  Beim Eisbohrkern habe ich einen Bereich 
ausgewählt (Messwerte Nr. 300 - 1600), in dem die Werte ungefähr linear mit der Zeit gehen (Index ~ 
Zeit0.95); der Rest der 3310 Werte ist wegen stark nichtlinearem Zusammenhang nicht einfach auszuwerten 
(hierzu siehe auch [ASHKENAZYetal-03]).   

Originalpubl. Datenar t, Ort Quelle Länge Ber. 1 αααα1 Ber. 2 αααα2 αααα    
[PETITetal-99] Temperatur Vostok 

(Sibirien) 
Eisbohr-
kern 

1300 10 –  
40 

1.0 40 –  
300  

1.4 1.25 

[COOKetal-00] Sommertemperatur 
Tasmanien  

Baumringe 3592 a 6 –  
20 a 

1.3 60 –  
850 a 

0.68 (0.85) 

[KIRCHHEFER-
01] 

Küstentemperatur 
Norwegen 

Baumringe 636 a 6 –  
160 a 

   0.58 

[MOOREetal-01] Sommertemperatur 
Baffin (Kanada)  

See-
Sedimente 

1241 a 6 –  
300 a 

   0.725 

[BAOetal-02] Temperatur China Diverse 200 6 – 20 1.5 20 – 50 0.78 (1.3) 

[HANTEMIROV& 
SHIYATOV-02] 

Sommertemperatur 
Yamal (Sibirien) 

Baumringe 4061 a 6 –  
120 a 

0.53 120 –  
800 a 

0.22 (0.43) 

[COOKetal-03] Pre-Monsun-Tempe-
ratur Nepal 

Baumringe 446 a 6 –  
30 a 

1.3 30 –  
120 a 

0.8 (1.1) 

[COOKetal-03] Post-Monsun-
Temperatur Nepal 

Baumringe 387 a 6 –  
30 a 

1.2 30 –  
120 a 

0.65 (1.05) 

[TANetal-03] Temperatur Beijing 
(China) 

Stalagmi-
ten 

2650 a 6 –  
100 a 

0.85 100 –  
650 a 

1.1 0.95 
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