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I. Einleitung

l. Einleitung

Unter komplexen Systemen verstent man in der Regel physikalische, chemische, biologische oder
auch soziologische Systeme mit einer komplexen Dynamik, die nicht allein durch die Betrachtung
der Einzelteile der Systeme beschrieben oder verstanden werden kann. Die Teile sind entweder zu
stark nicht-linear oder zu vielféltig miteinander gekoppelt, so dass eine Aufteilung des Systems die
Dynamik grundlegend verandern wirde. Der Grund fir die Komplexitét liegt auch in der grof3en
Anzahl von Freiheitsgraden, denen nur eine geringe Anzahl von Erhaltungsgrof3en gegeniibersteht.

Es gibt viele Beispiele fur komplexe Systeme. So kdnnen die Elektronen in einem Festkorper ein
komplexes System bilden, obwohl sie punktférmig sind und jedes durch eine Schrddinger-
Gleichung eindeutig in seiner Zeitentwicklung beschrieben wird. Die Komplexitdt kommt hier zu-
stande durch eine — von der Festkorper-Struktur vorgegebene — nicht homogene (ungeordnete) Po-
tenzial-Landschaft, in der sich die Elektronen bewegen, und durch die langreichweitige (Coulomb-)
Wechselwirkung. Inhomogenitéten werden in jedem realen Festkdrper durch Gitterbaufehler, wie
Fehistellen, Zwischengitter-Atome, Versetzungen, Dotierungen, Grenzen zwischen Kristalliten,
Rand- und Grenzfl&chen usw. hervorgerufen. Durch quantenmechanische Beugung an den Gitter-
fehlstellen und destruktive Interferenz der Elektronenwellen kommt es zu dem Effekt der Lokalisie-
rung, d.h. die Elektronenwellen kdnnen sich nicht mehr Uber den gesamten Festkorper ausbreiten,
sondern werden rdumlich auf gewisse Bereiche beschrankt. Es ist offensichtlich, dass man dieses
Verhalten nicht durch die Simulation eines kleinen Ausschnitts des Festkorpers (mit periodischen
Randbedingungen) und eines einzigen Elektrons erfassen kann.

Ein ganz anderes Beispiel fur ein komplexes System ist ein biologischer Organismus. Um die Le-
bensfahigkeit herzustellen und zu erhalten, 1auft standig eine uniberschaubar grof3e Vielfalt unter-
schiedlicher biochemischer Reaktionen ab, die sich teilweise gegenseitig voraussetzen oder auslo-
sen. Hier kommt die komplexe Dynamik durch das Zusammenspiel vieler zum Teil stark und
nichtlinear gekoppelter Prozesse zustande, die von verschiedenen Genen und danach konstruierten
Proteinen, Enzymen usw. gesteuert werden. Man kann unter grof3em Aufwand die Funktion einzel-
ner Gene oder Proteine untersuchen und charakterisieren, was Gegenstand der biomedizinischen
Forschung ist. Dasist eine notwendige Voraussetzung fir ein grundlegendes Verstandnis des Sys-
tems. Aber well die Gene und die Proteine oft wesentlich miteinander wechselwirken, wird damit
noch nicht automatisch ein Verstandnis des Gesamtsystems erreicht. Um die komplexe Dynamik
wirklich zu verstehen, miisste das vollsténdige Wechselwirkungs-Netzwerk der Einzelkomponenten
beriicksichtigt werden, das letztendlich die Komplexitét des Systems verursacht.

Nicht nur auf der biochemischen Ebene sind biologische Systeme komplex. Auch das Zusammen-
spiel der einzelnen Organe und deren Regelung, die von der Physiologie beschrieben wird, zeigen
Komplexitét. Ein vergleichsweise einfaches Beispiel fir ein komplexes System dieser Art ist das
Herz-Kreislauf-System des Menschen. Man kann das System nur teilweise verstehen, indem man
die einzelnen Komponenten wie Herz, Lunge, Adersystems, usw. getrennt und unabhéngig vom
autonomen vegetativen Nervensystem betrachtet, das einen Teil der Funktionen steuert. In diesem
Bild kann man zwar verstehen, wie das Herz Blut pumpt, aber es wird nicht klar, wie die Herzfre-
guenz geregelt wird und warum sie — in einem gewissen Rahmen — scheinbar zuféllig schwankt.
Diese Fluktuationen der Herzfrequenz sind eine interessante Grofde, weil sie einfach durch ein
Langzeit-EKG gemessen werden kdnnen und unter anderem Riickschliisse auf den Gesundheitszu-
stand erlauben. Auch beim Herz-Kreislauf-System hat die Komplexitét ihre Ursache in der Kopp-
lung und Wechselwirkung der verschiedenen Systemkomponenten.

Das Klimasystem der Erde ist ein komplexes System, weil viele Komponenten und Tellsysteme auf
stark unterschiedlichen Langen- und Zeitskalen wechselwirken. Die turbulente Stromung der Luft
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auf kleinen Raum- und Zeitskalen fuhrt zur Wolken- und Gewittersturmbildung auf mittleren
Raum- und Zeitskalen und diese beeinflussen Uber Grolwetterlagen auch langerfristige Klima
schwankungen. Starke Wechselwirkungen bestehen weiterhin mit Prozessen in den Ozeanen und
den polaren Eismassen sowie mit dem Festland (Erosion, biologische Aktivitat). Ublicherweise
unterscheidet man zwischen Wetter und Klima aufgrund der jewells betrachteten Zeitskalen von
einigen Tagen bzw. einigen Jahren. Aber der Ubergang ist flieRend und eine langsame Klimaer-
wéarmung soll beispielsweise mit extremen Wetterereignissen einher gehen. Wenn man die lang-
fristige Klimaentwicklung simulieren will, darf man daher kurzfristige oder kleinskalige Prozesse
nicht ignorieren. Bei Computer-Simulationen mit geeigneten Modellen kann das komplexe System
nicht als Ganzes in allen Details beschrieben werden, denn das wirde die Leistungsfahigkeit sémtli-
cher Computer Ubersteigen. Vielmehr missen zahlreiche N&herungen und Ersatz-Beschreibungen
(effektive Modelle) fur die kurzfristigen oder kleinskaligen Prozesse verwendet werden. Dann stellt
sich die Frage, inwieweit das komplexe System noch korrekt beschrieben wird, oder ob durch die
Vereinfachungen und Naherungen bel einzelnen Teilsystemen die Dynamik veréndert wird.

In dieser Arbeit geht es um die Charakterisierung der Dynamik komplexer Systeme anhand der auf-
tretenden Fluktuationen, d.h. der zufélligen oder zuféllig erscheinenden Schwankungen der ver-
schiedenen MessgrofRen. Bei den Elektronensystemen sind réaumliche Fluktuationen der Potenzial-
Landschaft eine Ursache fir die Komplexitét. Fluktuationen sind aber auch eine Auswirkung von
komplexer Dynamik, wie besonders das Beispiel des Wetter- und Klimasystems zeigt. Oft interes-
siert man sich zuerst fir Mittelwerte; so beim Wetter fir die tagliche Durchschnittstemperatur, beim
Herzkreislaufsystem fir die Mittelwerte von Herzfrequenz (Puls) und Blutdruck und bei Elektro-
nensystemen fur die mittlere elektrische Leitfahigkeit. Aber in komplexen Systemen sind auch die
Fluktuationen der Messgrofden um ihre mittel- oder langfristigen Mittelwerte wesentlich. So sind es
die scheinbar Uberraschenden Fluktuationen, die beim Wetter zu Extremereignissen mit besonderer
Schadenswirkung fuhren oder beim Herz-Kreislaufsystem beispielsweise einen Herzstillstand aus-
[6sen konnen, und bei den Elektronensystemen konnen es einzelne, zufallig besonders gut leitende
Zustande sein, deren Verhalten (z.B. die Temperaturabhangigkeit) in einer konkreten Situation rele-
vant wird.

Esist sinnvoll, eine Charakterisierung der komplexen Systeme anhand der auftretenden Fluktuatio-
nen anzustreben, denn dadurch wird erstens eine Beschreibung der Dynamik und zweitens oft ein
besseres Verstandnis Uber die Art der Wechselwirkung der verschiedenen Teile erreicht. Die Er-
gebnisse kdnnen die Grundlage bilden fir eine Optimierung des Systems oder einen Test existie-
render, sowie eine Aufstellung neuer (vereinfachter) Modelle. Selbst eine Beschreibung der Syste-
me durch (effektive) stochastische Differenzen- oder Differentialgleichungen erfordert eine Kennt-
nis der auftretenden Fluktuationen, da diese in die stochastischen Variablen eingesetzt werden mis-
sen. Da neben den Fluktuationen oft Trends in den gemessenen Groéf3en auftreten, sind zur Analyse
Methoden notwendig, die zwischen beidem unterscheiden kénnen. Eine Trennung von Fluktuatio-
nen und Trends ist auch fir eine verbesserte Trenderkennung und die Vorhersage des typischen
sowie des mdglichen extremen Verhaltens der Systeme hilfreich. Eine Beschreibung der Dynamik
anhand der Fluktuationen bietet dartber hinaus den Vorteil, dass durch eine Skalenanalyse die ab-
laufenden Prozesse auf verschiedenen (zeitlichen oder raumlichen) Skalen getrennt werden. Wenn
Skalenverhalten auftritt, d.h. wenn die Fluktuationen auf grof3en und kleinen Skalen miteinander
durch ein Potenzgesetz in Beziehung stehen, ist eine Extrapolation des Verhaltens auf grol3e, expe-
rimentell nicht zugangliche Skalen moglich.

Diese Maglichkeit zur Trennung verschiedener Prozesse und zur Extrapolation wird im Hinblick
auf das Skalenverhalten der Fluktuationen in beiden Teilen der Arbeit ausgenutzt. Im ersten Teil
werden komplexe biomedizinische und geophysikalische Systeme anhand von Zeitreihen unter-
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sucht, d.h. anhand von Uber l&ngere Zeitrdume periodisch gemessenen Einzelgrofien, deren Fluktua
tionen die Dynamik widerspiegeln und eine Charakterisierung von unterschiedlichen Phasen sowie
einen Vergleich mit Modellen ermdglichen. Konkret werden nach einer Einfuhrung in die verwen-
deten und weiterentwickelten Methoden der Zeitreihenanalyse in Kapitel 11.A zuerst die Fluktuati-
onsdynamik des menschlichen Herz- und Atemrhythmus betrachet, u.a. in verschiedenen Aktivi-
tatsphasen (Kapitel 11.B). Ziel ist dabei eine Charakterisierung der Dynamik in den unterschiedli-
chen Phasen und unter bestimmten Krankheitsbedingungen als Grundlage flr ein besseres physio-
logisches Verstandnis der Regelungen und Wechselwirkungen im autonomen Herz-Kreislauf-
System, eine automatische Unterscheidung der einzelnen Phasen, eine stochastische Modellierung,
sowie eine verbesserte Diagnostik und Risikoabschdtzung. Kapitel [1.C hat nach einem kurzen
Uberblick tiber DNS-Fluktuationen eine Charakterisierung der Nervenimpulsdynamik von mecha-
nisch und elektrisch sensitiven Sinneszellen zum Thema. Die komplexe Dynamik des Wetter- und
Klimasystems sowie hydrologischer Systeme der Erde wird mit Hilfe der Zeitreihenanalyse in Ka-
pitel 11.D charakterisiert, das mit einer Betrachtung langjahriger historischer und aus Paldodaten
rekonstruierter Reihen endet. Anhand der Ergebnisse konnen Klima- und Regen-Abfluss-Modelle
sowie die Methoden zur Rekonstruktion der Paldodaten getestet werden. Die Auswirkungen der
langreichweitigen Korrelationen in den hydroklimatischen Reihen auf die Statistik extremer Ereig-
nisse sowie die Wiederkehrintervalle zwischen solchen Ereignissen sind das Thema der in Kapitel
I1.E betrachteten Anwendung. Den Abschluss des ersten Teils bildet in Kapitel I1.F die Anwendung
der datistischen Methoden zur Analyse von Rontgenbeugungsfluktuationen, die die Diffusions-
dynamik in ungeordneten Metalllegierungen widerspiegeln.

Der zweite Teil der Arbeit hat komplexe elektronische Systeme in Festkdrpern zum Thema, bei
denen aufgrund von Unordnung im Kristallgitter Fluktuationen in den messbaren physikalischen
GrofRen auftreten. Wegen der Unordnung und starken Vieltellchen-Wechselwirkungen kann man
sich nicht auf eine Naherungsldsung oder die Betrachtung nur einer Gitter-Einheitszelle beschran-
ken, sondern muss ein Modellsystem aus vielen Teilchen simulieren, d.h. die Schroédinger-Glei-
chungen dafiir 16sen. Hier sind die auftretenden Fluktuationen quantenmechanischen Ursprungs,
und ihre Untersuchung ermdglicht einen Test von theoretischen Modellvorstellungen anhand nume-
rischer Simulationen. Besonders im Blickpunkt des Interesses steht der Phasentibergang zwischen
lokalisierten (isolierenden) und ausgedehnten (metallischen) Zustanden. Nach einer kurzen Darstel-
lung der experimentellen Resultate in Kapitel 111.A werden in den Kapiteln 111.B und 111.C Modelle
bzw. numerische Methoden zur Untersuchung von Lokalisierung und Fluktuationen in elektroni-
schen Quantensystemen behandelt. In den Kapiteln 111.D und I11.E liegt der Schwerpunkt auf den
Auswirkungen von korrelierter bzw. unkorrelierter Unordnung auf die quantenmechanischen Fluk-
tuationen in ein- bzw. zweidimensionalen Elektronensystemen, flr die anhand von numerischen
Simulationsergebnissen die Giltigkeit der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung diskutiert
wird. In Kapitel I11.F werden zusétzlich die Auswirkungen von starken Vielteilchen-Wechselwir-
kungen und Magnetfeldern auf die Fluktuationen und die Lokalisierung der Elektronen in den un-
geordneten Festkorpern betrachtet, wobei sich konkrete Bezlige zu den neuen experimentellen Er-
gebnissen zum Metall-Isolator-Ubergang in zweidimensionalen Bauelementen zeigen. Den Ab-
schluss des zweiten Teils bildet in Kapitel 111.G eine Analyse von Lokalisierungstibergangen und
Fluktuationen in Quantenpunkten (, kiinstlichen Atomen®), die bei einer Kontaktierung mit idealen
Dréhten zu erwarten sind.

Teil 1V gibt eine Zusammenfassung und in Teil V steht das Literaturverzeichnis, und zwar getrennt
nach den Referenzen zu Tell 11 und Teil I11.
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ll. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen

In diesem ersten Teil der Arbeit steht die Untersuchung der Dynamik komplexer Systeme, wie z.B.
des autonomen vegetativen Systems des Menschen und des globalen Wetter- und Klimasystems,
durch die Analyse von Zeitrethen im Mittelpunkt. Die verschiedenen Bausteine der komplexen
Systeme sind im Allgemeinen nicht-linear gekoppelt, so dass die Dynamik des Ganzen nicht durch
eine detaillierte Beschreibung der Einzelkomponenten charakterisiert und verstanden werden kann,
sondern das Gesamtsystem analysiert werden muss. Dabel ist es nicht moglich, alle Variablen und
Parameter vollstandig zu erfassen. Daher sollen die Systeme anhand von Zeitreihen untersucht
werden, d.h. anhand von Uber langere Zeitrdume regelmal3ig gemessenen Einzelgrofien, in denen
sich die Dynamik des Systems dimensions-reduziert niederschlégt.

II.LA. Einfihrung und Methoden
[ILA.1. Grundlagen

a) Stationar e und nichtstationare Zeitreihen, Persistenz und Trends

Bei der Analyse von Zeitreihen, die die Dynamik komplexer Systeme représentieren, gibt es zwel
Hauptprobleme, die nicht zufrieden stellend durch Ubliche statistische Verfahren gelost werden
[Boxetal-94, BuNDEetal-02]: (i) Die meisten Datenreihen sind relativ kurz und verrauscht, so dass
es schwierig ist, signifikante Informationen daraus zu extrahieren. (ii) Wenn die Lange der Daten-
sétze durch die Verwendung von modernen Computer-basierten Aufzeichnungstechniken oder
durch einen Ruckgriff auf historische Daten erhéht wird, beginnen Nichtstationaritaten in den Sig-
nalen das intrinsische Fluktuationsverhalten zu tberlagern. Nichtstationaritéten und Trends werden
durch auRere und innere Einfllsse verursacht, die zu graduellen oder auch sprunghaften Verénde-
rungen der Mittelwerte und der Regulationsmechanismen fuhren. Sie stellen ein wesentliches Prob-
lem fir die Charakterisierung der Dynamik und insbesondere die Bestimmung der Korrelationsei-
genschaften der Daten dar [BUNDE& KANTELHARDT-01] (einzelne Teile aus diesem Ubersichtsarti-
kel sind hier in Uberarbeiteter Form Ubernommen).

Bei den traditionellen statistischen Methoden, siehe z.B. [CHATFIELD-89, Boxetal-94], geht man
davon aus, dass sich die statistischen Eigenschaften eines Signals nicht im Verlauf der Zeit andern,
d.h. dass insbesondere Mittelwert und Varianz zeitlich konstant sind. Wenn dies der Fall ist, kann
man aus der Berechnung von Autokorrelationsfunktionen oder Frequenzspektren auf Korrelationen
zwischen den Elementen einer Zeitreihe schlief3en. Die Annahme stationéaren Verhaltens ist aber
unrealistisch fur viele Zeitreihen in der Natur. Nichtstationaritéten treten beispielsweise bei meteo-
rologischen Zeitreihen [KOsCIELNY-BUNDEetal-98], in DNA-Sequenzen [PENGetal-94], sowie in
Okonomischen Datenreihen [MANTEGNA& STANLEY-99] auf. Physiologische Zeitreihen, wie z.B.
Sequenzen von Herzraten, sind ebenfalls durch starke Nichtstationaritéten gekennzeichnet [VISWA-
NATHANetal-97], die sogar in der Schlafphase beim Ubergang zwischen den einzelnen Schiafstadien
auftreten [BuNDEetal-00]. Daher sind die konventionellen Methoden nur mit starken Einschréan-
kungen anwendbar. Dartber hinaus ist es von grof3er Bedeutung herauszufinden, ob die beobachte-
ten Fluktuationen und Korrelationen von externen bzw. internen (Stér-) Einfltssen verursacht wer-
den oder vielmehr im Rahmen der tblichen Schwankungen bleiben.

Allgemein spricht man von ,Persistenz’, wenn eine Zufallsgrofde die Tendenz hat, ihren au-
genblicklichen Wert beizubehalten. Dies kann Uber langere Zeitrdume zu ausgeprégten positiven
oder negativen statistischen Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert fihren. Bei Trends hinge-
gen handelt es sich um systematische Abweichungen vom Mittelwert, die meist durch aul3ere Pro-
zesse verursacht werden. In diesem Sinne sind bel meteorologischen Zeitreihen der Jahresgang
bzw. eine anthropogen verursachte Klimaanderung durch den Treibhauseffekt , Trends*, wahrend
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GrolRwetterlagen eine ,Persistenz” auf kirzeren Zeitskalen darstellen. GrolRwetterlagen beispiels-
weise klingen etwa nach einer Woche ab, und die Frage ist, ob es auf grofderen Zeitskalen, nach
einem Monat, nach einem Jahr oder nach einer Dekade, Uberhaupt noch eine Persistenz in meteoro-
logischen Zeitreihen gibt, und wenn ja, wie sie zeitlich abféllt.

b) Lang- und kur zreichweitige K orrelationen

Um das Korrelationsverhalten und die Persistenz von Zeitreihen zu quantifizieren, schaut man sich
in der Regel die Autokorrelationsfunktion C(s) an, die angibt, wie zwei Messwerte, die s Werte aus-
einander liegen, miteinander korreliert sind. Man erhdlt C(s), indem man fir eine gegebene Zeitrei-
he (x)Y, mit Mittelwert Null ((x)=0) das Produkt x; X, Uber alle Paare mit festem zeitlichen
Abstand s mittelt und durch das mittlere Schwankungsguadrat dividiert,

X o N N-s N )
C(S):<’<9)’:2>>: N—sé““ le , (I1.A.1)

Wenn C(s) nur fur s = 0 verschieden von Null ist, sind die x, unkorreliert. Bei kurzreichweitigen
Korrelationen ist die charakteristische Korrelationszeit

s = j:c:(s) ds, (I1.A.2)

mit der C(s) abféllt, verhaltnismaldig klein. Das einfachste Beispiel hierfir stellen exponentiell ab-
klingende Korrelationen dar,

C(s) =exp[-95/s.]. (11.A.3)

Bei langreichweitigen Korrelationen hin-
gegen divergiert die charakteristische Kor-
relationszeit s. und wird damit groRer als
alle anderen Zeitskalen im System. Das
beste Beispiel daflr ist ein asymptotischer
Abfall von C(s) nach einem Potenzgesetz,

C(s)~s' mtO<y<1 (1.A.4)

fur s > 1. Der Korrelationsexponent y
gibt hier die Stérke der langreichweitigen
Korrelationen an, wobei y nahe 0 fur die
stérksten und y nahe 1 fur die schwachsten
langreichweitigen Korrelationen — steht.
Der Fall y = 1 wird zu den Kurzzeitkorre-
lationen gerechnet, obwohl I;’ siC(s) ds
fr grofRe q divergiert.

In der Praxis tritt bei der direkten Be-
stimmung von C(s) insbesondere fir kurze

Zeitreihen das Problem auf, dass das be- app, |1.A.1: Vergleich von Auto-Korrelationsfunktion
rechnete C(s) aufgrund unzureichender  C(s) (fallend) und Fluktuationsfunktion F(s) (FA und in
Statistik um Null herum schwankt und die (c) auch DFA; steigend) fiir smulierte (a) kurzreichwei-

interessierenden  GesetzméRigkeiten im tig korrelierte Daten, (b) langreichweitig korrelierte Da-
asymptotischen Bereich nicht zu erkennen ten und (c) unkorrelierte Daten mit linearem Trend. Die

. : . . Pfeilein (a) und (b) zeigen die Skala s an, fir die C(s)
sind. Das sieht man in den Abbildungen erstmals negativ wird; auf groReren Skalen kann das

I1.A.1(8) und I1.A.1(b), in denen C(s) dop-  sSkalenverhalten nur noch aus F(s) abgelesen werden.
pel-logarithmisch fur eine Reihe kurz- Die gestrichelten Geraden haben die angegebenen Stei-

bzw. langreichweitig korrdierter Zufalls- gungen (nach [BUNDE& KANTELHARDT-01]).

C(s),F(s)

C(s),F(s)

F(s)
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zahlen aufgetragen ist. Oberhalb 10° g T T

der mit Pfeilen markierten Skala : FFT

treten aufgrund der Schwankungen = . 0 logarithm. gem. FFT

negative Werte von C(s) auf, und & | Gerade mit = 0.6

man kann das Korrelationsverhal- % A )

ten nicht mehr bestimmen. X 10 ]

Hinzu kommt, dass Nichtstationa- G

rititen und insbesondere Trends — 310’

bei der Betrachtung von C(S) «g’

Langzeitkorrelationen vortauschen B gtk

konnen. In diesem Fall sind der i

Mittelwert (x) oder die Varianz oo . |\ MW _

(X*) = (x)? zeitlich nicht konstant, 10% 10° 102 10% 10°

und die Definition der Autokorre- Frequenz f

lationsfunktion C(s) ist streng ge- Abb. I1.A.2: Spektralanalyse und logarithmisch gemittelte Spek-

nommen nicht méglich. Eine for- tralanalyse _fUr Iangreichweitig korrglierte Zufallszah_len (y_= 0.4,

male Verwendung der Definition B = 0.6); die gestrichelte Gerade dient zum Vergleich mit dem
Potenzgesetz.

(I1.A.1) kann dann dazu fthren,
das C(s) nicht oder nur unrealistisch langsam abféllt. Um das Vorliegen von Langzeitkorrelationen
zu untersuchen, empfiehlt es sich daher nicht, C(s) direkt zu bestimmen.

¢) Spektralanalyse und Erzeugung korrelierter Zahlen

Das erste Problem mit der Autokorrelationsfunktion C(s), das Schwanken um Null im asymptoti-
schen Bereich, kann mit der alternativen Methode der Spektralanalyse umgangen werden, die aber
auch Stationaritét der Datenreihen auf langen Zeitskalen voraussetzt. Die Methode ist seit langem
bekannt, siehe beispielsweise [HUNT-51], der den Zusammenhang mit der fraktionalen Brownschen
Bewegung aufzeigte, und die erste Anwendung auf Herzschlag-Reihen [KOBAYASHI& MUSHA-82].
Bei der Spektralanalyse wird das Leistungs-Spektrum P(f) in Abhangigkeit von der Frequenz f
berechnet als Betragsquadrat der komplexen Koeffizienten der Fourier-Transformierten der Zeitrei-
he. FUr stationdre Reihen lasst sich ein Skalenverhalten von P(f) mit spektralem Exponenten 3,

P(f)~f? (f<1), (11.A.5)

einfach mit dem Wiener-Kinchin Theorem auf das Skalenverhalten von C(s) nach Gl. (I1.A.4) zu-
rtckflihren und ein Zusammenhang zwischen dem Korrelationsexponenten y und dem spektralem
Exponenten 3 herleiten. Dabei wird ausgenutzt, dass P(f) die Fourier-Transformierte der Auto-
korrelationsfunktion C(s) ist (siehe z.B. [RANGARAJAN& DING-00] fir die exakte Rechnung),

P(f)~[e™™C(t)dt~ [t dt ~ (Y2rf)" ~ 4 = B=1-y (I.A.6)

Werte von 3 zwischen 0 und 1 zeigen langreichweitig korrelierte Daten an, wahrend 3 = 0 einem
flachen Frequenzspektrum (weil3es Rauschen), d.h. unkorrelierten Daten entspricht. Ein Wert > 1
zeigt nichtstationdre Daten an, denn er entspricht einem negativen Wert fur y, d.h. einem Divergie-
ren der Autokorrelationsfunktion fur grof3e Skalen s. Ein negativer Wert fur 8 ist auch mdglich und
steht fir antikorrelierte Daten (z.B. Datenreihen mit alternierendem Vorzeichen), deren Verhalten
sich nicht eindeutig mit der Autokorrelationsfunktion C(s) nach (11.A.1) beschreiben l&asst.

In [TAQQuetal-95] wird gezeigt, dass die Spektralanalyse nur dann zuverlassigere Ergebnisse als
die Autokorrelationsfunktion liefert, wenn man eine Mittelung des Logarithmus der spektralen
Leistung in Frequenzbandern mit logarithmisch anwachsender Breite durchfihrt (,,logarithmisches
Binning*), d.h. log[ P(f)] in aufeinander folgenden Bandern [X" fo, xX™** fo] mittelt. Dabei ist die
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Breite der Bander (,,Bins*), d.h. der Faktor x, hinreichend grof3 zu wahlen, so dass die statistischen
Fluktuationen des gemittelten P(f) klein werden, aber auch hinreichend klein, so dass genligend
Bander in den Bereich des Skalenverhaltens fallen. Abbildung I1.A.2 zeigt ein Beispiel mit ,ro-
hem" und gemitteltem Frequenzspektrum fur langreichweitig korrelierte Zufallszahlen mit 3 = 0.6.
Solche Zahlen lassen sich am einfachsten erzeugen, indem man die Methode der Spektralanalyse
umkehrt. Man beginnt mit unkorrelierten, Gaui3-verteilten Zufallszahlen, die zuerst mittels schnel-
ler Fourier-Transformation (FFT) in den Frequenzraum transformiert werden. Das entsprechende
Frequenzspektrum ist flach (B = 0), weist aber die gleichen statistischen Fluktuationen auf, wie in
Abb. 11.A.2 fur korrelierte Zahlen zu sehen ist. Fir langreichweitig korrelierte Zahlen muss das
Frequenzspektrum im doppelt logarithmischen Bild entsprechend Gl. (11.A.5) geneigt sein. Das
wird durch eine Multiplikation der Fourier-Koeffizienten mit dem Faktor f 2 erreicht, was fiir das
Leistungsspektrum P(f) dem Faktor f ™ entspricht. Die Riick-FFT ergibt dann die langreichwei-
tig korrelierten Zahlen mit dem spektralen Exponenten 3. Die Verteilung der so erzeugten Zahlen
ist wieder eine Gaul3verteilung. Diese Fourier-Filter Methode zur Erzeugung korrelierter Zahlen
(siehe z.B. [MANDELBROT-71, V0ss-85]) wurde in [MAKSEetal-96] durch Vermeidung der Diver-
genz von C(s) bei s= 0 verbessert. Angtelle der Skalenansétze (11.A.4) und (I11.A.5) werden dabei

4an

r(1-pg/2)
verwendet mit der modifizierten Bessel-Funktion K_g,(x) der Ordnung —B/2 und der Gamma-
Funktion I (x). Mit der Fourier-Filter-Methode ist es auch moglich, kurzreichweitig korrelierte Zah-
lenreihen zu erzeugen, indem nur die Fourier-Koeffizienten oberhalb einer charakteristischen Fre-
quenz f, mit dem Faktor (f/fx)‘B/2 multipliziert werden. Analog kann man durch Multiplikation
der Koeffizienten unterhalb von f, mit (f/ f )2 Zahlen erzeugen, bei denen die Langzeitkorrela-
tionen erst auf Zeitskalen s, =1/ f, beginnen. Entsprechend ist ein Ubergang (, Crossover) zwi-
schen zwei unterschiedlich skalierenden Frequenz (Zeit-) Bereichen herstellbar, indem in den bei-
den Bereichen unterschiedliche spektrale Exponenten 3 verwendet werden.

Wenn langreichweitig korrelierte Surrogat-Datenreihen zum Vergleich mit Messdaten erzeugt wer-
den sollen, kann es sinnvoll sein, als Ausgangszahlen fir die Fourier-Filter-Methode anstelle der
Gaul3-verteilten Zufallszahlen die urspriinglichen Messdaten zu verwenden, aber natirlich in zufal-
liger Reihenfolge. Auf diese Weise kann man auch testen, ob die Verteilung der Messwerte even-
tuell einen Einfluss auf angewandte Methoden zur Skalenanalyse hat. Allerdings wird die Vertei-
lung der Werte in der Fourier-Filter-Methode meist etwas in Richtung auf eine GaulRverteilung ver-
andert. Darum wurde das iterative Schreiber-Verfahren [ SCHREIBER& SCHMITZ-96, SCHREIBER&
ScHMITZ-00] entwickelt, mit dem man sowohl die Verteillung als auch die Korrelationen der Surro-
gat-Daten einstellen kann. Der erste Schritt ist dabei die normale Fourier-Filter-Methode mit den
gemischten Messdaten aus Ausgangszahlen. Im zweiten Schritt wird die urspringliche Werte-
Verteilung wiederhergestellt, indem die neuen Zahlen entsprechend ihrer Grof3e durch die Messwer-
te ersetzt werden, also die niedrigste neue Zahl wird durch den niedrigsten Messwert ersetzt, die
zweitniedrigste neue Zahl durch den zweitniedrigsten Messwert usw. Dadurch werden aber wieder
die Korrelationen leicht verfélscht. Darum missen beide Schritte iterativ wiederholt werden, bis
die resultierende Reihe sowohl in ihrer Verteilung als auch in ihren Korrelationen der Vorgabe hin-
reichend genau entspricht.

c(9)~(1+s) " und P(f)= (nf ) * K2, ,(2rf ) (I1.A.7)

d) Hurst-Analyse

Zur Untersuchung der Langzeit-Persistenz von Zeitreihen wurde von dem Wasserbau-Ingenieur
Harold Edwin Hurst (1880-1978) die Methode des reskalierten Bereichs (,,rescaled range analysis®),
die RIS Analyse, entwickelt [HURST-51], siehe auch [HURSTetal-65, MANDELBROT& VANNESS-68,
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MANDELBROT& WALLIS-69, FEDER-88]. Zur Bestimmung des reskalierten Bereichs auf der (Zeit-)
Skala s wird die Zeitreihe (x ), in [N/s] Segmente der Lange s geteilt, in jedem Segment v der
Mittelwert subtrahiert und die Reihe aufsummiert,

Y, (J) = i[xv = (s >S] :i Xyssi —isz Xysei - (11.A.8)

Durch die Subtraktion des Mittelwerts werden stiickweise konstante Trends in der Datenreihe besei-
tigt. Anschlief3end bestimmt man — wieder in jedem Segment — das Minimum und das Maximum,
deren Differenz der ,Bereich” R,(9) ist,

R,(s) = maxY, (i) ~min¥, (j). (I1.A.9)

AulRerdem wird die Standardabweichung S,(s) in jedem Segment berechnet, und damit der mittlere
.reskalierte Bereich” definiert,

_ 1 [N/s]-1 R;(S) _ 1 [N/s]-1 1 s ).
sl(s) = = =Y YE() - I1.A.10
R0 =y 5 B LS R ) S (1410

Durch Wiederholung der Prozedur fir viele Skalen s zwischen 1 und N wird so die Funktion
[R/S](s) ermittelt. Fir viele geophysikalische Zeitreihen beobachtete Hurst [HURST-51, HURST-
etal-65] ein Skalenverhalten der Art

[R/S|(s) ~s" (s>1). (11.A.11)
mit dem Hurst-Exponenten H (Hurst verwendete K). Man kann zeigen [HUNT-51, MANDELBROT&

VANNESS-68], dass H mit dem spektralen Exponenten 3 und daher nach Gl. (I1.A.6) auch mit dem
Korrelationsexponenten y verknlpft ist,

H=1tB_2"Y (11.A.12)
2 2

Dieser Zusammenhang gilt insbesondere fur multifraktale Reihen nicht (siehe Abschnitt 11.A.3.d).
Der Wertebereich des Hurst-Exponenten ist auf 0 < H < 2 beschrénkt, wobei H = 0.5 fur unkorre-
lierte Daten steht und H > 0.5 flr langreichweitige Korrelationen, H < 0.5 fir Antikorrelationen.
Im Vergleich mit der Spektralanalyse hat die Hurst-Analyse vor alem den Vorteil, dass sie einfa-
cher ist, weil schon ohne einen logarithmischen Mittelungsprozess relativ glatte und gut auswertba-
re Kurven erhalten werden. Zudem werden stlickweise konstante Trends in den Daten beseitigt.

e) Fluktuations-Analyse (FA)

Die Methode der Fluktuationsanalyse (FA) ist eng mit der Hurst-Analyse verwandt, hat aber den
Vorteil, dass man mit Uberlegungen aus der Theorie diffundierender Teilchen (, Random-Walk
Theorie") fur stationdre Reihen eine exakte Beziehung zur Autokorrelationsfunktion C(s) herleiten
[SHLESINGERetal-87, TAQQUetal-95, BENAVRAHAM&HAVLIN-00] und so die ungeféhre Beziehung
(11.A.12) durch eine exakte ersetzen kann. FUr eine gegebene Zeitreihe (x )Y, mit Mittelwert Null
geht die Methode aus von der kumulierten Zeitreihe (vgl. Gl. (11.A.8))

Y(J)=i>q, (11.A.13)

die man als Position eines diffundierenden Teilchens nach j Schritten auffassen kann: Im i-ten
Schritt bewegt sich das Teilchen um die Strecke | x; | nach unten (falls x; < 0) oder nach oben (falls
xi > 0). Die kumulierte Reihe (11.A.13) wird oft als , Profil* der Zeitreihe x; bezeichnet. Ein Bei-
spiel ist die fluktuierende Kurve in Abb. 11.A.3. Wie bei der Hurst-Analyse teilt man dannin [N/s]
Segmente der Lange s auf; allerdings erfolgt die Aufteilung hier erst nach der Summation. In Abb.
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Abb. I1.A.3: lllustration zur Erklarung der Fluktuationsanalyse (FA) und iur trendbereinigenden Fluktuati-
onsanalyse (DFA). Fir zwei Skalen (Segmentbreiten) (a) s= 100 und (b) s= 200 sind ein Profil Y(j) (kumu-
lierte Zeitreihe, fluktuierend, blau) und an dieses Profil angepasste, stiickweise quadratische Polynome (rot)
aufgetragen. AuBerdem sind die Werte des Profils an den Segmentiibergangen, die bel der FA benutzt wer-
den, durch griine Kreise markiert.

I1.A.3 ist das fUr zwei verschiedene Segmentlangen (Skalen) s illustriert. In jedem Segment wird
nun das Verschiebungsquadrat des Profils Y(j)

Foo (9 =[Y((v+D9) - Y(v9)]° (11.A.14)
fur die Skala s betrachtet. Die entsprechenden Werte des Profils Y(j) sind in Abb. 11.A.3 durch

Kreise markiert. Bei der Fluktuationsanalyse untersucht man — fir Skalen s zwischen 1 und N/2 —
das mittlere Verschiebungsquadrat

1 [N/s]
Fo(9)=(Fa,(9) = Iz P SWORESRNCESY (11.A.15)

und definiert aus der Steigung im doppelt logarithmischen Bild den Fluktuationsexponenten a. Der
Exponent a ist dabei asymptotisch fur grof3e Skalen s gemeint; es sollte aber s < N/10 bleiben, da-
mit die Statistik bei der Mittelwertbildung ausreichend ist. Um den Zusammenhang von a mit dem
Korrelationsexponenten y (und dem spektralen Exponenten [3) herzuleiten, wird — ausgehend von
den Glgn. (11.A.13) und (11.A.14) — die Doppelsumme des V erschiebungsquadrats zunéchst in Ter-
me mit gleichen und mit ungleichen Indizes aufgeteilt,

(Fau(9)= <[Y((v +1)s) -Y(VS)]2> =<(Zxkj> = <me > = k%mm = ;<xf> +§S<xm )

Wahrend der erste Term dem s-fachen der Varianz entspricht (stationére Reihe, (x) =0), kann der
zweite Term durch die Autokorrelationsfunktion (11.A.1) ausgedriickt werden,

(Fanu(9) =<X§>{S+ka(lk-l I)} =<xk2>{s+2§(s—k) C(k)}. (11.A.16)

Fur kurzreichweitig korrelierte Daten fallt C(s) relativ schnell ab und auf grof3en Skalen s dominiert
der erste Term die geschweifte Klammer in Gl. (11.A.16). Man erhalt dann

FZ(9) ~s, (11.A.17)

entsprechend dem Fluktuationsexponenten a = 1/2 in Gl. (11.A.15). Ein Beispiel zeigt Abb.
I1.A.1(a). Dieses Ergebnis entspricht dem Fickschen Diffusionsgesetzz Das mittlere Verschie-
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bungsquadrat R?(t) = <r2(t)> ~t des Abstands eines diffundierenden Teilchens (, Random walker*)
von seinem Startpunkt steigt linear mit der Zeit t an, wenn die einzelnen Schritte des Teilchens un-
korreliert sind. Die Fluktuationsfunktion Fra(s) entspricht R(t) und die Skala s entspricht der Zeit t.
Bei langreichweitig korrelierten Daten mit C(s) nach Gl. (11.A.4) hingegen dominiert fir grof3e Ska-
len s der zweite Term die geschweifte Klammer in Gl. (11.A.16), und man findet wegen

s—1 s-1 S s-1
> Ck)~> k= j k¥ dk ~s™ und > kC(k) ~s*" (s>1)
k=1 k=1 1 k=1

schliefdlich unter Ausnutzung von Gl. (11.A.6)

F2(9)~s* (s>>1) mita :1—% :¥. (11.A.18)
Damit ist der Zusammenhang zwischen den drei Exponenten hergeleitet; siehe Abb. I1.A.1(b) als
ein Beispiel. Der Wertebereich von a ist noch stérker beschrankt als bei der Hurst-Analyse. Esgilt
0<a <1, sodassnur auf allen Skalen stationére Daten mit der FA analysiert werden kdnnen.
Ein Problem ist, dass Trends auch Fga(s) verfalschen und ein falsches Korrelationsverhalten vor-
gaukeln kénnen. Das ist in Abb. 11.A.1(c) fUr unkorrdlierte Zufallszahlen x; gezeigt, zu denen ein
schwacher Trend addiert wurde, X’ = x + 5i/10°. Durch den Trend tritt ein Abknicken bei s = 70
auf. Oberhalb davon betrégt die Steigung nicht mehr a = 1/2, was nach GlI. (11.A.17) fur unkorre-
lierte Zahlen zu erwarten wére, sondern zunachst a = 0.9 und spéter, bei grof3en sWerten, a = 1.
Das eigentlich unkorrelierte Verhalten wird durch den Trend verschleiert. Um Langzeitkorrelatio-
nen von Trends zu separieren, muss man daher das Verfahren modifizieren.

IILA.2. Trendbereinigende Fluktuationsanalyse (DFA)

Die trendbereinigende Fluktuationsanalyse (,detrending fluctuation analysis‘, DFA) wurde von
[OssaDNiketal-94, PENGetal-94] basierend auf der Theorie diffundierender Teilchen (,, Random-
Walk Theorie") der Statistischen Physik entwickelt, um die langreichweitigen Korrelationen in der
Basensequenz in Erbinformations- (DNS-) Strangen trotz der dabei vorhandenen starken Trends
analysieren zu konnen (zu DNS-Korrelationen siehe Abschnitt 11.C.1). Die Methode wurde seit
1995 auf kardiologische Datenreihen angewandt; seitdem haben sich die Anwendungen verviel-
facht, und mittlerweile gibt es weit tber 100 Publikationen, in denen die Methode angewandt wird.
Im Jahr 2000 wurde erstmals eine Erweiterung auf Polynomfits htherer Ordnung zur Trendbereini-
gung publiziert [BUNDEetal-00], und es folgten drei Arbeiten mit systematischen Tests der Methode
und ihrer Erweiterung [KANTELHARDTetal-01, Huetal-01, CHENetal-02].

a) DFA mit Polynomfits ver schiedener Ordnung

Wie bei der Fluktuationsanalyse geht man bei der trendbereinigten Fluktuationsanalyse von der in
[N/s] Segmente der Lange s geteilten kumulierten Zeitreihe Y(j), G. (11.A.13), aus. Dadie Lange
N der Reihe im Allgemeinen nicht ein Vielfaches der Skala (der Segmentlange) sist, wird bei dieser
Teilung meist ein kirzeres Stick am Ende Ubrig bleiben. Um dieses bei der Analyse nicht ganz
aul3er Acht zu lassen, ist es sinnvoll, zusétzlich noch einmal vom hinteren Ende der Zeitreihe be-
ginnend Segmente einzuteilen. Damit erhalt man insgesamt 2[N/s] Segmente und das Gewicht der
Daten an beiden Enden der Zeitreihe ist halbiert, weil sie nur einmal in diesen Segmenten vorkom-
men, wahrend die anderen Daten doppelt vorkommen. In jedem Segment v wird dann ein Polynom

P2 () =iakxk (11.A.19)
k=0

an die diskreten Punkte der kumulierte Zeitreihe, das Profil Y(j), angepasst. Falls hier Legendre-
Polynome anstelle der Monome als Basis verwendet werden, ist bei der Anpassung der Polynome
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kein Losen eines Gleichungssystems erforderlich [PANG& TZENG-03]. Der Grad n der Polynome
(11.A.19) entscheidet Uber die Ordnung der Trends, die beseitigt werden konnen.  Wird nur eine
mittlere Konstante abgezogen (Polynomfit 0. Ordnung, DFAOQ), so entsprechen die Ergebnisse der
FA. Mit linearen Polynomen (DFA1) werden lineare Trend im Profil, d.h. stlickweise konstante
Trends in den urspriinglichen Daten beseitigt. Mit quadratischen Polynomen (DFA2) kann man
lineare Trends in den Daten beseitigen, mit kubischen Polynomen (DFA3) quadratische Trends,
usw. InAbb. I1.A.3 sind beispielhaft quadratische Polynome an das Profil Y(j) angepasst.

Die Varianz zwischen dem Profil und den angepassten Polynomen ergibt das Fluktuationsguadrat in
jedem Segment v,

13 . 0y N2
Farany (S) =EZ[Y(VS+ RO (11.A.20)
j=1
Damit wird die DFANn-Fluktuationsfunktion als Mittelwert Uber alle Segmente definiert,
1 2[N/s] .
Foran(S) = <FI32FAn,v (5)> = \/Z[T/S] VZ:; FDZFAM (s) ~s" (s>1). (11.A.21)

Der Exponent a ist hier wieder asymptotisch fiir grof3e Skalen s gemeint; es sollte aber s < N/4 blei-
ben, damit die Statistik bei der Mittelwertbildung ausreichend ist. Obwohl sich der Zusammenhang
zwischen dem Skalenverhalten der DFAN-Fluktuationsfunktion Fpean(s) und dem Skalenverhalten
von C(s) nicht einfach analytisch herleiten lasst wie bei der FA, kann doch in aufwendigen Rech-
nungen [HENEGHAN& MCDARBY-00, PANG& TZENG-03] gezeigt werden, dass das Skalenverhalten
durch die Trendbeseitigung nicht verandert wird. AufRerdem bestdtigen numerische Untersuchun-
gen von simulierten Daten mit wohldefiniertem Korrelationsverhalten, dass der Zusammenhang
(11.A.18) auch fur den nach Gl. (11.A.21) fir die DFAN definierten Exponenten o gultig bleibt,

a=1-Y=1*F (11.A.18)
2 2

Beispiele fur unterschiedlich korrelierte Zufallszahlen zeigt Abb. I1.A.4(a-c). Dabei wurde die
Fluktuationsfunktion durch s'? dividiert, um Unterschiede zum unkorrelierten Verhalten ohne
Trends, o = 0.5, d.h. F(s) ~ s*2, deutlicher hervortreten zu lassen. Eine positive Steigung (o > 0.5)
der so reskalierten Fluktuationsfunktionen zeigt langreichweitige Korrelationen an, wahrend eine
negative Steigung (a < 0.5) fur Antikorrelationen steht. Im Gegensatz zur FA kann der Exponent a
bei der DFA auch Werte Uber 1 annehmen; das Maximum fir die DFAn ist a = n + 1, so dass in
dieser Hinsicht die DFAL der Hurst-Analyse (siehe Abschnitt 11.A.1.d) etnspricht. Allerdings sollte
die néchst hdhere DFA-Ordnung n verwendet werden, sobald a in die Nahe des Maximums komnt.

b) DFA mit Korrekturfunktion

Bei genauer Betrachtung der in Abb. 11.A.4(a-c) gezeigten DFAN-Fluktuationsfunktionen fallt auf,
dass fur kleine Skalen s systematische Abweichung vom Potenzgesetz (11.A.21) auftreten, die bei
hoheren Ordungen n der Trendbereinigung bis hin zu Skalen s = 15 reichen. Der Grund ist, dass
mit den angepassten Polynomen hoher Ordnung bei kleinen Segmentléngen nicht nur mogliche
Trends, sondern auch Teile der Fluktuationen beseitigt werden. Dadurch wird die Fluktuations-
funktion systematisch etwas zu klein.

Dieser systematische Fehler lasst sich durch eine Korrektur-Funktion beseitigen. Dabei nutzt man
aus, dass die Abweichung auch bei unkorrelierten Daten (oo = 1/2, siehe Abb. 11.A.4(c)) auftritt.
Darum kann sie beseitigt werden, indem man die eigentliche Fluktuationsfunktion Fppan(S) durch
die Fluktuationsfunktion F ™" (s) der gemischten Daten teilt. Zur Verbesserung der Statistik
werden bei der Berechnung von F%"*™(s) am besten mehrere gemischte Versionen der Reihe

hintereinander gehangt. Durch das Mischen werden alle Korrelationen beseitigt; jegliche Abwei-
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Abb. 11.A.4: Trendbereinigende Fluktuationsanalyse von langreichweitig korrelierten Zufallszahlen mit
(ad)y=0.2(a=0.9), (b€ y=0.7 (o = 0.65) und unkorreierten Zufallszahlen (c,f; a = 0.5). In (a-c) sind
die skalierten gewshnlichen DFA-Fluktuationsfunktionen Fpran(S)/s”? doppelt logarithmisch gegen die Skala
s aufgetragen, wahrend (d-f) die korrigierten Fluktuationsfunktionen zeigt. Die Division durch s |&sst Ab-
weichungen vom unkorrelierten Verhalten hervortreten. Die Symbole entsprechen den Ordnungen der
Trendbereinigung, DFAL (), DFA2 (), DFA3 (), DFA4 (v), DFA5 (o) und DFA6 (+). Dieje 100 Reihen
der Lange N = 200 000 wurden mit der Fourier-Filter-Methode erzeugt. Bei der korrigierten DFA (rechts)
sind die systematischen Abweichungen auf kleinen Skalen reduziert (nach [KANTELHARDTetal-01]).

chungen, die F&m< (s) vom s"%Verhalten aufweist, sind nur noch auf die systematische Abwei-
chung bei kleinen s zurlickzufiihren. Darum weist die Funktion

Flem (g) = Foran (S) o2 (11.A.22)

(9

die systematische Abweichung auf kleinen Skalen s nicht mehr oder nur in sehr stark verringertem
Mal3e auf. Dasist in Abb. I1.A.4(d-f) fur unterschiedlich korrelierte Zufallszahlen gezeigt.
In der Praxis hat die nach Gl. (11.A.22) korrigierte DFANn-Fuktuationsfunktion den Nachteil, dass sie
far grof3e s starkere statistische Schwankungen aufweist, weil dann die statistischen Fehler von
Foran(s) und F &M< (s) zusammen kommen. Darum ist es sinnvoll, die Korrektur nur auf kleinen
Skalen durchzufihren, auf denen sie einen wesentlichen Beitrag liefert. Numerische Tests ergeben,
dass man Fpean(S) am besten nur auf den Skalen s < N/20 durch
FOEn=m(N/20) s*°
L9 = P (9 P20 S
ersetzt. Der Unterschied zu Gl. (11.A.22) ergibt sich dabei durch die Anforderung, dass der ersetzte
und der nicht ersetzte Teil der Fluktuationsfunktion stetig in einander Ubergehen sollen.

(11.A.23)

c) Bestimmen von Uber gangen im Skalenver halten

Oft folgen die Korrelationen in Zeitreihen nicht Uber alle Zeitskalen demselben Skalengesetz, son-
dern es treten ein oder mehrere Ubergéange zwischen verschiedenen Skalenbereichen auf. Bei-
spielsweise kdnnen die Daten auf langen Skalen unkorreliert werden; dann mdchte man gerne die
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Abb. 11.A.5: Korrigierte DFA fir Zufallszahlen mit einem Ubergang von langreichweitigen Korrelationen
((@:y=0.2,a=0.9; (b):y=0.7, a=0.65) fir s< s =200 zu unkorreliertem Verhalten fir s > s, bzw.
umgekehrt (c). Die skalierten und korrigierten Fluktuationsfuntionen Fpea,*°"(s)/s"? sind mit den gleichen
Symbolen wie im vorhergehenden Bild fir DFAL1 bis DFA5 doppelt logarithmisch gegen s aufgetragen.
Zum Vergleich zeigt Teil (d) die nicht korrigierte DFA der schon in Tell (b) betrachteten Daten. Die Rech-
nungen basieren auf je 100 Reihen der Lange N = 200 000. Die gepunkteten Linien in (a) illustrieren die
lineare Approximationsprozedur, mit der die scheinbare Position des Ubergangs spras ermittelt wurde, wah-

rend der wahre Ubergang bei s. = 200 liegt (nach [K ANTELHARDTetal-01]).

charakteristische Ubergangszeit s« extrahieren.

Ordnungen die Ubergéange nicht an ge-
nau derselben Stelle zeigen, sondern
leichte systematische Unterschiede auf-
weisen, die sich bestimmen und dann in
der Praxis korrigieren lassen.

Abbildung I1.A.5 zeigt die verschiedenen
DFA-Fluktuationsfunktionen fur simu-
lierte Daten mit einem Korrelations-
Ubergang bei s« = 200. Man erkennt,
dass die Ordnungs-spezifisch detektier-
ten charakteristischen Ubergangszeiten
Soran Systematisch etwas groRer sind als
das wahre s«. Das gilt sowohl fiir Uber-
gange von Kkorreliertem Verhalten zu
unkorreliertem Verhalten (Abb. 11.A.5(a,
b)) als auch fur den umgekehrten Fall
(Abb. I1.A.5(c)), der z.B. auftritt, wenn
zu langreichweitig korrelierten Daten
weil3es Rauschen durch den Messprozess
hinzutritt. Insbesondere wenn das Ska
lenverhalten in beiden Bereichen dhnlich
ist, sollte man — wie hier geschehen —
korrigierte DFA benutzen, weil sonst die
systematischen Abweichungen bei klei-

Es zeigt sich, dass die verschiedenen DFA-

T l" LB I T T T T L I/ P T T T ]
10° F' Ubergang von ]
o [ a=0.8(kleines) zu .
o> [ a=05(goes) -~ ]
o) —o— DFA1
D) 102 - —o— DFA2
R —4A— DFA3
S I —v— DFA4 ]
s ¢ —o— DFA5 ]
| " | "
10° ) 10°
beobachteter Ubergang s, .
Abb. I1.A.6: Eichkurve fir in der DFA-Fluktuations-

funktion beobachtete Ubergange Soran zwWischen zwei Ska-
lenbereichen. Jedes Symbol basiert auf Simulationen mit
200 Reihen der Lange N = 100 000 und zeigt den bei der
Datenerzeugung mittels der Fourier-Filter-Methode ver-
wendeten (wahren) Ubergang s, in Abhéngigkeit von dem
aus der Fluktuationsfunktion abgelesenen Ubergang Soran.
Obwohl die Ergebnisse fir einen Ubergang zwischen ei-
nem Potenzgesetz-artigen Korreationsverhalten (y = 0.4,
a = 0.8) fur s< s, und unkorreliertem Verhalten fir s > s,
ermittelt wurden, kann die Eichkurve auch fiir andere U-
bergénge inklusive inverser Ubergange verwendet werden
(nach [K ANTELHARDTetal-01]).
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en s die klare ldentifikation
des ersten Bereichs erschwe-
ren (siehe Abb. [1.A.5(d)).
Abbildung 11.A.6 zeigt eine
»Eichkurve", mit der sich von
den beobachteten Ubergangen
Soran iN der DFA1 bis DFA4
auf den wahren Wert s
schlief}en lasst. Die Eichkur-
ven sind auch fir andere
Ubergange gut verwendbar,
obwohl hier Daten mit lang-
reichweitigen Korrelationen a
= 0.8 auf kurzen Skalen s und
unkorreliertem Verhaten auf
grollen Skalen verwendet
wurden.

d) Erkennung von mo-
notonen und periodi-
schen Trends

Messdaten kdnnen oft nur

unter nicht vollig stationéren
Bedingungen aufgenommen

I1. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen

10°F (@) linearer Trend " _.¥ (b) quadrat. Trend .

i
i I e e B e R

Abb. I1.A.7: Der Einfluss von (a) linearen, (b) quadratischen, (c) ku-
bischen Trends und von (d) Trends 4. Ordnung auf die DFA ist anhand
von langreichweitig korrdierten Zufallszahlen (a = 0.65) gezeigt.
Man erkennt, dass die Trends — soweit sie nicht beseitigt werden —
Uberginge im Skalenverhalten der Fluktuationsfunktionen verursa-
chen, die — im Gegensatz zu Ubergangen durch Anderung des Korrda-
tionsverhaltens — bei verschiedenen DFA-Ordnungen an unterschiedli-
chen Stellen erfolgen.  AuRRerdem héngt die Steigung oberhalb des
Ubergangs von der DFA-Ordnung ab und ist meist gleich der Sétti-
gungssteigung a = n + 1 fir DFAn. Die Symbole entsprechen wieder

werden, insbesondere Dbei
biomedizinischen ~ Anwen-
dungen. Daher ist es wichtig,
madgliche Einflisse von Nichtstationaritéten, wie insbesondere monotonen und periodischen Trends,
auf die DFA zu kennen. Damit wird es moglich, Trends eindeutig von Ubergangen im Skalenver-
halten zu unterscheiden. Die Unterscheidung beruht im Prinzip darauf, dass Trends stérker von der
DFA-Ordnung beeinflusst werden als Ubergange, die nur eine schwache, systematische Abhangig-
keit zeigen (siehe vorhergehenden Abschnitt).

Abbildung I1.A.7 zeigt den Einfluss von monotonen Trends mit ganzzahligen Exponenten auf die
DFA. Dabei werden Datenreihen x' = x; + AX" mit langreichweitig korrelierten x, und verschiede-
nen ganzzahligen m analysiert. Man sieht, dass die DFAN solche Trends bis zur Ordnungm=n-1
vollstéandig beseitigt, wie schon bei der Beschreibung der DFA-Methode erklart wurde. Steiler an-
steigende Trends hingegen beeinflussen die DFA-Ergebnisse auf grof3en Skalen s. Trends verursa-
chen einen relativ scharfen, stark von der DFA-Ordnung n abhangenden Ubergang zu einem Be-
reich mit hoher Steigung, die meist der ,, Séttigungssteigung” der betreffenden DFA-Ordnung ent-
spricht. Diese grofte Steigung, die eine DFAN-Fluktuationsfunktion haben kann, ist immer o = n +
1. Sowohl der Wert der Steigung oberhalb des Ubergangs als auch die Position des Ubergangs
hangen damit deutlich von n ab. Diese Abhangigkeit kann ausgenutzt werden, um (i) Einfltisse von
Trends als solche zu erkennen und (ii) die Stérke A des Trends zu bestimmen. Fir Letzteres gibt es
aber eine bessere, ebenfalls auf der DFA basierende Methode, siehe [V JusHINetal-01].

Der Einfluss von monotonen Trends mit nicht ganzzahligen Exponenten auf die DFA ist etwas
komplizierter. Insbesondere bei Trends mit nur kleinem Exponenten liegen die Ubergange in den
verschiedenen DFA-Ordnungen nicht immer so weit auseinander wie bei ganzzahligen Trends
(Abb. 11.A.7). Auch wird nicht immer die Sattigungssteigung der DFA im asymptotischen Bereich

den DFA-Ordnungen: FA bzw. DFAO (), DFA1 (-), DFA2 (; ), DFA3
(), DFA4 (v) und DFA5 (o) (nach [KANTELHARDTetal-01).
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Abb. 11.A.8: Der Einfluss von periodischen Trends mit hoher Frequenz (a), f = 0.1, und niedriger Frequenz
(b), f = 0.001, auf die korrigierte DFA3 bel schwach langreichweitig korrelierten Zufallszahlen (a = 0.65).
Beginnend mit der untersten Kurve wird die Amplitude des Trends jeweils verdoppdt; siehe Legende. Man
erkennt, dass niederfrequente Trends die DFA schon bel rdativ geringer Amplitude stéren, wahrend fir
hochfrequente Trends gréf3ere Amplituden noch akzeptabe sind (nach [KANTELHARDTetal-01]).

erreicht. Vielmehr it die dortige Steigung fur die DFAN und einen Trend der Form AxP das Mini-
mum ausp + 1 und n + 1. Das bedeutet, dass man sich beim Auftreten einer asymptotischen Stei-
gung von a > 1 in der DFA davon Uberzeugen muss, dass kein solcher langsamer Trend vorliegt,
bevor man von starken Langzeitkorrelationen sprechen kann.

AulRer den bisher angesprochenen monotonen Trends sind auch periodische Trends von wesentli-
cher Bedeutung, da sie z.B. bei meteorologischen Datenreihen in Form eines Jahresgangs oder bei
Herzschlagdaten in Form der (atmungsbedingten) Sinus-Arrhythmie auftreten. Esist dabei wichtig,
die Auswirkungen solcher Trends zu kennen, um davon verursachte Stérungen als solche erkennen
und dann geeignete Mal3nahmen zur vorherigen Trendbeseitigung treffen zu kénnen.

Abbildung 11.A.8 zeigt den Einfluss von hoch- und niederfrequenten periodischen Trends unter-
schiedlicher Intensitét auf die Ergebnisse der DFA. Esist anzumerken, dass die DFA-Methode pe-
riodische Trends nie beseitigen kann. Schwache periodische Trends stéren allerdings die Analyse
nicht, insbesondere wenn sie eine hohe Frequenz haben. Eine systematische Diskussion der Ein-
fllsse von periodischen Trends auf die DFA und besonders der von solchen Trends verursachten
Ubergange findet sich in [Huetal-01].

e) Amplituden- und Vor zeichen-DFA

Weitere Information Uber die Korrelationseigenschaften kann man durch die so genannte Amplitu-
den und Vorzeichen-DFA erhalten [ASHKENAZYetal-01, ASHKENAZYetal-03a], bei denen die be-
trachtete Zeitreihe vor der Analyse in zwei Reihen aufgeteilt wird. Dabel werden die Korrelationen
in den Vorzeichen und den Amplituden der Inkremente der Zeitreihen getrennt analysiert. Fur eine
gegebene Datenreihe (x )Y, wird dabei als erstes die Inkrementreihe (dx)'\;* gebildet,

OX =Xy — X% - (11.A.24)
Daraus erhdlt man dann die Amplitudenreihe (a,);* und die Vorzeichenreihe (v)/1;* mit
-1 fallsdx <0
a =|d%| und v, =sign(dx) =<0 falsdx =0. (11.A.25)
1 fallsdx >0

Abbildung 11.A.9 zeigt ein Beispiel. Da diese Reihen aus der Inkrementreihe dx; abgeleitet sind,
weist insbesondere die Vorzeichenreihe oft Antikorrelationen auf. Zum Beispiel bei unkorrelierten
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Zufallszahlen ist die Vorzeichenreihe v; i o ' ' ' ° '
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Abb. I11.A.9: Beispid fiir eine Inkrementreihe éx und
die entsprechende Amplituden- und Vorzeichenreihe.

Aj :21131 und Vj :ZJ:VI . (||.A.26)

Durch ein solches Kumulieren erhéht sich der Fluktuationsexponent a immer um 1, wahrend der
spektrale Exponent B um 2 ansteigt. Somit entspricht bei der DFA von (A)L* und (V)" der Ex-
ponent a = 1.5 einem unkorrelierten Verhalten. Die kumulierten Reihen Werden als Ausgangspunkt
fUr den ersten Schritt der DFA, die Bildung des Profils nach Gl. (11.A.13) verwendet. Die restliche
Prozedur (Glgn. (11.A.20) und (11.A.21)) ist unverdndert. Es ist anzumerken, dass das doppelte
Kumulieren der Datenreihe auch bei der normalen DFA eingesetzt werden muss, wenn die Daten
stark antikorreliert sind, so dass a in der Nahe von 0 liegen wirde.

Es zeigt sich, dass die Vorzeichenreihen nur kurzreichweitig korreliert sind; asymptotisch fur grof3e
s gilt stets Fggn-ora(S) ~ s-°, d.h. Osgn = 1.5. Auf kleinen Skalen sind die meisten Vorzeichenreihen
mehr oder weniger stark antikorreliert, 0ggn < 1.5. Wahrend (V,)Y;* vor allem lineare Eigenschaf-
ten einer Zeitreihe widerspiegelt, die auch mit dem Schreiber-V erfahren [ SCHREIBER& SCHMITZ-96]
(siehe Abschnitt 11.A.1.c) reproduziert werden, ist die entsprechende Amplitudenreihe (A)Y;" sol-
cher Surrogat-Daten stets unkorreliert, Famp-ora(S) ~ S™°, d.h. 0amp = 1.5, obwohl sehr oft bei Mess-
daten und bei multifraktalen Modelldaten oamp > 1.5 auftritt (zur Multifraktalitét siehe Abschnitt
I1.A.3.c-e). Das bedeutet, dass die Amplitudenreihen besonders die nichtlinearen Eigenschaften
einer Zeitreihe widerspiegeln, die mit dem Schreiber-Verfahren nicht reproduziert werden kénnen
[ASHKENAZYetal-03a). Die Korrelationen in den Amplitudenreihen sind bel nichtlinearen Zeitrei-
hen keineswegs auf kurze Reichweiten beschrankt. Wenn man sich trotzdem auf kurze Zeitskalen
(s < 16) beschrankt, gilt ein ungeféahrer Zusammenhang zwischen dem normalen DFA-Fluktuations-
exponenten o SOWie Osgn UNd Oampl,

Uy = 2(00+ 0y ). (I1.A.27)

sg

wobei aampl = 1.5 fur lineare Daten [ASHKENAZYetal-03a]. Aus diesem Zusammenhang kann man
ablesen, dass fur unkorrelierte Datenreihen asgn = 1.0 sein muss (wegen a = 0.5).

[1.LA.3. Wavelet-Methoden und Multifraktalitat

Die auf der so genannten Wavelet-Transformation aufbauenden Methoden zur Zeitreihenanalyse
stehen zwischen der Spektralanalyse auf der einen Seite und der DFA auf der anderen Seite in dem
Sinne, dass die Wavelet- (, Wellchen-*) Transformation das Signal sowohl getrennt nach den spek-
tralen Komponenten analysiert als auch Trends beseitigt. Zudem gibt es— anders als bei der DFA —
keine systematischen Fehler bei der Bestimmung von Ubergangen im Skalenverhalten. Dennoch ist
die Methode nicht ideal, u.a. weil die maximal zu betrachtende Skala s (inverse Frequenz) aus sta-
tistischen Griinden kleiner sein muss als bei der DFA, so dass insbesondere bei kurzen Datensétzen
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Abb. I11.A.10: Zwe haufig verwendete Wavelets: (a) Der ,, Mexikanische Hut” (mexican hat) w(x) = (1-x?)
exp[—x?/2], (b) das Haar-Wavelet h(x) = 1 (0< x< 1/2), -1 (/2 < x < 1), 0 sonst (nach [KANTELHARDT-96]).

die Unsicherheit in der Bestimmung des asymptotischen Skalenverhaltens groRer ist. AulRerdem
missen manchmal zusétzliche Mal3nahmen ergriffen werden, um einen monotonen Verlauf der ska-
lierenden Funktion sicherzustellen, was die Methode komplizierter und die Ergebnisse im Einzel-
nen schlechter Uberschaubar macht.

a) Wavelet-Transfor mation, ver schiedene Wavelets

Die Urspringe der Wavelets entstammen der Signaltheorie. Im Jahre 1984 erschien eine Arbeit
[GouPILLAUDEetal-84], in der eine neue Transformation zur Frequenzanalyse von Signalen (zeitab-
hangigen Funktionen) vorgestellt wurde; weitere grundlegende Arbeiten dazu sind [ DAUBECHIES-
88, MALLAT-89], eine Einfuhrung in die mathematische Wavelet-Theorie gibt [Loisetal-94]. Am
haufigsten wird die Wavelet-Transformation zur Mustererkennung, zur Datenkompression (insbe-
sondere bei digitalisierten Bildern) und in der Numerik verwendet. Wahrend bei der Fourier-
Transformation eine Zerlegung in ebene Wellen erfolgt und die (zeitlich) lokalen Eigenschaften der
Signale nicht bertcksichtigt werden, hangen die Wavelets als Basisfunktionen von Zeit und Fre-
guenz ab und ermdglichen, die Zeitabhangigkeit des Frequenzspektrums zu analysieren.

Wie die Fourier-Transformation ist die (kontinuierliche) Wavelet-Transformation eines Signals X(t)
eine Integraltransformation [Lolsetal-94],

L,[X](t,S) :%f X(t') wl(t' -t)/s] dt’, (11.A.28)

nur hangt die Transformierte Ly[X] jetzt von der Zeit t und der Skala s (der inversen Frequenz) ab.
Fur Zeitreihen ist t = i diskret und das Integral geht in eine Summe tber mit den Grenzen 1 und N.
Die Funktion w(x) in GI. (11.A.28) ist das Mutter-Wavelet. Alle anderen Wavelets gehen daraus
durch Verschiebung auf der Zeitachse (t # 0) und Streckung (s # 1) hervor. Das Mutter-Wavelet
kann weitgehend frei gewahlt werden; es muss nur eine Funktion aus dem Hilbert-Raum der quad-
ratintegrierbaren Funktionen sein und die Zulassigkeitsbedingung 0 < [ |W(X) |2/| x|dx < oo erflillen,
wobei W(x) die Fourier-Transformierte von w(x) ist. Notwendig ist hierfir das Verschwinden des
Mittelwerts, Jw(x) dx =0. Haufig verwendet werden die Ableitungen der GauR-Funktion,

n) _ dn
w (t) e
die orthogonal zu Polynomen bis zum Grad n — 1 sind. Ein Beispiel ist der ,Mexikanische Hut”
(mexican hat, siehe Abb. 11.A.10(8)), -W®(x) = (1- x?) [éxp[-x*/2]. Fir diskrete Signale und
Zeitreihen wird oft das so genannte Haar-Wavelet verwendet, das in der 0. Ordnung nur orthogonal
zu kongtanten Trends ist (siehe Abb. 11.A.10(b)),

exp| -x*/2], (11.A.29)

18



I1. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen

1 falsO<x<3$
h(x)=<-1 fals$<x<1. (11.A.30)
0, sonst

Man kann auch héhere Ordnungen konstruieren, die orthogonal zu linearen Trends sind, h®P(x) = —
12 (0<x<1/3),1(U3<x<2/3),-1/2 (2/3< x < 1), oder zu quadratischen Trends, h®(x) = -1/3
(0sx<1/4),1(lA<x<12),-1(U2<x<3/4),1/3(3/4<x<1)] usw.

b) Fluktuationsanalyse mit Haar-Wavelets (Wavelet-Analyse, WA)

Die Koeffizienten der diskreten Wavelet-Transformation mit Haar-Wavelets konnen zur Definition
einer Fluktuationsfunktion analog zur Fluktuationsanalyse (FA) verwendet werden. Dabei geht
man wieder von der in [N/s] Segmente geteilten kumulierten Zeitreihe, dem Profil Y(j), aus und
definiert fir die Wavelet-Analyse 0. Ordnung (WAOQ)

1

Fuwaoy (S) = L [Y](Vs,2s) :E{ZS:Y(VS+ ) —ZS:Y((V +1)s+ j)] (11.A.32)

Analog gilt fur die Wavelet-Analyse 1. Ordnung (WAL):
Fuary (8) = L o [Y1(vs,3s) = i{—ZY(vs+ DH2DY((v+Ds+ ) =D Y ((v+2)s+ j)} (11.A.32)
=1 =1 =1

und so weiter. Mit diesen Koeffizienten flr jedes Segment berechnet man dann véllig analog zur
FA-Methode nach Gl. (11.A.15) die WA-Fluktuationsfunktionen Fwao(S), Fwai(S), Fwa2(S) usw.,
d.h. es werden die Quadrate der Wavelet-Koeffizienten Lnn)[Y](vS,(n+1)s) gemittelt, und zum
Schluss wird die Quadratwurzel gezogen.

Das Skalenverhalten dieser WAN-Fluktuationsfunktionen,

Fuan(s) ~s* (s>1) (11.A.33)

entspricht weitgehend dem der DFAN-Fluktuationsfunktionen Fpean(s). Unterschiede sind (i) die
systematischen Abweichungen auf kleinen Skalen s, die bei der manchmal DFA korrigiert werden
mssen (siehe Abschnitt 11.A.2.b) aber bei der WA grundsétzlich fehlen, (ii) die entfallende Korrek-
tur numerisch bestimmter Ubergangspunkte zwischen zwei Skalenbereichen (siehe Abschnitt
I1.A.2.c) und (iii) stérkere statistische Schwankungen auf grof3en Skalen, die es nétig machen, sich
bei der WA (wie auch bei der FA) auf Skalen s < N/10 zu beschrénken im Vergleich mit s < N/4 bei
der DFA. Weiterhin kann der Exponent o bei der WAnN auch kleiner als 0 werden; die untere Gren-
ze fur die Antikorrelationen ist hier a > —1; die Obergrenze ist wie bei der DFAna <n+ 1.

c) Multifraktaler For malismus fir Zeitreihen — Singularitatsspektrum

Bisher wurden die vier aquivalenten Skalenexponenten a, 3, y und — mit gewissen Abstrichen im
Hinblick auf die Aquivalenz — H zur Beschreibung der langreichweitigen Korrelationen in Daten-
reihen eingefiihrt. Damit kann man aber nur das Verhalten von Paar-Korrelationen charakterisieren,
wie schon aus der Definition der Autokorrelationsfunktion (11.A.1) hervorgeht. Viele Zeitreihen —
sowohl Messdaten als auch Modelldaten — werden allerdings nicht vollstandig durch diese Expo-
nenten beschrieben, da Korrelationen hoherer Ordnung ein charakteristisch anderes Skalenverhalten
aufweisen, z.B. weil extreme Ereignisse, die weniger stark korreliert sind, diese héheren Korrelati-
onsfunktionen stérker dominieren. Generell ist es bei solchen Reihen sinnvoll, das Skalenverhalten
schwacher und starker Fluktuationen getrennt zu untersuchen.

Ein ahnliches Problem hatte B. B. Mandelbrot in den 70er Jahren bei der Beschreibung des Ge-
schwindigkeitsfeldes einer turbulenten Stromung. Seine urspringlichen Arbeiten [MANDELBROT-
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72, MANDELBROT-74] wurden spéter ausgebaut [BENzI-84, FRISCH& PARISI-85], und die Bezeich-
nung ,, Multifraktal“ kam fir diese Situationen auf, in denen die Verteilung physikalischer oder an-
derer Grof3en auf einem geometrischen Tréger beschrieben werden kann durch eine Unterteilung in
(fraktale) Teilmengen, die durch jeweils unterschiedliche Skalenexponenten charakterisiert sind.
Bezogen auf Zeitreihen bedeutet das Konzept der Multifraktalitat, dass der eindimensionale Trager
(der Zeitstrahl) aufgeteilt werden kann in Bereiche, in denen das Korrelationsverhalten der Mess-
grof3e jeweils durch unterschiedliche Skalenexponenten a beschrieben wird. Der Exponent a ist
hierbei der so genannte Holder-Exponent, der nicht direkt mit den oben behandelten FA- und DFA-
Fluktuationsexponenten a gleichgesetzt werden darf. Der Holder-Exponent flr Zeitreihen kann
vielmehr als eine Art ,lokaler* Fluktuationsexponent aufgefasst werden, so dass man dafir auch
a(i) schreiben kénnte. Dieses a(i) beschreibt das Skalenverhalten der Fluktuationen der Zeitreihe
lokal an der Stellei,

F(s)~s*@ (s- 0), (11.A.34)

wobei Fi(s) ein Mal3 fur die Fluktuationen der Zeitreihe in einem (kleinen) Fenster der Breite s um
den Punkt i ist. Zur Messung der Fluktuationen in diesen kleinen Fenstern kénnen die verschiede-
nen oben behandelten Methoden verwendet werden; allerdings kommt es hier besonders auf die
kleinen Skalen s an, was numerische Probleme mit sich bringt (siehe unten).

Die Teilmengen des Zeitstrahls, d.h. die Mengen der Punkte i, die jeweils durch denselben Holder-
Exponenten a = a(i) charakterisiert werden, sind meist ,fraktal“, d.h. sie haben eine Dimension
f(a) < 1. Das bedeutet, dass die Anzahl der Teilmengen-Punkte in einem doppelt so grofen Ab-
schnitt des Zeitstrahls nicht doppelt so groR ist, sondern nur um den Faktor 2® < 2 gréRer. Aus
historischen Griinden wird hier die fraktale Dimension mit f(a) bezeichnet statt wie sonst tblich mit
d oder dr. Die Funktion f(a) heifdt auch Sngularitats-Spektrum, weil sie angibt, wie ,,oft* ein be-
stimmter Holder- (Singularitéts-) Exponent o vorkommt. Dajeder Punkt des Zeitstrahls einer Teil-
menge zugeordnet werden muss, hat mindestens eine der Teilmengen die maximale Dimension f(a)
= 1 des Zeitstrahls. Fur die nicht vorkommenden Holder-Exponenten a ist f(a) = 0. Die Breite des
a-Bereichs, in dem f(a) > 0 ist, wird haufig mit Aa bezeichnet, und sie ist ein Mal3 fur die Starke
der Multifraktalitét in der betrachteten Zeitreihe. Wenn Uberall in der Zeitreihe derselbe Holder-
Exponent a(i) vorliegt, ist dieser mit dem FA- und DFA-Exponenten a identisch; es gilt dann Aa =
0, und das Singularitdts-Spektrum f(a) besteht nur aus einem Punkt o mit f(a) = 1 und O sonst.

d) Multifraktaler Formalismus fir Zeitrethen — Analyse der M omente

Wie oben erwahnt gibt es wesentliche numerische Probleme bei der Bestimmung des f(a)-
Spektrums einer Zeitreihe anhand der Definition (11.A.34). Der Grund ist die lokale Betrachtung,
dieden Limess - 0 notwendig macht und eine statistische Mittelung ausschliefdt. Insbesondere bei
einer diskreten Zeitreihe kann s aber nie kleiner als die verwendete Auflésung werden. Zudem wei-
sen viele Zeitreihen aufgrund einer physikalisch bedingten unteren Zeitskalen-Grenze auf kurzen
Zeitskalen ein charakteristisch verandertes Skalenverhalten auf. So ist z.B. bei AulRentemperatur-
Messreihen aufgrund von GroRwetterlangen die Persistenz auf Zeitskalen unterhalb von ein bis
zwei Wochen wesentlich erhdht. Mdchte man das Skalenverhalten solcher Daten beschreiben, kann
der Limes in Definition (11.A.34) nicht einmal bis auf s = 1 Tag betrachtet werden. Aus diesem
Grunde wurde eine zweite, alternative Definition der Multifraktalitét entwickelt, die mathematisch
zu (11.A.34) aquivalent, aber numerisch viel stabiler ist, weil sie nicht einen Limess - 0 erfordert.
Dabel mittelt man Uber die gesamte Zeitreihe, betrachtet aber verschiedene Momente der Fluktuati-
onen. Das entspricht einer Verallgemeinerung von Gl. (11.A.15) bzw. (I11.A.21) [KANTELHARDTEetal-
02a], siehe auch [BARABASI& VICSEK-91, BACRYetal-01]. Die verallgemeinerte Fluktutationsfunk-
tion Fy(S) zum Moment g wird definiert als
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q/2
F(s)_q<[F()]q/> {[N/]Z[ 2(s)] } ~s'"@ (s»>1), (11.A.35)

wobei g # 0 ein reeller Parameter ist und h(qg) ein verallgemeinerter Fluktuationsexponent mit h(2)
= o. Daflr q = 1 die ersten Momente betrachtet werden wie bei der Hurst-Analyse (siehe Ab-
schnitt 11.A.1.d), entspricht h(1) dem Hurst-Exponenten H. Die Fluktuationen F,(s) in den einzel-
nen Segmenten kdnnen im Prinzip mit der Hurst-Methode, der FA, der DFANn oder WAN-Methode
bestimmt werden. Hier wird zuerst der FA-Fall behandelt, weil der sich direkt auf die urspringli-
che, in der Form von Gl. (11.A.35) abweichende Definition der Multifraktalitét, die Segment-Zahl-
Methode (box counting method) zurtickfuhren lasst. Der Wavelet-Multifraktalanalyse ist der néchs-
te Abschnitt gewidmet und der DFA-Multifraktalanalyse das nachste Kapitel.

Bei der klassischen Form der zweiten Definition der Multifraktalitét betrachtet man das Skalenver-
halten der so genannten verallgemeinerten Zustandssumme (partition function) Z(s),

Z,(s) —[NZ/TI\FFAV(s)\ ~s'@, (11.A.36)

und die Skalenexponenten 1(q) werden als Renyi-Exponenten bezeichnet (siehe z.B. [FEDER-88,
PEITGENetal-92]). Es ist anzumerken, dass 1(q) manchmal mit umgekehrtem Vorzeichen definiert
wird. EinVergleich mit Gl. (11.A.35) ergibt

Fq(s)~{qu(s)}1/q~s[1”(q)]/q = h(g)=[1+1(q)]/a, T(q)=gh(q)-1. (11.A.37)

Es besteht also eine Aquivalenz zwischen den verallgemeinerten Fluktuationsexponenten h(g) und
den Renyi-Exponenten 1(q), falls T(0) = -1. t1(0) ist immer die negative Dimension des Trégers,
d.h. des Definitionsbereichs, der fir eine Zeitreihe Ublicherweise der (eindimensionale) Zeitstrahl
ist. Manchmal wird anstelle von 1(q) auch die , verallgemeinerte Dimension D(qg) = 1(g)/(q — 1)
angegeben. Fur ,Zeitreihen* mit fraktalem Tréger, d.h. fals 1(0) > -1, versagt der h(q)-
Formalismus, Gl. (11.A.35), bzw. der Zusammenhang zwischen den beiden Formalismen, Gl.
(11.A.37). Der Grund ist, dass dann nur Uber die Segmente v summiert werden darf, fir die Fea v(S)
# 0 igt, denn sonst divergieren alle negativen Momente. Dann ist die Anzahl der Segmente aber
kleiner als [N/s], so dass der Vorfaktor in Gl. (11.A.35) und der Faktor sin der geschweiften Klam-
mer in Gl. (I1.A.37) nicht mehr stimmen. FUr normale Zeitreihen (mit eindimensionalem Trager)
macht es mathematisch gesehen keinen Unterschied, ob man Gl. (11.A.35) oder Gl. (I1.A.36) zur
Untersuchung des Skalenverhaltens verwendet. Numerisch kann es bei der Bestimmung der Expo-
nenten h(q) bzw. t(g) durch Anpassung von Geraden an die doppelt logarithmisch aufgetragenen
Funktionen Fq(s) bzw. Zy(s) aber Unterschiede, d.h. Abweichungen von Gl. (11.A.37) geben, weil
die verschiedenen Skalenbereiche beim Anpassen unterschiedlich betont werden.

Anzumerken ist noch, dass in Gleichung (11.A.36) bei der Segment-Zahl-Methode meist anstelle
von Feay(S) die so genannten Segment-Wahrscheinlichkeit (box probability) p(v,s) geschrieben
wird, die gleich der Summe der Werte der urspriinglichen Zeitreihe x; in dem Segment v der Breite
sist. Nach den Glgn. (11.A.13) und (11.A.14) sind Fea(S) und p(v,s) identisch,

(v+l)s

Feay (9) =Y((V+DS) =Y (vs) = D X = p(V,s). (11.A.38)
i=vst+l

Die so genannte Segment-Wahrscheinlichkeit p(v,s) kann nur als echte Wahrscheinlichkeit interpre-
tiert werden, wenn die gesamte Zeitreihe auf > x. =1 normiert ist, wie es bei der klassischen Mul-
tifraktalanalyse Ublich ist. Bei der Zeitreihenanalyse kann man auf diese Normierung auch verzich-
ten, da sie nur den Vorfaktor betrifft und keinen Einfluss auf die Skalenexponenten hat; stattdessen
ist hier eher eine Normierung durch (x)=0 und (x?) =1 Ublich. Dann ist die Bezeichnung Seg-
ment-Wahrscheinlichkeit sinnlos; darum habe ich in Gl. (11.A.36) Fra(S) statt p(v,s) geschrieben.
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e) Zusammenhang der beiden multifraktalen Formalismen fir Zeitreihen

Nachdem die Aquivalenz der Exponenten h(q) und t(q) gezeigt ist, muss nun noch eine Beziehung
zur ersten Definition der Multifraktalitét nach Gl. (11.A.34) durch das Singularitats-Spektrum f(a)
hergestellt werden. Man kann zeigen (siehe z.B. [FEDER-88, PEITGEN-92, Muzyetal-93]), dass f(a)
die Legendre-Transformierte von 1(q) ist.

Dazu muss man allerdings auch in Gl. (I11.A.36) den Limes kleiner Skalen s betrachten. Fir die
Herstellung des Zusammenhangs wird die dortige Summe Uber v in ein Integral Uber a umgeschrie-
ben. Nach der ersten Multifraktalitéts-Definition (11.A.34) ist die lokale s-Abhéangigkeit der Fluktu-
ation Feay(s) ~ s°. Die s-Abhéngigkeit der Haufigkeit eines Holder-Exponenten a ist proportional
zu s weil f(a) die Dimension der durch o charakterisierten Teilmenge ist. Damit folgt aus Gl.
(11.A.36)

. _ [N/s] . d [ oqa of(a) dao ~ [s® 7@ gg ~ g@ 11.A.39
0 Z‘ FA,V(S)‘ Is s a Is a~s@, (11.A.39)
v=l

Fur s » 0 wird das Integral von dem a-Wert dominiert, fir den der Exponent qa — f(a) minimal
wird. Daher gilt

d(gqa) _ _ df(a)
o =q= i (11.A.40)

FUr ein bestimmtes a(q) — eben am Minimum — gilt gerade 1(q) = qa(q) — f(a(q)). Fir dieses a(q)
lasst sich eine direkte Beziehung zu 1(q) herleiten:

1(q) = rrlin[qa -f(a)] =

da(q) _ df (o) da(q)

d_, . _d ) _
d—qr(q)— Olq[qtlt(q) f(a(q)] =a(ag)+q

d d d
@ da q @ (11.A.41)
=a(g)+g— P -q— ¥ =a()
dqg dqg
nach Gl. (11.A.40). Damit ist gezeigt, dassf(a) die Legendre-Transformierte von 1(q) ist,
o= diqr(q), f(a)=qa-1(q). (11.A.42)

Dieser Zusammenhang ermdglicht es, aus den Renyi-Exponenten 1(q) das Singularitéts-Spektrum
f(a) zu berechnen. Dazu muss zuerst 1(q) fur eng liegende Werte von g (z.B. Ag = 0.1) berechnet
und dann numerisch abgeleitet werden. Praktischer ist es, die numerischen Ergebnisse von 1(q)
durch Anpassung eines geeigneten Ansatzes zu beschreiben, und die Legendre-Transformation
(I11.A.42) dann mit diesem Ansatz analytisch durchzufihren. Es zeigt sich, dass die f(a)-Spektren
oft relativ gut durch eine umgekehrte Parabel approximiert werden konnen. Natirlich kann man bei
der Legendre-Transformation auch von h(q) = [1 + 1(g)]/q anstelle von 1(q) ausgehen; dann wird
Gl. (11.A.42) zu

a =h(q) + qdiqh(q), f (a) = g[a —h(g)] +1. (11.A.43)

An dieser Form erkennt man, dass a = h(qg) und f(a) = 1 gelten, wenn h(g) konstant ist, d.h. wenn
die betrachteten Daten nicht multifraktal sind.
Weiterhin kann man durch eine umgekehrte Legendre-Transformation

q:dif(a), 1(q) =qa - f (a) (11.A.44)
a

1(g) (oder h(q)) aus f(a) berechnen, aber das wird nur fiir theoretische Uberlegungen benétigt, z.B.
fr eine Herleitung geeigneter Ansétze fur h(q).
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f) Wavelet-Transfor mations-M odulo-
Maxima (WTMM) Methode

Die WTMM-Methode zur multifraktalen Charakteri-
sierung von Zeitreihen wurde seit Beginn der 90er
Jahre von Arneodo, Bacry und Muzy entwickelt
[Muzvetal-91, Muzyetal-93, Muzyetal-94, ARNE-
oDOetal-95, ARNEODOetal-98b, ARNEODOetal-02].
Sie basiert auf dem eben eingefiihrten Zy(s)- und
1(g)-Formalismus zur Beschreibung der Multifrakta-
litét. Die Fluktuationen werden mit Hilfe von Wa-

iu.w*r“ kgt il
velet-Koeffizienten charakterisiert, dhnlich wie in ;2)9 ‘ il 1‘-1 Jf ) L l J‘ “k
Abschnitt [1.A.3.a und 11.A.3.b fir die (nicht mul- = & " () | ¢ 3 V) | ) \ \ g
tifraktale) WAN beschrieben. Damit man auch nega- , ¢ \ 8 J N

o 50000 100000

tive Momente q betrachten kann, sind aber einige
Erweiterungen ndtig, denn die Wavelet-Koeffizien-  Apb. 11.A.11: Beispiel fir die kontinuierli-
ten an sich kdnnen zuféllig beliebig klein werden, che Wavel et-Transformation (Mitte, Graustu-
wenn sich positive und negative Anteile gerade weg-  fenkodierung) einer Datenreihe (oben), sowie
heben. Dadurch wiirden dann die negativen Momen- ~ di€ daraus ermittelten MaximarLinien (unten)
te divergieren. Daher werden bei der WTMM- (aus [ARNEODOetal-984]).

Methode nur die Maxima-Linien einer kontinuierlichen Wavelet-Transformierten berticksichtigt.

Im Gegensatz zu den anderen hier behandelten Methoden geht die WTMM meist nicht von der ku-
mulierten Zeitreihe Y(j) aus, sondern direkt von der Zeitreihe x;. Als erstes wird fir alle betrachte-
ten Skalen s und alle mdglichen Positionen n innerhalb der Zeitreihe die kontinuierliche Wavelet-
Transformation berechnet,

L,[X](n,s) :%Zxk w[(k-n)/s]. (11.A.45)

Das Wavelet w(k) wird orthogonal zu méglicherweise vorhandenen Trends gewahlt, z.B. als Ablei-
tung der Gaul3-Kurve (siehe Abschnitt 11.A.3.a). Abbildung I1.A.11 zeigt beispielhaft eine Zeitreihe
und ihre kontinuierliche Wavelet-Transformation in Graustufenkodierung. Jetzt werden anstelle
von Mittelwerten Gber die g-ten Momente aller Koeffizienten einer Skala s nur die Momente der
lokalen Maxima gemittelt. Wenn n; diese lokalen Maxima markiert (Anzahl = 1), fir die gilt

L[XI(n =1s) <L,[X](n,s) 2 L,[X](n +159), (11.A.46)
lautet die WTM M-Zustandssumme
Z o o(S) = _le|gN[x](ni 9"~ (s>1), (11.A.47)

wobei 1(q) wieder die Renyi-Exponenten sind, um deren Bestimmung (und ggf. Umrechnung in
f(a)) es primér geht. Allerdings ist selbst diese Modulo-Maxima Prozedur noch nicht ausreichend,
um ein monotones, gut analysierbares Skalenverhalten der von Zwrwwmq(S) sicherzustellen. Daher
wird zusétzlich eine Supremum-Prozedur verwendet, bei der ein lokales Maximum L, [X](n,sS)
durch ein benachbartes lokales Maximum auf einer kleineren Skala s < s ersetzt wird, falls ein sol-
ches existiert. Dadurch wird die WTMM-Methode etwas schwierig zu implementieren, denn man
muss nicht nur alle Koeffizienten der kontinuierlichen Wavelet-Transformation berechnen und die
lokalen Maxima fur feste Skalen s suchen, sondern auch noch die Maxima-Linien Uber alle Skalen
verfolgen und ggf. einzelne Maxima ersetzen durch grof3ere Maxima, die auf derselben Maxima
Linie schon auf einer niedrigeren Skala aufgetreten sind. Ein Beispiel fur diese Maxima-Linien ist
in Abb. I1.A.11(c) gezeigt. Somit sind der Rechenaufwand und der | mplementierungsaufwand fir
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die WTMM-Methode recht hoch. Daher
beschreibe ich im nachsten Kapitel eine
auf der DFA basierende Methode zur
Multifraktalanalyse, die einfacher ist und
— wie ich zeigen werde — &quivalente oder
genauere Ergebnisse liefert.

[I.LA.4. Multifraktale trendberei-
nigende Fluktuationsanalyse
(MF-DFA)

Die multifraktale Verallgemeinerung der
trendbereinigenden  Fluktuationsanalyse 1.00p————T—7
(MF-DFA, [KANTELHARDTetal-02a]) ba-
siert auf dem in Abschnitt 11.A.3.d einge-
fuhrten Fq(s)- und h(g)-Formalismus zur
multifraktalen Beschreibung, d.h. auf Gl. 0.25[ © o mmmE o o ¢
(11.A.35), wobei die Fluktuationen F,(s) in :
den einzelnen Segmenten mit der Anpas-
sungsprozedur der DFAN (siehe Abschnitt

AOI?SE_ uAﬁmezzmAAE:

= 0.50p © 0 cmm o

20710 oq'l'o 20

N | N | N | N |
205510 0410 20

Abb. I1.A.12: Multifraktale DFA 2. Ordnung (MF-

I1.A.2) berechnet werden. Wie schon dort
konnen auch hier verschiedene Ordnungen
der angepassten Polynome verwendet
werden, und dementsprechend unterschei-
det man MF-DFAl, MF-DFA2, MF-
DFAS, usw. Bel der MF-DFAN werden
Polynome vom Grad n verwendet, was zu
einer Beseitigung von Trends bis zur Ord-
nung n im Profil und bis zur Ordnung n —
1 in den Daten fuhrt. In diesem Kapitel
wird die MF-DFA anhand von vier Bei-

DFA2) von 100 (a) langreichweitig korrelierten Daten-
rethen (mit a = 0.75, y = 0.5) und (b) unkorrdierten Da-
tenreihen der Lange N = 65536. Die Fluktuationsfunkti-
onen Fq(s) sind doppelt logarithmisch gegen die Skala s
aufgetragen fir dieMomenteq=-10(:),q=-2(),q=
-0.2 (»), q=+0.2 (v), g = +2 (¢) und g = +10 («); die
Kurven sind um Faktoren 4 vertikal verschoben. Die
gestrichelten Linien haben die erwarteten Steigungen,
(@ a=0.75und (b) a = 0.5 (b). DieTele (c) und (d)
zeigen die im Bereich 200 < s < 5000 bestimmten Stei-
gungen h(g) und das nach Gl. (11.A.37) daraus abgeleite-
tet(q) fira =0.25 (0 ), 0.50 (; ) und 0.75 (»), wobei die
Geraden den theoretischen Verlauf zeigen (nach [KAN-

spielen gezeigt und spater mit  der

WTMM-Methode verglichen. TELHARDTetal-024]).

a) 1. Beispiel: Monofraktale Daten

Als erstes teste ich die MF-DFA Methode an monofraktalen (d.h. nicht multifraktalen) Daten, fir
die h(g) = a konstant sein sollte. Derartige Datenreihen lassen sich am einfachsten mit der in Ab-
schnitt 11.A.1.c erklarten Fourier-Filter-Methode erzeugen. Abbildung 11.A.12 zeigt die MF-DFA2-
Fluktuationsfunktionen Fprazo(S) fur (a) langreichweitig korrelierte Daten (a = 0.75, y = 0.5) und
(b) unkorrelierte Daten (o = 0.5), wobei jeweils die Resultate fur 6 Werte von g verglichen sind.
Man erkennt, dass fUr grof3e Skalen s im doppelt logarithmischen Bild das Potenzgesetz-artige Ska-
lenverhalten mit der erwarteten Steigung h(q) = a vorliegt.

Unten in Abb. 11.A.12 sind die numerisch im Skalenbereich 200 < s < 5000 bestimmten Steigungen
h(g) sowie die daraus nach Gl. (11.A.37) folgenden Renyi-Exponenten t(q) gezeigt. Die leichte g-
Abhangigkeit dieser Steigungen h(qg) bzw. die leichte Nichtlinearitét von t(qg) bedeuten keineswegs,
dass Multifraktalitét vorliegt, sondern sie sind vielmehr auf die endliche Lange der betrachteten
Reihen zurlickzufiihren (siehe auch [ZSCHIEGNER-02]). Ausfuhrliche Tests ergeben, dass die sys-
tematischen (statistischen) Fehler von h(g) bei monofraktalen Reihen der Lange N = 2*° (= 65536)
etwa Ah(=10) = +0.02 (£0.02) bzw. Ah(+10) = —0.01 (£0.03) betragen, und fir betragsmallig kleine-
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re Werte von q etwas geringer sind.

Diese Werte gelten fur h(q) < 1, d.h.

fur stationére Reihen. Sie steigen bei 0 1 0 !
Reihen der Lange N = 2% (= 8192) / \

deutlich auf Ah(-10) = +0.05 (+0.04)

bow. AR(+10) = ~0.02 (:0.04). Dabei AN s e e s

B
it zu beachten, dass h(q) besonders N /\ b ‘

bei kurzen Reihen fur negative g sys-

tematisch eher zu grof3 herauskommt, Hﬂhﬁ“ﬂﬂﬂmmﬂm
wahrend die numerischen Werte fir AA | aB | BA [BB 1

0 1
positive g tendenziell eher zu klein MMMMMJMMWM

0
ausfallen. Esist also bei der Interpre-
tation der Ergebnisse auf jeden Fall zu m
berticksichtigen, dass eine h(q)- 0 1 0 i
Abhangigkeit in dieser — mit der Rei-
henlénge zusammenhangenden — Gro-
Benordnung nicht als ein Indiz flr
Multifraktalitdt interpretiert werden darf. Um bei der Interpretation sicher zu gehen, ist oft ein Ver-
gleich mit einer MF-DFA Untersuchung gleich langer monofraktaler Datenreihen angebracht.
Weiterhin erkennt man in Abb. I1.A.12 deutlich, dass die systematischen Abweichungen der MF-
DFA-Fluktuationsfunktionen vom idealen Skalenverhalten bei kleinen s, die oben schon fir die
normale DFA (g = 2) diskutiert wurden, fur kleinere Werte von q stérker werden. Daher muss ins-
besondere bei der Analyse von kurzen Zeitreihen der Skalenbereich, in dem man die Steigung der
Kurven bestimmt, fir kleine g beschnitten werden. Ein solcher g-abhangiger Anpassungsbereich
erfordert besondere Umsicht bei der Bestimmung der Steigungen h(q), die dann oft besser von
Hand als durch eine automatische Routine vorgenommen werden kann.

Abb. 11.A.13: Generation des geordneten binomialen Mul-
tifraktals; 0. bis 7. Iteration (aus [ZSCHIEGNER-02)).

b) 2. Beispiel: Binomiales M ultifraktal und seine Verallgemeinerung

Als einfaches Beispiel fur eine wirklich multifraktale Datenreihe bietet sich das bionomial multipli-
kative Multifraktal an (siehe z.B. [FEDER-88, KANTELHARDTetal-02a]). Bei der Erzeugung (siehe
Abb. I1.A.13) geht man zunéchst von einer konstanten Reihe aus. In der ersten Iteration wird die
linke Halfte mit dem Parameter a und die rechte mit b = 1 —a multipliziert. Im zweiten Schritt wer-
den beide Halften wiederum halbiert, und diese Teile mit den gleichen Faktoren a und b multipli-
ziert. Alle folgenden Iterationen laufen nach dem gleichen Schema ab: Zuerst wird jedes Unter-
Intervall halbiert, dann wird die linke Halfte davon mit a und die rechte mit b multipliziert. Umein
stochastisches Multifraktal mit den gleichen Skaleneigenschaften zu erhalten kann man auch bei
jeder Intervall-Halbierung zuféllig entweder die linke Seite mit a und die rechte mit b multiplizieren
oder umgekehrt. Nach n Iterationen ist die Prozedur bei einer Reihe der Lange N = 2" beendet.
Die Werte der Datenreihe lassen sich dann kurz schreiben als

x = "SR (11.A.48)

wobei QS(i) die bindre Quersumme von i ist, d.h. die Anzahl der Einsen in der bindren Reprasenta-
tion von i bezeichnet, z.B. QY(13) = 3, weil die Binardarstellung von 13, 1101, drei Einsen enthalt.
Bei der Berechnung der verallgemeinerten Zustandssumme (I11.A.36) fur das binomiale Multifraktal
nutzt man aus, dass bei Betrachtung der Skala s = 2™ der Generationsprozess einfach auf k = n—m
Stufen reduziert werden kann und dann Feay(s) = p(v,s) = a“~ @) b9 gilt, sowie dass die Hau-
figkeit der Segmente v mit gleichem Wert p(v,s) gerade durch den Binomialkoeffizienten k Gber j =
QS(v) gegeben ist. Daraus folgt
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(11.A.49)

das=2"=2""¥~ 2% Hier kommt esauf die Reihenfolge der Segmente nicht an, so dass die Her-
leitung gleichermal3en fir das deterministische und das stochastische binomiale Multifraktal gilt.
Um die Renyi-Exponenten 1(qg) zu bestimmen, muss Gl. (11.A.49) logarithmiert werden,

_ klog(a® +b)

T —-klog2

~log,(a® +b°),

(11.A.50)

was sich mit Gl. (I11.A.37) leicht auf h(q) umschreiben l&sst,

h(g) =[1-log,(a’ +b%) |/,

und wobel immer noch b = 1 — a gelten muss.
Abbildung 11.A.14 zeigt die Ergebnisse der MF-
DFALl und der MF-DFA4 fur das binomiale
Multifraktalmodell. Man erkennt deutlich, dass
die Steigung der Kurven jetzt von q abhéngt und
dass die numerisch bestimmten Verldufe von
h(g) und t(q) fur verschiedene Werte des Para-
meters a gut mit den theoretischen Kurven nach
Gl. (I1.LA.51) bzw. (l11.A.50) Ubereinstimmen.
Wie die ausfiihrliche Untersuchung [KANTEL-
HARDTetal-02a] zeigt, liegen die systematischen
und statistischen Fehler der numerisch bestimm-
ten h(g)-Werte in einer dhnlichen GroélRenord-
nung wie bei monofraktalen Reihen.

Weiterhin zeigt Abbildung 11.A.14 fir ein Bei-
spiel das Singularitétsspektrum f(a), das mittels
Gl. (11.A.43) aus dem numerischen h(q) sowie
zum Vergleich aus der theoretischen Kurve
(I1.A.51) abgeleitet wurde. Man erkennt deut-
lich den typischen, ungefahr parabelférmigen
Verlauf. Bei einem relativ glatten Verlauf der
h(g)-Kurve und der f(a)-Kurve funktioniert die
Bestimmung der multifraktalen Eigenschaften
mittels MF-DFA also recht zuverldssig. Auch
schon fir nicht so lange Datensdtze (N
10.000) ist die Ubereinstimmung zwischen theo-
retischer Kurve und numerischem Ergebnis be-
friedigend (siehe auch Abschnitt 11.A.4.1).

Die beiden Parameter a und b in den Gign.
(I1.A.50) und (I1.A.51) sind wie gesagt nicht
unabhéngig. Der Grund ist, dass der Z,(s)- und
p(v,s)-Formalismus fir die Herleitung verwen-
det wurde, fur den die Reihe auf 2 x =1 nor-
miert zu sein hat. Fur b # 1 — a muss daher in
Gl. (11.A.49) zusétzlich durch den Normierungs-
faktor (a + b)™ dividiert werden, so dass die
Glgn. (11.A.50) und (11.A.51) zu

=
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Abb. I1.A.14: Multifraktale DFA (@) 1. Ordnung
und (b) 4. Ordnung von 100 Datenreihen des bi-
nomialen Multifraktalmodells (mit a = 0.75) der
Lange N = 65536. Die Fluktuationsfunktionen
Fq(s) sind doppelt logarithmisch gegen die Skala s
aufgetragen fir die Momenteq = -10 (=), 9 = -2
(),9g=-02(.),q=+02 (v),q=+2 () und q =
+10 («). Die gestrichelten Linien haben die erwar-
teten Steigungen fir g = +10 aus Gl. (I1.A.51).
Die Teile (c) und (d) zeigen dieim Bereich50 < s
< 500 bestimmten Steigungen h(q) und das daraus
abgdeitete 1(q) fur a = 0.6 (=, MF-DFAL), 0.75
(i, MF-DFA1; v, MF-DFA4) und 0.9 (», MF-
DFA1), wobe die durchgezogenen Linien den
theoretischen Verlauf zeigen. Teil (€) vergleicht
fir a = 0.75 das durch numerische Legendre-
Transformation ermittelte Singularitatsspektrum
f(a) mit der aus Gl. (I11.A.50) direkt berechneten
theoretischen Kurve (nach [KANTELHARDTEetal-
024]).

! . !
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(a® +b")
a+b)’

werden. Wenn man den Zusatzterm logz(a + b) in h(q) trotz unabhéngiger Parameter a und b ver-
meiden will, muss das binomiale Multifraktal verallgemeinert werden. Dies geht am einfachsten
durch eine Hintereinandersetzung des binomialen Multifraktalgenerators und der Fourier-Filter-
Methode [KOSCIELNY-BUNDEetal-04]. Dabei wird zundchst ein binomiales Multifraktal erzeugt,
dessen h(g) der Gl. (11.A.52) entspricht. Anschlief3end wird der stérende konstante Zusatzterm
logz(a + b) beseitigt, indem die Reihe mittels schneller Fourier-Transformation in den Frequenzbe-
reich Uberfiihrt wird und die Fourier-Koeffizienten mit f #? multipliziert werden, wobei AR/2 = Aa
= —logz(a + b). Die abschlief3ende Fourier-Ricktransformation liefert dann eine Datenreihe, deren
Multifraktalitét durch die Glgn. (11.A.50) und (11.A.51) mit den unabhéangig gewahlten Parametern a
und b beschrieben wird. Es bleibt anzumerken, dass man mit der Fourier-Filter-Methode allein kei-
ne Multifraktale generieren kann, weil sich h(q) damit nur um Konstanten verandern |asst.

1(q) =-log, bzw. h(q) =+-%log,(a’ +b?) +log,(a+b) (11.A.52)

C) 3. Beispiel: Bifraktales M odell

Das Singularitétsspektrum eines so genannten Bifraktals besteht nur aus zwei Punkten aj, a», fur
die ohne Beschrankung der Allgemeinheit gilt f(a,) = 1, f(a2) < 1 und f(a) = 0 sonst. Dementspre-
chend hat die 1(q)-Kurve nach Gl. (11.A.42) genau diese beiden Steigungen. Nach Gl. (11.A.44) gilt

—_ > _f , > "
T(q):{qal 1, a>6 o T(q):{qaz (a;).a>0 (LA 53)
qa, - f(a,),q<q, qo, -1, q<g,

Der Knick zwischen den beiden Bereichen erfolgt an einer Stelle g, die sich aus der Stetigkeitsbe-
dingung bei gx berechnen lasst,

_1- f (az)
) a,—a, .

Damit hat das Bifraktal-Modell — neben der Auswahl zwischen den beiden Formen von Gl.
(11.A.53) — drei anzupassende Parameter: a1, 02 und gx, oder — nach Gl. (11.A.54) aquivalent —f(a»)
anstelle von gx. Fur Datenreihen mit kompaktem Tréger, 1(0) = —1, kann auch der h(qg)-Formalis-
mus angewendet werden, fur den nach Glgn. (11.A.53) und (11.A.37) gilt

ay, q>q, a,+%(a,-a,), 9>q,
h(g)={ oder h(g)=4 2 aV1 72 11.A.55
(@ {Gﬁ%(al—dz), q<d. @ {al, q<d. ( )

Man erkennt, dass h(q) — aul3er im Fall f(a,) = 1 — entweder fur grof3e oder fir kleine g einen hy-
perbolischen Verlauf aufweist.

Ein Bifraktal mit f(a1) = f(a,) = 1 erhdlt man am einfachsten, indem man die Datenreihe aus zwei
langen Abschnitten zusammensetzt, die durch unterschiedliche Fluktuationsexponenten a; und o
charakterisiert werden. In diesem Fall ist der (theoretische) Knick nach Gl. (11.A.54) immer bei gx
= 0. Abbildung I1.A.15 zeigt die Ergebnisse der MF-DFAZ2 fir ein solches Beispiel. Man erkennt,
dass die Analyse mit diesem Bifraktal durchaus Probleme hat, weil weder f(a) noch h(q) hier stetig
sind. Es treten SystemgrofRen-Effekte auf, und h(qg) erscheint vor alem wesentlich stetiger als es
sein sollte. Zum Vergleich sind in Abb. 11.A.15(b) die Ergebnisse fir zwei verschiedene Anpas-
sungsbereiche gezeigt; die Ergebnisse fir die langen Zeitskalen sind néher an dem theoretischen,
sprunghaften Verlauf, aber trotzdem noch deutlich zu glatt. Bei der Umrechnung in f(a) hat der
stetigere Verlauf von h(q) ein breites Singularitatsspektrum zur Folge, und man kann das urspriing-
liche bifraktale Verhalten nicht erkennen. Dieses Problem tritt nicht nur bei der MF-DFA auf, son-
dern auch bei den anderen ,globalen“ Methoden, die auf dem h(qg)- oder dem t(q)-Formalismus
basieren. Allerdings sieht man die Abweichungen vom theoretischen Verlauf bei der Betrachtung

IX

(11.A.54)
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Abb. I11.A.15; Analyse von 100 Datenreihen, die aus zwei aneinander gehangten (monofraktalen) Reihen
der Langen N = 524288 bestehen mit Fluktuationsexponenten a; = 0.75 und a, = 1.0. Tell (a) zeigt die MF-
DFA2 Fluktuationsfunktionen F(s) fiir 20 Werte von g (siehe rechts). Die in den beiden markierten Berei-
chen bestimmten verallgemeinerten Fluktuationsexponenten h(g) und die daraus berechneten Renyi-
Exponenten 1(q) werden in (b) und (c) mit dem theoretischen Verlauf verglichen, der eine Stufe bzw. einen
Knick bei g« = 0 aufweist und sonst — wie fir Bifraktale zu erwarten — linear ist. Man erkennt, dass die Ver-
laufe deutlich zu glatt sind, und dass insbesondere auf kiirzeren Skalen (und darum auch fir kurze Reihen)
deutliche Abweichungen vom erwarteten Verlauf auftreten. Darum ist es be der Multifraktalanalyse sehr
sinnvoll, die Daten vorher in homogene Bereiche aufzuspalten.

von 1(q) weniger als bei der Betrachtung von h(q), vgl. Abb. I1.A.15(b) und (c). Bei nicht-stetigen
multifraktalen Spektren, die insbesondere bei zusammengesetzten Datenreihen wie in diesem Bei-
spiel zu erwarten sind, braucht man also deutlich mehr Daten, um die Multifraktalitét einigermal3en
zuverlassig charakterisieren zu kdnnen.

Eine Mdoglichkeit, dieses Problem zu umgehen, besteht darin, die Datenreihe vor der Analyse in
unterschiedliche Segmente aufzuteilen. Analysiert man Segmente mit unterschiedlichem Verhalten
getrennt, so ist die Charakterisierung trotz der kirzeren Teile besser moglich. Ein Vergleich der
Ergebnisse fur die verschiedenen Segmente kann dann hinterher anzeigen, ob die Aufteilung nétig
war. Ausdiesem Grund ist z.B. bei der Analyse von 24-Stunden Herzschlagdaten eine Aufteilung
von Tag und Nacht, sowie weiter am Tag in Ruhe- und Trainingszeiten und in der Nacht in die ver-
schiedenen Schlafstadien sehr sinnvoll [BUNDEetal-00, KARASIKetal-02], und eine Multifraktalana-
lyse der 24-Stunden Daten als ganzes [ VANOVetal-99] nicht so aussagekréftig.

d) 4. Beispiel: Multifraktalitat durch breite Verteilung

Eine andere Mdglichkeit, eine bifraktale Datenreihe zu erzeugen, baut nicht auf langreichweitigen
Korrelationen in den Zahlen auf, sondern auf einer breiten Verteilung der (unkorrelierten) Einzel-
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werte. Bezeichnet man die Verteilung der Werte x; in der Datenreihe mit P(x), so wird die Mut-
lifraktalitdt der Reihe nur dann nicht von P(x) beeinflusst, wenn

(I4)= T X" P(X) dx < o0 (11.A.56)

far alle Momente q. Diesist z.B. fir die GauRRverteilung der Fall. Wahlt man aber eine Potenzge-
setz-Vertelung,

P(x)=3x Y mitd>0 (11.A.57)

und dem Wertebereich 1 < x < oo, d.h. P(X) = 0 fur x < 1, dann divergiert schon das zweite Moment,
wenn o < 2. Daher kann man hier nur Datenreihen mit endlicher Lange N betrachten. Man beach-
te, dass Gl. (11.A.57) fur grof3e x einer Levy-Verteilung der Klasse 6 entspricht [ SHLESINGERetal-87,
HAVLIN& BENAVRAHAM-00]; die multifraktalen Eigenschaften solcher Verteilungen wurden auch
in [JAFFARD-99, NAKAO-00, SCAFETTA& GRIGOLINI-02] untersucht.

Um das multifraktale Spektrum einer entsprechend Gl. (11.A.57) verteilten Zahlenreihe analytisch
zu bestimmen, beginnt man am besten mit unkorrelierten, im Intervall [0,1] gleichverteilten Zahlen
ri. Der typische Wert des Minimums von s Zahlen ist

rmi n

(s) = msinri -1 (11.A.58)
i=1 S

Man kann leicht zeigen, dass sich die Zahlen r; durch die Transformation r; — x = r; ° in Zahlen x;
Uberflihren lassen, die der Verteilung (11.A.57) geniigen. Der typische Wert des Maximums von s
Zahlen x; ist daher nach GlI. (11.A.58) gegeben durch

Xonax (S) = malx X =[1n(9)] " =¥ (11.A.59)

Wenn § < 2 ist, werden die Fluktuationen des Profils Y(j) und die Varianz F,(s) im Segment v do-
miniert durch das Quadrat von Xma(S), denn das zweite Moment der Verteilung (11.A.57) divergiert.
Die gesamte Datenreihe besteht aber aus [N/s] Segmenten der Lange s, nicht nur aus einem Seg-
ment. Fir einige Segmente v ist Fy(s) groRer als sein typischer Wert Xma(S) = s¥°, da das Maximum
der gesamten Reihe nach Gl. (11.A.59) etwa Xmax(N) = N2 betragt.

Um nun den Mittelwert Fy(S) Uber alle Segmente nach Gl. (11.A.35) zu berechnen, muss die gesamte
Verteilung Pyy) der Werte y = [F,%(s)]*? beriicksichtigt werden. Da jedes Maximum in den [N/s]
Segmenten einer tatsichlichen Zahl x entspricht und diese nach Gl. (11.A.57) verteilt sind, ist klar,
dass die Verteilung der Maxima fir grof3e y dieselbe Form hat, Ps(y) ~ P(x = y). Kleine y kommen
zwar nicht vor, weil nur Maxima betrachtet werden, aber grof3e x; sind mit hoher Wahrscheinlich-
keit identisch mit den Maxima der entsprechenden Segmente. Dadie kleinsten Maximain Segmen-
ten der Lange s von der GréRenordnung xmax(S) = s*° sind (nach Gl. (11.A.59)), sollte auch das unte-
re Ende der Verteilung Ps(y) proportional zu s® sein. Aus der Normierungsbedingung

[" R(y)dy=1 erhdtman P(y)=A*5sy (11.A.60)

mit dem unwichtigen Vorfaktor A < 1. Jetzt kann F4(s) abgeschétzt werden durch Integration tber y
= [F,4(9)]¥* vom Minimum As”® zum Maximum NY°. Fiir s>> N erhélt man

NYe Ya ; vq [s¥ (g>29)
~ q | A0 q/3-1 _ AQQU/d _
F.(s) Uwy P(y) dy} |A°N A’ {S% (<8 (I.A.61)
Ein Vergleich von Gl. (11.A.61) mit GI. (11.A.35) ergibt schlief3lich den Verlauf von h(q),
>0
h(q) ~ {]/ q(q>9) (11.A.62)
Y3 (q<3)
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Man beachte, dass t(q) = gh(qg) — 1 damit fur
g>9d gleichOist, wahrend esfir < o eine
lineare g-Abhéangigkeit aufweist. Daher ist
auch dieses Beispiel ein Bifraktal, denn es
kommen in 1(g) nur zwei Steigungen vor
[NAKAO-0Q]. Danach Gl. (11.A.62) fur alle
0 stets h(2) = 1/2 gilt, lasst sich mit der
Standard-DFA kein Hinweis auf die Bifrak-
talitét dieser Daten finden; das zweite Mo-
ment zeigt nur die unkorrelierte Anordnung
der Zahlen. In [SCAFETTA& GRIGOLINI-02]
wurde dieses Verhalten als Versagen der
DFA und entsprechender nicht-trendbereini-
gender Methoden gewertet und eine alterna-
tive Methode vorgeschlagen, die direkt den
Exponenten 1/8 liefert. Eine multifraktale
Beschreibung mit h(2) = 1/2 alsIndiz fur die
unkorrelierte Anordnung und h(q) = 1/d far
negative q erscheint mir als wesentlich voll-
standigere Beschreibung; keine Methode,
die nur einen Exponenten liefert, ist fur das
Bifraktal ausreichend.

Abbildung 11.A.16(a) zeigt die MF-DFA3
Fluktuationsfunktion fur unkorrelierte Zu-
fallszahlen, die nach Gl. (II.A.57) verteilt
sind mit & = 1. Da die Exponenten h(q)
asymptotisch fur grofRe q nach Gl. (11.A.62)
der O sehr nahe kommen, muss die modifi-

[1.A. EinfUhrung und Methoden

q

Abb. I1.A.16: Multifraktale DFA 3. Ordnung (MF-
DFA3) von 100 unkorrelierten Datenreihen mit brei-
ter, Potenzgesetz-artiger Verteilung der Werte nach
Gl. (11.LA.57) mit 6= 1 und der Lange N = 65536. Die
aus doppelt kumulierten Daten berechneten und zum
Ausgleich wieder durch s dividierten Fluktuations-
funktionen Fy(s)/s sind doppelt logarithmisch gegen s
aufgetragen fir dieMomenteq=-10(:),g=-2(), g
=-0.2(2),qg=+02(v),q=+2 () und g = +10 («).
Die gestrichelten Linien haben die erwarteten Steigun-
gen, h(-10) = 1 und h(+10) = 0.1. Die Teile (b) und
(c) zeigen die fir grof3e Skalen s bestimmten Steigun-
gen h(g) und das nach Gl. (I1.A.37) daraus abgeleitete
1(q) fur & (nicht a) =0.5 (=), 1.0 (; ) und 2.0 (»), wo-
bei die durchgezogenen Linien den theoretischen Ver-
lauf zeigen (nach [KANTELHARDTetal-02a)).

zierte MF-DFA-Methode verwendet werden,

bei der die Datenreihe zweimal (statt sonst nur einmal wie in Gl. (11.A.13)) kumuliert wird (siehe
auch Abschnitt 11.A.2.€). Dadurch ist die Steigung der Fluktuationsfunktionen um 1 héher, aber
wenn Fq(s)/s statt Fq(s) aufgetragen wird, ist der Unterschied voll kompensiert und auch kleine h(q)
konnen gut bestimmt werden. Abbildung 11.A.16(b) vergleicht die numerischen Steigungen h(q) fr
d = 0.5, 1.0 und 2.0 mit dem theoretischen Ergebnis (11.A.62); eine gute Ubereinstimmung ist er-
kennbar. Das beweist auch, dass die Probleme beim vorhergehenden Beispiel nicht auf den bifrak-
talen Charakter der Daten an sich zurlickzuftihren sind, sondern auf die zusammengesetzte Struktur
der betrachteten bifraktalen Reihe.

e) Korrelations- und Verteilungs-M ultifr aktalitat

Obwohl die beiden letzten Beispiele Bifraktale sind, unterschieden sie sich doch deutlich darin, dass
im 3. Beispiel die Ursache fur die h(g)-Abhangigkeit allein langreichweitige Korrelationen sind,
wahrend im 4. Beispiel allein die breite (Potenzgesetz-artige) Verteilung der unkorrelierten Zahlen
dafur verantwortlich ist. Generell lassen sich (i) Korrelations-Multifraktalitéat und (ii) Verteilungs-
Multifraktalitdt unterscheiden. Es kdnnen auch beide Arten von Multifraktalitdt gleichzeitig in ei-
ner Datenreihe existieren, wie es beim 2. Beispiel fur grof3e Werte des Parametersa = 1 der Fall ist.

Bei der Korrelations-Multifraktalitét ist die h(g)-Abhangigkeit in einem unterschiedlichen Korrela-
tionsverhalten der kleinen und der grof3en Fluktuationen der Werte x; begriindet, die jeweils fir ne-
gative bzw. positive Werte von g getrennt untersucht werden. Bei der Verteilungs-Multifraktalitat
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Abb. 11.A.17:  Vergleich der MF-DFA Quotienten Fq(s)/Fq®™*™(s) (ausgefilllte Symbole) und
F (@M= (5)/s>® (offene Symbole) fir drei multi- bzw. bifraktale Modelle, 1. binomiales Multifraktal model|
mit a = 0.8 (m), 2. zusammengesetzte Reihe mit a; = 0.75 im ersten und a, = 1.0 im zweiten Teil (), 3. un-
korrelierte Daten mit breiter Potenzgesetz-Verteilung mit & = 1.0 (A); siehe Abschnitte I11.A.4.b-d fir eine
Beschreibung der Modelleg; fir (a) g = —10 und (b) g = +10. Der horizontale Verlauf von F,®™<"(s)/s>® im
2. Modell bzw. von Fy(s)/F®™*™(s) im 3. Modell zeigt an, dass keine Verteilungs- bzw. keine Korrelati-
ons-Multifraktalitat vorliegt. Beim 1. Modell sind wegen des relativ grof3en Werts von a beide Multifraktali-
tatsarten vorhanden; die Stérke variiert in Abhéngigkeit von der Skala s. Die Rechnungen beruhen auf je
100 Datensétzen der Lange 2'° = 262144,

ist die h(g)-Abhangigkeit hingegen in der breiten Verteilung der Werte x; der Zeitreihe begrindet;
auf Korrelationen kommt es dabei nicht an. Um die beiden Multifraktalitétsarten zu unterscheiden,
vergleicht man am besten die MF-DFA Fluktuationsfunktionen Fq(s) der Originaldaten mit den
MF-DFA Fluktuationsfunktionen F,@™<"(s) zufallig gemischter Daten. Eine dhnliche Prozedur
wurde in Abschnitt 11.A.2.b zur Korrektur der systematischen Abweichungen der Standard-DFA auf
kurzen Zeitskalen vorgeschlagen; hier geht es aber um die langen Zeitskalen. Wenn die Multifrak-
talitdt durch Korrelationen verursacht ist, wird sie durch das Mischen beseitigt. Darum ist
Fq@emsM(s) ~ &, also h(q) = 0.5 firr alle q bei Korrelations-Multifraktalitat. Anders ist die Lage
bei Verteillungs-Multifraktalitdt, denn an der Vertellung der Werte x; der Zeitreihe andert sich durch
das Mischen nichts, so dass F9™*™(s) = Fy(s) ~5'@, d.h. h(q) ist unverandert.

Man kann auch sagen, dass das Skalenverhalten des Quotienten Fy(s)/F, @™ <" (s) die Korrelationen
in der Reihe charakterisiert, d.h. er ist konstant, wenn es keine Korrelationen gibt und sonst entspre-
chend der Korrelations-Multifraktalitdt von q abhéngig. Genauso charakterisiert der Quotient
Fq©@emsM)(5)/”* die Verteilung der Werte, d.h. er ist konstant, wenn die Verteilung hinreichend eng
ist und sonst entsprechend der Verteilungs-Multifraktalitét von g abhéngig. ,,Hinreichend eng” be-
deutet hier, dass alle Momente der Verteillung entsprechend Gl. (I11.A.56) endlich sind. Es kann
durchaus sein, dass beide Quoatienten, Fq(s)/Fq®™<™(s) und F,%™<M(s)/s>>, nicht konstant sind,
und auch beide kdnnen Multifraktalitét, d.h. ein von q abhéngiges Skalenverhalten zeigen. Das
Verhalten der Quotienten ist in Abb. I1.A.17 fir jeden der drei Félle beispielhaft gezeigt, und zwar
fur die Beispiele 2 bis 4 aus den vorhergehenden Abschnitten jeweils fur die Momente g = £10.
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f) Vergleich mit der WTM M -M ethode

Da die WTMM Methode (siehe Abschnitt
I1.A.3.f) schon seit mehreren Jahren zur Mul-
tifraktalanalyse nichtstationdrer Zeitreihen an-
gewendet und weiterentwickelt wird [Muzy-
etal-91, Muzvetal-93, Muzyetal-94, ARNEO-
DOetal-95, ARNEODOetal-98b, ARNEODOetal-
02], ist ein Vergleich der Leistungsfahigkeit der
neuen MF-DFA [KANTELHARDTetal-02a] mit
der WTMM anhand einer trendbehafteten Da-
tenreihe angebracht. In Abb. 11.A.18 wird die
MF-DFA Fluktuationsfunktion Fq(s) fur das
binomiale Multifraktalmodell (siehe Abschnitt
[1.A.4.b) verglichen mit der entsprechend Gl.
(I1.A.37) umgerechneten verallgemeinerten
WTMM-Zustandssumme Z4(s). Um die Fahig-
keiten zur Trendbereinigung zu testen, sind zu
der multifraktalen Datenreihe lineare und quad-
ratische Trends hinzugefligt. Beide Methoden
beseitigen diese Trends, wenn eine hinreichend
hohe Ordnung der Trendbereinigung gewahit
wird (Polynom-Ordnung bzw. Wavelet-Ord-
nung). Die Abweichungen von den theoreti-
schen Werten der verallgemeinerten Fluktuati-
onsexponenten h(g) (siehe GI. (11.A.51)) sind
fur beide Methoden etwa gleich grol3; das be-
deutet, dass die Ergebnisse praktisch dquivalent
sind.

Ahnliche Ergebnisse liefern beide Methoden
auch fur monofraktale Datenreihen, denen zufél-
lige hohe Einzelimpulse Uberlagert sind, wie es
z.B. bei Messdaten mit Artefakten vorkommt
[KANTELHARDTetal-02a]. Die Impulse verursa
chen eine gewisse Multifraktalitét auf kleinen
Skalen s, aber der monofraktale Charakter der
Daten zeigt sich auf grof3en Zeitskalen. Die
stérenden Auswirkungen der Impulse auf die
Ergebnisse der MF-DFA und der WTMM sind
gleich, was die obige Aussage zur Aquivalenz
untermauert.

[1.A. EinfUhrung und Methoden

W 107 BT oo™ o™ < gz
rOo ODD:DED <> q:
10°F v oa=

log,(SZ,(9)))d

lin., MF-DFA2

lin.,, WTMM

quadr., MF-DFA2

quadr., WTMM

quadr., MF-DFA3 |
| -

0. 1 [
-20 -10 Oq10 20

oo E
L%
N ~—o— v

T R RPN BN &
-20 -10 Oqu 20

| oapom g
%

Abb. I1.A.18: Vergleich der multifraktalen DFA
mit der WTMM Methode anhand des binomialen
Multifraktalmodells mit a = 0.75 mit zusétzlichen
Trends fur die Momenteq=-10(:),g=-2( ), g
=-0.2(»),q=+0.2(v),q=+2 () und g = +10 ().
(a) Die MF-DFA2 Fluktuationsfunktion Fq(s) ist
fur Daten mit linearem Trend x;, — X + i/500N
doppelt logarithmisch gegen s aufgetragen. (b)
Die entsprechend Gl. (11.A.37) reskalierte verall-
gemeinerte WTMM Zustandssumme [S Zy(9)] Ve jst
fUr dieselben Datenreihen in gleicher Art gegen s
aufgetragen; es wurde das Gauss-Ableitungs
Wavelet 2. Ordnung verwendet. (¢) bzw. (d):
Vergleich der im Bereich 50 < s < 2000 bestimm-
ten Steigungen h(q) bzw. 1(q) fur Daten mit linea-
ren Trends (= , MF-DFA2; i , WTMM 2. Ordnung)
und quadratischen Trends (o, MF-DFA2; v,
WTMM 2. Ordnung; ¢, MF-DFA3). Quadrati-
sche Trends verursachen Abweichungen von der
theoretischen Linie, auRer wenn mit MF-DFA3 ei-
ne hinreichend hohe Ordnung der Trendbereini-
gung gewahlt wird. Die Ergebnisse sind tiber 100
Reihen der Lange N = 65536 gemittdt (nach
[KANTELHARDTetal-02a)).

Schliefdlich soll die Genauigkeit der Ergebnisse bei kurzen Datenreihen verglichen werden. Aus-
fabhrliche Untersuchungen [KANTELHARDTEetal-02a] zeigen, dass sowohl die systematischen als auch
die statistischen Fehler der mit WTMM bestimmten Fluktuationsexponenten h(q) leicht grof3er sind
als fur die entsprechenden MF-DFA Ergebnisse, und zwar insbesondere fir kurze Datenreihen und
bei stark negativen Momenten. Die auf der néchsten Seite aufgelisteten Werte gelten fir h(q) < 1,
d.h. fir stationdre Reihen. Auch hier sind die Ergebnisse mindestens aquivalent und lassen keiner-
lei Nachteil fur die methodisch einfachere MF-DFA erkennen.
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Methode LangeN Ah(g =-10) Ah(q =-10) Ah(q = +10) Ah(q = +10)
systematisch statistisch systematisch statistisch
MF-DFA 2" (= 8192) +0.05 +0.04 -0.02 +0.04
WTMM 2" (= 8192) +0.08 +0.05 -0.05 +0.05
MF-DFA 2'° (= 65536) +0.02 +0.02 -0.01 +0.03
WTMM 2'° (= 65536) +0.06 +0.03 -0.03 +0.03

g) Vergleich mit der M ethode von L ovejoy, Schertzer und Mitarbeitern

Einen etwas anderen Ansatz zur Untersuchung der Multifraktalitét vor allem in geophysikalischen
Zeitreihen haben Lovejoy, Schertzer und Mitarbeiter entwickelt [ SCHERTZER& LOVEJOY-87, LOVE-
JOY & SCHERTZER-91, LAVALLEEetal-93, TESSIERetal-96, PANDEY etal-98], siehe auch [RODRIGUEZ-
ITURBE& RINALDO-97]. Sie gehen von einem ,konservativen Prozess* €( j) aus, dessen entspre-
chende Strukturfunktion skaliert wie (vgl. Gl. (11.A.36) und (11.A.38))

Cy(9) = (JeCi +9) -e()[*) ~ 5™

mit K(1) = K(0) = 0. Wahrend die Bedingung fur g = O trivial ist, bedeutet die Bedingung K(1) =0,
dass der Mittelwert der Differenzen unabhéngig von der Skala s ist, d.h. der Prozess konservativ
(,erhaltend*) ist. Um nicht-konservative Prozesse zu modellieren, erfolgt anschlief3end — wie bei
der Erzeugung langreichweitig korrelierter Zahlen mit Fourier-Filter-Methode (siehe Abschnitt
[1.A.1.c) und unserem verallgemeinerten Binomialmodell (siehe Abschnitt 11.A.4.b) — eine fraktio-
nale Integration der Ordnung H, die von £( j) zu unserem Profil Y(j) fuhrt. Daher gilt nicht K(q) =
—gh(q), sondern (vgl. Gl. (11.A.63) mit (11.A.35) bis (11.A.38))

K(g) =Hg-gh(g) =Hg-1-1(q). (11.A.64)
H bezeichnet hier wieder den klassischen Hurst-Exponenten aus Abschnitt 11.A.1.d, aber Lovejoy,
Schertzer und Mitarbeiter verwenden stattdessen H' = H — 1. lhre Annahme der Existenz von ,,uni-
versellen Multifraktalen, bei denen das Skalenverhalten Uber alle Langen oder Zeitskalen s dassel-

be igt, fuhren Lovejoy, Schertzer und Mitarbeiter auf einen Ansatz fir die Renyi-Exponenten 1(q)
des universellen Multifraktals,

' C o .
T(6) = Hg-1-K(a) = (H'+1q-1-—=(d" ~q) firg>0,

(11.A.63)

(I1.A.65)

mit den beiden zusétzlichen Parametern C; und a'. Hier ist zu beachten, dass t(q) fur negative
Werte von g nicht definiert ist, well der Parameter a’ nicht ganzzahlig sein muss. In der Formel
(I1.A.65) soll a' die Multifraktal-Klasse charakterisieren und eine dhnliche Bedeutung wie d in der
Levy-artigen Verteilung (11.A.57) haben [LAVALLEEetal-93]. In der numerischen Prozedur werden
nicht die Spektren K(q) bestimmt, sondern direkt die beiden Parameter C; und o' ermittelt und da-
mit H' durch einen Vergleich mit dem spektralen Exponenten 3 (siehe Gl. (I1.A.5)) berechnet.

Diese Prozedur fuhrt zu einer Charakterisierung des Skalenverhaltens der positiven Momente durch
die drei Parameter H', C; und a’. Ein direkter Vergleich der Methode mit der MF-DFA oder der
WTMM ist nicht mdglich, weil (i) die Persistenz getrennt von der Multifraktalitdat analysiert wird,
(i) die numerische Methode nur unter der Voraussetzung eines durch (11.A.65) beschriebenen uni-
versellen Multifraktals anwendbar ist. Es zeigt sich, dass der Ansatz (I11.A.65) in vielen Fallen
trotzdem eine akzeptable Beschreibung fur die positiven Momente liefert.

[I.LA.5. Phasen-ausgerichtete Signal-Mittelung (PRSA)

Bisher standen in diesem Kapitel Methoden zur Bestimmung und Charakterisierung von Langzeit-
korrelationen und multifraktalen Skaleneigenschaften in nichtstationéren und trendbehafteten Zeit-
reihen im Mittelpunkt. Es gibt jedoch auch Félle, bei denen die fur die Charakterisierung relevan-
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ten Informationen nicht im Skalenverhalten, sondern in Periodizitdten mit bestimmten Frequenzen
stecken. So kdnnen sich einfache geschlossene Regelkreise in Oszillationen mit einer bestimmten
Frequenz niederschlagen. Ublicherweise wird dann zur Erkennung der Periodizitéten die Spektral-
analyse (siehe Abschnitt I1.A.1.c) angewandt, die allerdings Stationaritdt der Signale voraussetzt.
I nsbesondere biomedizinische Signale von komplexen Systemen sind aber meist nichtstationar, weil
sie standig inneren oder auf3eren Storeinfllissen ausgesetzt sind, die die Oszillationen veréndern
oder unterbrechen. Dadurch werden die Periodizitdten zu Quasiperidizitdten, bei denen die Phasen-
Synchronisation Uber langere Zeiten aufgrund von schwankender Frequenz oder von Phasensprin-
gen verloren geht, d.h. die Kohdrenzzeit wird endlich. Ein Vergleich mit idealen Sinusschwingun-
gen ohne Phasenspriinge (mit unendlicher Koharenzzeit), wie er bei der Spektralanalyse erfolgt,
kann dann die Periodizitdten schlecht nachweisen, well die Phasenspriinge viel zusétzliches Rau-
schen verursachen. Esist besser, die Nichtstationaritéten zu berlicksichtigen und in einem geeigne-
ten Verfahren zu eliminieren; dann kann die Spektralanalyse bedenkenlos eingesetzt werden.

In diesem Abschnitt beschreibe ich die von mir gemeinsam mit A. Bauer und G. Schmidt (Kardio-
logie der TU Minchen) entwickelte Methode der Phasen-ausgerichteten Signal-Mittelung (phase
rectified signal averaging, PRSA), die die eben skizzierte Aufgabe leistet. Die Methode wurde im
Zusammenhang mit der Analyse der Herzfrequenz-Fluktuationen bei Munchner Herz-Infarkt-
Patienten entwickelt und auf ihre Uberlegenheit gegeniiber der Standard-Spektralanalyse anhand
von zwei Blindstudien evaluiert (siehe Abschnitt 11.B.5) [BAUERetal-04]. Unsere Methode ist gene-
rell zur Untersuchung von Quasiperiodizitéten in nichtstationdren Signalen geeignet und auch zum
Studium von Synchronisation und Kreuzkorrelationen zwischen mehreren Signalen.

a) Beschreibung der M ethode

Wir gehen wieder von einer beliebigen fluktuierenden Zeitreihe (x )L, mit Mittelwert Null (x)=0
aus. Die Methode besteht aus drei Schritten, die auch in Abb. 11.A.19 skizziert sind.
Im ersten Schritt werden etwa die Hélfte aller Indizes i als Triggerpunkte z(k) ausgewahlt. Ein ge-
eignetes Triggerkriterium ist beispielsweise ein Anstieg der betrachteten Messgrofie,

% >x, fori=z(k), k=1..M, (11.A.66)

wobei M die Gesamtanzahl der Triggerpunkte bezeichnet. In Abb. 11.A.19(a) sind funf solche Trig-
gerpunkte markiert. Prinzipiell konnte man auch umgekehrt alle Indizes mit Abnahme der Mess-
grofe (x < x_,) auswahlen anstelle der Anstiege im Kriterium (11.A.66). Ein Unterschied im Er-
gebnis zeigt dann, dass das Signal nicht invariant ist gegentiber Zeitumkehr. Quasiperiodische Os-
zillationen im Signal 16sen Triggerpunkte vor allem in der Phase des steilsten Anstiegs aus, d.h.
wenn die Phase der Oszillationen nahe O ist. Dadurch wird die Phasenlage der Oszillationen unab-
hangig von Nichtstationaritdten aus dem Signal selbst gewonnen.

Weiterhin ist es oft — besonders zur Analyse niedriger Frequenzen — angebracht, langerfristige Kri-
terien zu verwenden, bei denen Mittelwerte (oder Summen) Uber T Messwerte x; verglichen werden,

>

T T
Z&m_lng&_n fur i =z(k), k=1...M. (11.A.67)

n=1 n=1

Fur T = 1 entspricht das dem Kriterium (11.A.66). Es kann mathematisch gezeigt werden, dass die
PRSA-Methode am empfindlichsten ist fir Oszillationen mit der Frequenz f = 1/(2.7 T), falls die
Oszillationen vollig periodisch sind (Frequenzen in Einheiten der Datenrate der Zeitreihe). Fir Os-
zillationen mit endlicher zeitlicher Phasenkohérenz erhdht sich dieser Wert leicht; wir finden empi-
risch f= 1/(25 T). Hohere Frequenzen werden unterdriickt. Der Parameter T setzt daher eine
Obergrenze fur die Frequenz der Quasiperiodizitdten, die zuverlassig erkannt werden kénnen. Beim
Kriterium (11.A.66) werden die hohen Freguenzen im Signal nicht unterdriickt. Mit allen Kriterien
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Abb. I1.A.19: Illustration zur Vorgehensweise bel der Phasen-berichtigten Signal-Mittelung (PRSA). (a) In
der Zetreihe werden Triggerpunkte definiert, z.B. fur alle Stelen, an denen der Messwert ansteigt entspre-
chend dem Kriterium (11.A.66); hier sind finf solche Triggerpunkte markiert. (b) In Fenstern der Breite 2L
(hier L = 16) werden Kopien der Zeitreihe erstellt; hier sind vier solche Kopien gezeigt. (c) Die Kopien aus
den verschiedenen Fenstern werden Ubereinander geschoben (Phasen-Ausrichtung) und gemittelt; hier sind
25 Kurven Ubereinander gezeigt. (d) Das Ergebnis ist der Phasen-ausgerichtete Signal-Mittelwert (PRSA)
als Funktion des Abstands & von den Triggerpunkten; hier habeich L auf 32 erhéht, damit man beide charak-
teristischen Periodizitdten (f = 0.05 und 0.3 in Einheiten der Datenrate) erkennen kann.

werden im Durchschnitt etwa die Héalfte der Indizes i als Triggerpunkte z(k) markiert, denn die
Wahrscheinlichkeit, dass das < Zeichen oder das > Zeichen gilt, ist jeweils fast 0.5. Gleichheit
kommt insbesondere dann nur selten vor, wenn die Auflésung der gemessenen Grél3e x; hoch ist.
Zusétzlich lasst sich durch geeignete erganzende Kriterien fur die betrachteten Triggerpunkte leicht
ausschlief3en, dass Artefakte im Signal Triggerereignisse verursachen.

Im zweiten Schritt werden — zentriert um jeden Triggerpunkt z(k) — Fenster der Breite 2L definiert
und separate Kopien der Zeitreihe in jedem Fenster betrachtet, siehe Abb. 11.B.19(b), inder L = 16
ist. Die Punkte im Fenster Nummer k sind dann Xy + 5 mit den Absténden 6= -L, 1-L, ..., -1,0, 1,
..., L=2, L=1 vom Triggerpunkt. Man beachte, dass viele Fenster tUberlappen. Die Fensterbreite L
sollte am besten der erwarteten Kohérenzzeit fur die zu analysierenden Quasiperiodizitéten entspre-
chen. Sie muss mindestens gleich dem Kehrwert der tiefsten Frequenz sein, die analysiert werden
soll. Periodische Anteile mit Frequenzen f < 1/(2L) lassen sich in den Fenstern der Breite 2L nicht
mehr darstellen. Darum bestimmt der Parameter L eine untere Grenze fir die abgebildeten Fre-
guenzen, wahrend T aus dem Triggerkriterium (11.A.67) die obere Grenze festlegt.

Im dritten Schritt wird der Phasen-ausgerichtete Signal-Mittelwert (phase rectified signal average,
PRSA) berechnet, indem die Kurven in allen Fenstern tUbereinander ausgerichtet und gemittelt wer-
den (siehe Abb. I1.A.19(c) und (d)),

M
PRSA(3) :ﬁZxZ(M fir 5=-L,1-L,...,-10,1...L-2,L-1. (11.A.68)
k=1
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[1.A. Einfihrung und Methoden

Das Ergebnis der Mittelungsprozedur (11.A.68) ist beispielhaft in Abb. 11.A.19(d) gezeigt, wobei die
Fensterbreite auf L = 32 verdoppelt wurde, damit man beide im Signal detektierten Oszillationen
sehen kann. Man erkennt, wie sich Quasiperiodizitéaen im Signal im Phasen-ausgerichteten Signal-
Mittelwert niederschlagen. Das simulierte, urspringliche Signal, Abb. 11.B.19(a), enthalt neben 1/f
Rauschen zwei nichtstationédre Periodizitdten mit den Frequenzen 0.05 und 0.3 in Einheiten der Da-
tenrate. Die Nichtstationaritét wurde durch zuféllige Phasenspriinge nach im Mittel vier Oszillati-
onsperioden simuliert. Der grofte Sprung in Abb. 11.B.19(d) tritt in der Mitte von PRSA(d) auf von
PRSA(-1) zu PRSA(0), weil aufgrund des Triggerkriteriums (11.A.66) StetS Xyx) > Xz -1 0ilt. Rechts
und links von diesem Zentrum erkennt man vier bis finf Oszillationsperioden der hohen Frequenz
0.3 und aufgrund der gewahlten Fensterbreite L = 32 nur gut anderthalb Oszillationsperioden der
tiefen Frequenz 0.05. Aus der Anzahl der erkennbaren Perioden lasst sich die Kohérenzzeit ab-
schétzen, soweit L hinreichend grof3 ist (hier nur fr die hohe Frequenz). Esfallt auf, dass sich die
Periodizitdten im PRSA-Bild in Abb. 11.B.19(d) schon mit bloRem Auge wesentlich besser erken-
nen lassen als im Original-Signal in Abb. 11.B.19(a). Der Grund ist, dass in Abb. [1.B.19(d) ale
Oszillationen in ihrer Phase auf die Mitte ausgerichtet sind.

In ihrem Funktionsprinzip dhnelt die Methode einem digitalen Speicheroszillographen: Um ein
(elektrisches) Signal angezeigt zu bekommen, muss man zuerst ein Triggerkriterium festlegen, z.B.
einen Anstieg des Signals Uber einen gewissen Schwellenwert. Dann speichert der Oszillograph
Fenster mit der Vor- und Nachgeschichte aller solchen Ereignisse und zeigt den gemittelten Verlauf
auf dem Bildschirm an. Dadurch erkennt man das typische Verhalten des Signals um die Trigger-
ereignisse herum, wahrend sich alles zuféllige Verhalten, wie z.B. Rauschen und Stérungen, mit der
Zeit (d.h. mit zunehmender Anzahl gemittelter Fenster) herausmittelt. Bei der PRSA ist das Trig-
gerkriterium allerdings sehr allgemein gehalten; es wird sozusagen auf alle Stellen getriggert, zu
denen die (diskrete) Ableitung des Signals positiv ist. Bei einem digitalen Speicheroszillographen
sind Uberlappende Fenster in der Regel nicht moglich.

b) Eigenschaften des Frequenzspektrums

Bei der Standard-Spektralanalyse mit Fourier-Transformation (siehe Abschnitt 11.A.1.c) l6schen
sich zwei gleich lange, periodische Abschnitte mit um 1T gegeneinander verschobener Phasenlage
exakt gegenseitig aus. Wenn man sich ein Signal vorstellt als zusammengesetzt aus vielen Segmen-
ten mit gleicher Frequenz aber zufalligen Phasen — die Segmentlange entspricht der Kohérenzzeit —,
so wird zwar auch die Spektralanalyse diese Frequenz nachweisen kénnen, weil zuféllig eine Pha-
senlage Uberwiegt. Aber die Intensitét des spektralen Maximums wird nur von den wenigen Seg-
menten bestimmt, die nicht durch andere Segmente mit um 1t verschobener Phase kompensiert sind.
Der Unterschied zum (Rausch-)Untergrund ist daher deutlich geringer, als wenn alle Segmente in
ihrer Phase ausgerichtet werden und dann gemeinsam zur spektralen Intensitét beitragen. Der Un-
terschied ist in dem realen Beispiel in Abb. 11.B.20 fur Zeitintervalle zwischen aufeinander folgen-
den Herzschldgen eines Probanden, die zwel Quasiperiodizitéten enthalten, deutlich zu sehen.
Wenn mehrere Frequenzen im Signal vorhanden sind, ist die Ausrichtung der Phasen zwar nicht fir
alle Fenster ideal, aber sie bringt trotzdem eine merkliche Verringerung des Rausch-Untergrunds,
wie der Vergleich von Abb. 11.B.20(b) und (d) klar zeigt. Aufgrund der Beseitigung von Nichtstati-
onaritédten und Phasenspriingen lassen sich die Periodizitdten wesentlich besser erkennen, wenn
man eine Spektralanalyse des Phasen-ausgerichteten Signal-Mittelwerts durchfihrt (Abb.
[1.B.20(d)) as bel der Spektralanalyse des Orignal-Signalsin Abb. 11.B.20(b).

Fr Signale mit kontinuierlichem Frequenzspektrum P(f) ~f ® (siehe GI. (11.A.5)), wie sie z.B. bei
Herzschlag-1ntervallen als 1/f-Rausch-Hintergrund auftreten (siehe Kapitel 11.B.1 unten), lassen sich
die Auswirkungen der PRSA-Transformation direkt herleiten. Dazu muss die Wahrscheinlichkeit py
betrachtet werden, dass eine spezifische oszillierende Komponente x; (t) = As Sin(2rt f t) mit der Fre-
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Abb. 11.A.20: Beispid fir die Auswirkungen der PRSA-Transformation auf
das Frequenzspektrum. Ausgehend von einer Reihe von Zeitintervallen (RR

Zu ihrem Am- Intervalle) zwischen aufeinander folgenden Herzschlagen (Tachogramm, A)
plitudenvorfaktor As, S0 wird einerseits direkt das Frequenz-Spektrum berechnet (B), das mit gutem
dass pr ~ A.  Anderer- Willen zwel Maxima erkennen lasst, die Quasiperiodizitdten entsprechen.
seits muss die Kompo- Andererseits wird der Phasen-ausgerichtete Mittelwert berechnet (mit T = 1,

L = 50, C) und daraus das Frequenzspektrum, das Phasen-ausgerichtete
Spektrum ermittelt (D), an dem sich die Quasiperiodizitéten viel besser able-
sen lassen (Abbildung von A. Bauer).

nente x (t) Triggerer-
eignisse auslésen, um
nicht beim Mittelungs-
prozess unterzugehen.
Dafur muss nach dem Kriterium (11.A.66) X (t) groRer sein als X: (t — 1) = X (t) — Xt (t) = % (t) — 27 f
As cos(2mtf t) (mit Taylor-Entwicklung bis zur ersten Ordnung, die fir nicht zu hohe Frequenzen
gilt). Die Maxima von x;(t) — x(t — 1) = 2rtf As cos(2tf t) treten fur t = n/f bei allen ganzen Zah-
len n auf; der Wert der Maxima ist 2rtf A.. Daher finden wir, dass die Wahrscheinlichkeit, mit der
die betrachtete spektrale Komponente synchronisierte Triggerereignisse auslost, proportional zu f A
ist. Zusammen mit pr ~ As von oben ergibt sich fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit pr ~ A?f. Da-
her wird das spektrale Gewicht der Komponente mit Frequenz f in PRSA(J) durch Af f bestimnt,
anstelle von As beim Frequenzspektrum des urspringlichen Signals in Gl. (11.A.69). Fur das Fre-
guenzspektrum des Phasen-ausgerichteten Signal-Mittelwerts gilt somit

Pesa (f) ~ Al F2~f2#2=fF = p=28-2. (11.A.70)

Der spektrale Exponent ' der PRSA-Transformierten ist also nicht gleich 3, sondern durch eine
einfache Beziehung damit verknipft. Das Ergebnis gilt fur alle Werte von 3. In dem Spezialfall
von V/f-Rauschen (3 = 1), der in physiologischen Signalen besonders haufig ist, wird das Spektrum
der PRSA flach (B’ = 0 nach Gl. (I1.A.70)), s0 dass sich zusdtzliche Quasiperiodizitéten besonders
leicht — auch schon ohne eine doppelt logarithmische Auftragung — erkennen lassen. Dies ist ein
weiterer Vorteil der PRSA-Methode besonders bei medizinischen Anwendungen.
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Zusétzlich zu dieser theoretischen Betrachtung habe ich mehrere numerische Tests der PRSA-
Methode mit kiinstlichen Signalen bestehend aus skalierendem Rauschen und schwachen zusétzli-
chen Quasiperiodizitéten durchgefuhrt. Die Quasiperiodizitaten habe ich als stiickweise periodische
Signalkomponenten x; (t) = As sin(2rtf t + ¢) mit Phasenspriingen A¢ nach im Mittel jeder vierten
Periode und Frequenzspringen Af im Bereich von = 10% nach im Mittel jeder 16ten Periode simu-
liert. Die Tests zeigen, dass die PRSA mit anschlief3ender Spektralanalyse eine signifikante Ver-
besserung in der Erkennung von schwachen Quasiperiodizitéten ermdglicht im Vergleich zur Stan-
dard-Spektralanalyse, wie es schon der Vergleich von Abb. 11.A.20(b) und (d) erwarten lasst. Fir
realistisch simulierte Herzschlag-Intervalle, die auch nahezu unkorrelierte Abschnitte enthalten
(siehe Kapitel 11.B.3 fur eine Beschreibung des verwendeten Modells), konnte ich konkret zeigen,
dass die Intensitéts-Schwelle zur signifikanten Erkennung der Quasiperiodizitdten bei der PRSA-
Methode je nach Frequenz der Quasiperiodizitdten um 70 bis 85% niedriger ist als bei der Standard-
Spektralanalyse.

c) Erweiterung zur Analyse von Kreuzkorrelationen und Phasensynchr onisation

Bei dem schon oben erwadhnten Speicheroszillograph ist es méglich, die Beziehungen zwischen
zwei Signalen zu untersuchen, indem die Triggerereignisse aus dem einen Signal abgeleitet werden
und die Fenster fur die Signalmittelung aus dem anderen Signal (externe Triggerung). Damit kann
man erkennen, wie sich besondere Ereignisse in dem einen Signal auf das andere auswirken und
wie die beiden Teile des Systems wechselwirken. Das gleiche Prinzip ist auf die PRSA-Methode
Ubertragbar, indem man die Triggerpunkte aus einer Zeitreihe x ableitet (erser Schritt) aber die
entsprechenden Fenster aus einer anderen Zeitreihe y; nimmt (zweiter Schritt). Wenn zwischen den
beiden Zeitreihen keine Beziehung besteht, ist PRSA(d) einfach flach. Es schlagen sich darin nur
die quasiperiodischen Komponenten der Zeitreihe y; nieder, die zu den aus der Zeitreihe x; gewon-
nen Triggerpunkten phasensynchronisiert sind. Damit sollte es moglich sein, die Phasensynchroni-
sation auch nichtstationdrer Datenreihen zu analysieren.

Ferner &8sst sich aus dem Vergleich mit der PRSA(8)-Kurve, die sich durch Vertauschung der bei-
den Zeitreihen x; und y; ergibt, mdglicherweise die Richtung der Kopplung zwischen den beiden
betrachteten Teilen eines komplexen Systems verstehen. Erste Anwendungen auf die Kopplung
von Herzschlag, Atmung und Blutdruckregulation, die aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen
wurden, sind hier viel versprechend.
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II.B. Korrelationsverhalten von Herz- und Atemrhythmus

[I.B.1. Einfuhrung, Vergleich von Gesunden und Herzkranken

In diesem Kapitel betrachte ich als erste Anwendung der Methoden zur Analyse von nichtstationg
ren Zeitreihen Messdaten des menschlichen Herz-Kreislauf-Systems. Das Ziel it es, (i) die in die-
sem komplexen System bei gesunden Probanden auftretende natlrliche Schwankungsbreite im
Fluktuations- und Korrelationsverhalten der medizinisch interessanten und messbaren Signale wie
dem Herz- und Atemrhythmus zu erfassen, um eine Ausgangsbasis fur den Vergleich mit Kranken
zu erhalten, und (ii) die Regulationsmechanismen und Wechselwirkungen zwischen den einzelnen
Komponenten besser zu verstehen, um so das physiologische Versténdnis voranzubringen.
Das Herz-Kreislauf-System dient mittels des Transportes von Sauerstoff, Nahrung usw. der Versor-
gung des Korpers zur Erhaltung seiner Funktion. Eswird vom autonomen Nervensystem gesteuert,
das — wie der Name sagt — autonom, d.h. nicht vom Bewusstsein beeinflusst ist; es regelt alle le-
benswichtigen (,, vegetativen*) Korperfunktionen. Davon zu unterscheiden ist das somatische Ner-
vensystem, mit dem z.B. die Muskeln im Bewegungsapparat gesteuert werden, und das direkt der
Bewusstseinskontrolle unterliegt. Esist bekannt, dass die Regelung der autonomen Funktionen sich
als Wechselspiel von sympathischem und parasympathischem Nervensystem verstehen lasst, die
beide Teil des autonomen Nervensystems sind. Wahrend das sympathische Nervensystem beim
Herzrhythmus eine aktivierende (beschleunigende) Wirkung hat, fihrt eine parasympathische Sti-
mulation des Herzens eher zu einer Absenkung der Herzfrequenz. 1n Bezug auf die Verdauungsak-
tivitét beispielsweise ist die Wirkung der beiden Teile des autonomen Systems umgekehrt. Das
Wechselspiel zwischen sympathischem und parasympathischem Nervensystem ist die Grundlage
far viele Versuche einer Modellierung des beobachteten Fluktuationsverhaltens des Herzrhythmus.
Dabei spielt die nichtlineare Kopplung der beiden Teilsysteme eine wichtige Rolle.
Ich beschranke mich hier auf das autonome Nervensystem und weiter auf den Herz- und Atem-
rhythmus, weil diese Signale relativ einfach zu messen und weniger externen oder durch bewusste
Aktivitdt verursachten Stoérungen ausgesetzt sind. Dennoch sind auch der Herz- und der Atem-
rhythmus nicht stationar (siehe z.B. [GOLDBERGER-96]). Uber die Schlagfrequenz (Herzfrequenz)
und das Schlagvolumen des Herzens wird die Versorgung dem Bedarf des Korpers bei Ruhe sowie
bei physischer und psychischer Leistung angepasst. Am Tag Uben zusétzlich zur messbaren Leis-
tung viele weitere Parameter einen grof3en Einfluss auf die Regulation dieser zentralen Versor-
gungsgrofden aus. Auch gut definierte Tests am Tage, wie ein physischer Belastungstest mit einem
Fahrrad-Ergometer, hangen von der Testumgebung sowie der Motivation und weiteren inneren Ein-
flissen ab. Beim Schlaf hingegen liegt ein Zustand des Menschen vor, bei dem die &uf3eren Ein-
flisse konstant gehalten werden und die inneren Einflisse weitgehend reduziert werden kdnnen.
Insofern kdnnen Untersuchungen von Korperfunktionen im Schlaf als Untersuchungen in einem gut
definierten Testzustand angesehen werden [V ERRIERetal-96].
Bei den ersten Analysen der autonomen Funktionen, insbesondere des Herzrhythmus, im Hinblick
auf das Fluktuations- und Korrelationsverhalten hat man die Aktivitéts- bzw. Passivitéatsphasen am
Tage und in der Nacht nicht berticksichtigt, sondern meist 24 Stunden-Aufzeichnungen als Ganzes
analysiert. Diese lassen sich recht einfach mit tragbaren Rekordern fir das Elektro-Kardio-Gramm
(EKG, englisch ECG) anfertigen, die der Proband oder Patient mitnehmen kann. Im EKG erscheint
fur jeden Herzschlag ein so genannter QRS-Komplex, eine charakteristische Signalform, deren
Zentrum, die R-Zacke, zur Bestimmung der Zeitintervalle (der so genannten RR-Intervalle) zwi-
schen den einzelnen Herzschlégen verwendet wird. Man analysiert dann die (Zeit-)Reihe der RR-
Intervalle t;. Das Hauptziel bei den ersten Untersuchungen war eine Unterscheidung von (gesun-
den) Probanden und (kranken) Patienten. Nachdem [KOBAYASHI& MUSHA-82] (siehe auch [AK-
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Abb. 11.B.1: (a) Doppdt logarithmisch aufgetragenes Frequenz-Spektrum der Herzfrequenz-Fluktuationen
eines gesunden Probanden zusammen mit einer angepassten 1/f (d.h. B = 1) Geraden (aus [KOBAYA-
SHI& MUSHA-82]). (b) Vergleich der DFA1-Fluktuationsfunktion F(s = n) in Abhangigkeit von der Skalas =
n (Einheit: Herzschlage) fir je einen 24-Stunden Datensatz e nes gesunden Probanden (; , Normal) und einen
Patienten mit Herzinsuffizienz (», CHF). Man erkennt, dass der Herzkranke eine anfanglich kleinere aber
asymptotisch gréf3ere Steigung a aufweist (aus [PENGetal-95, PENGetal-98]).

SELRODetal-81]) gefunden hatten, dass das Frequenzspektrum des Herzrhythmus bei gesunden Pro-
banden ein 1/f-Verhalten zeigt (siehe Abb. I1.B.1(a)), lag es nahe, entsprechende Analysen bei herz-
kranken Patienten durchzufthren. Weil auch die vom autonomen System generierten Signale nicht
vollig stationdér sind, sollten daftir besser Methoden verwendet werden, die Nichtstationaritéten
(zumindest teillweise) beseitigen konnen. Dies geschah erstmals in Arbeiten der Gruppe von A.
Goldberger [PENGetal-93, PENGetal-95, BULDYREVetal-95, Hoetal-97, BULDYREVetal-98, PENGe-
tal-98, AMARALetal-98], die zunéchst auf einen Vergleich von gesunden Probanden und Patienten
mit Herzinsuffizienz (,,congestive heart failure®, CHF) fokussiert waren. Unter dem Begriff Herz-
insuffizienz verstent man eine Schwéche des Herzmuskels, die dazu fuhrt, dass der Korper nicht
immer, d.h. insbesondere nicht unter Belastung, ausreichend mit Blut versorgt werden kann. Die
physikalischen Ursachen der Herzinsuffizienz kénnen unterschiedlich sein, z.B. verengte oder un-
vollstéandig schlief3ende Herzklappen oder eine Durchblutungsstérung des Herzmuskels.

Mit der DFA wurden ein deutlicher Unterschied im mittleren Skalenverhalten der beiden Gruppen
und auch signifikante Unterschiede zwischen den Einzeldatenreihen festgestellt, die klar ein dia-
gnostisches Potential haben ([ PENGetal-95], siehe Abb. 11.B.1(b)). Die DFA1-Fluktuationsfunktion
weist bel Gesunden auf kleinen Zeitskalen (4 < s < 16 Herzschlage) eine grofRere Steigung auf (o =
1.20 £ 0.18), alsmit a, = 1.00 + 0.12 (entsprechend 3 = 1) auf langen Zeitskalen (16 < s< 64 Herz-
schlage). Bei den Herzkranken hingegen wurde auf den kleinen Zeitskalen eine reduzierte Steigung
o1 = 0.80 + 0.26 und auf grof3en Zeitskalen ein erhdhter Wert a, = 1.13 + 0.22 gefunden. Hier it
anzumerken, dass die Steigung o bis zu einigen 10 000 Herzschlégen reicht, obwohl zur numeri-
schen Bestimmung meist nur die Skalen s < 64 Herzschlége verwendet wurden. Weiterhin wurde
eine Altersabhangigkeit der Korrelationen gefunden [ GOLDBERGERetal-00, GOLDBERGERetal-02].
Uber die physiologische Bedeutung der Exponenten oz und o2 kann man in den V eroffentlichungen
nicht viel finden; sie werden eher als Indikatorzahlen behandelt. Die Bedeutung von a; steht in
Beziehung zu kurzreichweitigen Korrelationen. In den Bereich von 3 bis 5 Herzschlégen fallen vor
allem Oszillationen, die durch eine Kopplung der Atmung an den Herzschlag verursacht werden
und die als (respiratorische oder Atem-) Sinus-Arrhythmie bekannt sind. Uber die physiologische
Bedeutung des Exponenten o ist noch weniger bekannt, und die Analyse von 24-Stunden-Reihen
hilft bei einer solchen Interpretation auch nicht weiter. Da die Exponenten o oft groRer als 1 sind,
mlssten viele der analysierten Datenreihen nichtstationdr sein. Nichtstationdre Datenreihen diver-
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Abb. 11.B.2: Vergleich der DFA1-Fluktuationsfunktionen F(s = n) in Abhangigkeit von der Skala s = n
(Einheit: Herzschlége) fur nach Tag () und Nacht () aufgeteilte 24-Stunden Datensétze von (a) einem ge-
sunden Probanden, (b) einem Kosmonauten und (c) einem Herzkranken, sowie (d) fir einen Datensatz, bei
dem die Inkremente gemischt wurden (aus [IVANOVetal-99a]).

gieren mit der Zeit t, und zwar fiir groRe t proportional zu t*. Dadie Reihe der Zeitintervalle zwi-
schen aufeinander folgenden Herzschlégen aber nicht tatsachlich divergiert (sonst wirde der Pro-
band sterben), kdnnen die Exponenten nicht asymptotisch flr grof3e Zeitskalen s gelten.

Stationdr ist hingegen die Reihe der Inkremente zwischen aufeinander folgenden Zeitintervallen,
und daher basiert die Interpretation von Goldberger et al. [PENGetal-93, PENGetal-95, BULDYREV-
etal-95, Hoetal-97, PENGetal-98, BULDYREVetal-98, AMARALetal-98] auf einer Betrachtung dieser
Inkremente. Das Fluktuationsverhalten der Inkremente wird nach Abschnitt 11.A.2.e durch a' =
o — 1 charakterisiert, denn einmal weniger Kumulieren (Aufsummieren) verringert die Fluktuati-
onsexponenten um 1. Dadann a' < 0.5 gilt, sprechen Goldberger et a. von Antikorrelationen im
Herzrhythmus. Diese Antikorrelationen sind nétig, um einen stationdren Zustand zu bewahren;
dafir misste sogar a' < 0 werden. Es fédlt auf, dass die Antikorrelationen bei Gesunden (a'; =
0.00) deutlich stérker sind als bei Herzkranken (a', = 0.13). Damit wirden stérkere Antikorrelatio-
nen eine bessere Regulation des Herzschlags anzeigen. Mir erscheint diese auf den Inkrementen
basierende Interpretation allerdings etwas unglicklich, zumal fast ale Langzeit-Fluktuationsexpo-
nenten kleiner als 1 sind und damit Stationaritét anzeigen, sobald man die Messdatenreihen nach
verschiedenen Aktivitdtsphasen getrennt analysiert.

[1.B.2. Unterscheidung verschiedener Aktivitats- und Schlafphasen

a) Her zrhythmus am Tag und in Nacht, sowie bei Ruhe und bei Training

Ein erster Schritt in Richtung auf eine getrennte Analyse des Herzrhythmus in verschiedenen Akti-
vitatsphasen wurde 1999 unternommen mit der Aufteilung der 24-Stunden Datenreihen in Tag und
Nacht [IvANOvetal-99a]. Da keine Information Uber die tatsachliche Aktivitét der Probanden vor-
lag, wurden die 6 Stunden zwischen Mitternacht und 6 Uhr morgens als Nachtphase und die 6
Stunden von 12 Uhr mittags bis 18 Uhr abends als Tagphase gewertet. Die getrennte Analyse die-
ser 6-Stunden Segmente mittels DFAL erbrachte, dass die Langzeit-Korrelationen in der Nacht
schwécher sind als am Tag. Im Einzelnen wurden fir gesunde Probanden folgende mittleren
DFA1-Fluktuationsexponenten im Skalenbereich von 100 bis 2000 Herzschlégen (entsprechend o
bei [PENGetal-95]) gefunden: a = 1.05 + 0.07 am Tag und 0.85 + 0.10 in der Nacht. Dieses Ergeb-
nis zeigt, dass das autonome System in seinen Regelungseigenschaften durchaus zwischen Tag- und
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Abb. 11.B.3: Typischer Verlauf der Aufzeichnungen einer kardiorespiratorischen Polysomnografie (Schlaf-
stadien-Analyse) im Schlaflabor. Gezeigt ist ein 30 Sekunden-Segment mit EEG (Elektro-Encephalo-
Gramm), EOG (Elektro-Okulo-Gramm), EMG (Elektro-Myo-Gramm), Atmung (registriert mit einem
Thermistor vor der Nase) und EKG (Elektro-Kardio-Gramm, englisch: ECG). Auf solchen Segmenten ba-
siert die manuelle Schlafstadien-Auswertung (aus [ PENZEL-95]).

Nachtverhalten unterscheidet. Der Unterschied ist nicht nur fir die Mittelwerte, sondern auch fur
jeden einzelnen Probanden-Datensatz signifikant; ein typisches Beispiel zeigt Abb. 11.B.2(a). Fir
Kosmonauten der Mir Raumstation (Abb. 11.B.2(b)) ergeben sich praktisch identische Werte, wenn
deren Schlaf- und Wachperioden entsprechend berlicksichtigt wurden, obwohl die Kosmonauten
besonderem Stress und fehlender Gravitation ausgesetzt sind. Das bedeutet, dass die Unterschiede
nicht im Tag-Nacht-Rhythmus, sondern im Wach-Schlaf-Rhythmus begriindet liegen. Die Daten
von Patienten mit Herzinsuffizienz (Abb. 11.B.2(c)) zeigen a = 1.20 + 0.09 am Tag und 0.95 + 0.15
in der Nacht. Auch hier gibt es also die charakteristischen Tag-Nacht Unterschiede, wobei die Ex-
ponenten insgesamt — wie schon von [PENGetal-95] gezeigt — grofl3er sind. Warum allerdings die
Regelung der Herzschlag-Inkremente bei den Herzkranken im Schlaf stérker antikorreliert sein soll-
te, und damit entsprechend der Interpretation von Goldberger et al. gesiinder als bei Gesunden am
Tag, ist nicht nachvollziehbar.

Bei den Analysen von [IVANOvetal-99a] bleibt der Wert a = 1.05 fUr den Tag-Teil immer noch im
nichtstationéren Bereich, und man fragt sich, ob nicht durch eine weitere Aufteilung der Datenreihe
entsprechend den unterschiedlichen Aktivitétsphasen Werte im stationdren Bereich a < 1 erhalten
werden kdnnen. Bei einer Untersuchung in dieser Richtung [ KARASIKetal-02] wurde das Fluktuati-
onsverhalten des Herzrhythmus wahrend je zwei vorgegebenen korperlichen Trainings-, Erholungs-
und Ruhephasen (Dauer 6 bis 10 Minuten) verglichen. Obwohl die Skalenbereiche fur die Fluktua-
tionsexponenten wieder etwas anders gewahlt wurden (8 < s < 14 Herzschlége fur a; und 30 < s <
300 Herzschlage fur as), kann man erkennen, dass die Unterschiede zwischen Ruhe- und Trai-
ningsperioden deutlich groRer sind as die im Vergleich von Gesunden und Herzinsuffizienz-
Kranken gefundenen; dabei entspricht die Trainingsphase tendenziell den Herzkranken und die Ru-
hephase den Gesunden in der Nacht. Die Resultate im Einzelnen lauten a; = 1.43 £ 0.30 bzw. a; =
0.77 £ 0.20 in Ruhe und a; = —0.09 = 0.30 bzw. a, = 1.09 + 0.17 wahrend des Trainings. Das kann
man so verstehen, dass das Herz-Kreislauf-System der Herzkranken standig in einer Art von Stress-
zustand ist wie er bei Gesunden nur wahrend des korperlichen Trainings auftritt. Ubrigens hangen
die Ergebnisse fur die Fluktuationsexponenten nicht signifikant davon ab, ob z.B. eine Ruhephase
vor oder nach dem Training analysiert wird, obwohl die durchschnittliche Herzfrequenz nach dem
Training noch deutlich erhdht bleibt. Es ist anzumerken, dass zur Ermittlung der negativen a;-
Werte im Training die DFA mit doppelter Summierung eingesetzt werden muss. Dass das Training
wegen a; > 1 als nichtgtationdrer Zustand aufgefasst werden muss, verwundert nicht, denn die Pro-
banden kdnnen das Training auch nur eine gewisse Zeit durchhalten. In den Ruhephasen ist a5
deutlich kleiner als 1 und sogar kleiner als der nachtliche Mittelwert 0.85 + 0.10 von [IVANOVetal-
99a]. Dieses Ergebnis legt nahe, auch die Schlafphase genauer zu betrachten.
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Abb. I1.B.4: (a) Schematische Darstdlung der typischen Schlafphasen im Verlauf einer Nacht (Som-
nogramm), wobei die non-REM Stadien 1 und 2 zu Leichtschlaf und die Stadien 3 und 4 zu Tiefschlaf zu-
sammengefasst werden. (b)-(d) Ermittelter Schlafphasenverlauf fir zwei gesunde Probanden (b)+(d) sowie
einen Schlafapnoe-Patienten (c), der langere Wachphasen hat und zu wenig Tiefschlaf. Die Hohe der (farbi-
gen) Balken in (b)-(d) gibt die 30 Sekunden-Mittelwerte der Herzfrequenz an; in (@) hat sie keine Bedeutung.
Man erkennt, dass der Herzschlag beim Probanden (b) im REM-Schlaf beschleunigt ist, wahrend er beim
Probanden (d) verlangsamt ist.

b) Schlafstadien

Im Schlaf wechseln aktive und weniger aktive Phasen ab [BERGER-92]. Die Schlafstadien lassen
sich hauptsachlich durch Muster und Wellen im Elektro-Encephalo-Gramm (EEG, verschiedene
elektrische Ableitungen am Hinterkopf) unterscheiden, fur deren Klassifikation ein international
einheitliches Handbuch [RECHTSCHAFFEN& KALES-68] benutzt wird. Abbildung 11.B.3 zeigt Bei-
spiele fur die gemessenen elektrophysiologischen Signale. Danach unterscheidet man vier so ge-
nannte Nicht-REM Stadien und den REM-Schlaf (REM = ,rapid eye movement*). Die Nachruhe
beginnt bei Gesunden mit dem Leichtschlaf, Stadium 1, aus dem man noch sehr leicht aufweckbar
ist, siehe Abb. I1.B.4(a). Darauf folgt der Leichtschlaf, Stadium 2, das mit Abstand haufigste
Schlafstadium. Daran schliefdt sich der Tiefschlaf mit den Stadien 3 und 4 an, dem vor alem eine
physische Erholungsfunktion zugeschrieben wird. Auf den Tiefschlaf folgt oft der REM-Schlaf,
der eine Lahmung der meisten Muskeln aber rasche Bewegungen der (geschlossenen) Augen mit
sich bringt. Zur Detektion werden das Elektro-Okulo-Gramm (EOG), eine elektrische Ableitung
der Potenziale der Augenmuskeln, und das Elektro-Myo-Gramm (EMG, meist am Kinnmuskel ge-
messen) analysiert. Vereinfachend kann der REM-Schlaf dem Traumschlaf gleich gesetzt werden;
er dient Uberwiegend der psychischen Erholung und hat Funktionen bei der Gedéachtnisverarbei-
tung.

Der geschilderte Ablauf der Schlafstadien dauert etwa 90 Minuten und wiederholt sich vier bis
sechs Mal pro Nacht. Dabel findet eine Verschiebung der Anteile der Schlafstadien derart stait,
dass gegen Schlafbeginn der Tiefschlaf und gegen Schlafende der REM-Schlaf Uberwiegt. Aller-
dings ist der Ablauf meist nicht so systematisch. Drei reale Beispiele von Schlafstadien-Profilen
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(Somnogrammen) zeigt Abb. 11.B.4(b) bis (d). Man erkennt, dass auch kurze Wachphasen in der
Nacht auftreten, die meist vom Probanden nicht bemerkt werden; letztere heif3en ,,Arousals‘. Bei
der Analyse von Somnogrammen ist zu beachten, dass die Klassifikation immer in Segmenten von
30 Sekunden Dauer erfolgt, und dass beachtliche Unterschiede zwischen den Ergebnissen verschie-
dener Auswerter bestehen [WITHNEY etal-98, NORMANetal-00, KuNzetal-00, PENZELetal-03c]. Ab-
hangig von den Schlafstadien und dem Alter der Probanden liegt die Ubereinstimmung zwischen
30% und 90% [KuNzetal-00], wobei insbesondere bei Leichtschlaf 1 im Mittel nur 38%, sonst aber
typischerweise 70% Ubereinstimmung besteht.

Die typische Dauer und Abfolge der Schlafstadien und Wachphasen in der Nacht wurde kirzlich
anhand von 300 Somnogrammen untersucht [Loetal-01, Loetal-03]. Gesunde Probanden verbrin-
gen demnach 57% der Zeit im Leichtschlaf, 12% im Tiefschlaf, 18% im REM-Schlaf und 11% in
nachtlichen Wachphasen (2% nicht auswertbar). Die Dauern t aller Schlafphasen folgen in guter
Naherung einer Exponentialverteilung P(t) ~ exp[-t/tg mit praktisch gleichen charakteristischen
Zeiten t; zwischen 9 und 11 Minuten fir Leicht-, Tief- und REM-Schlaf. Das bedeutet, dass typi-
scherweise mehrere hundert Herzschlége zu jeweils einer Schlafphase gehéren. Hingegen sind die
Dauern der nachtlichen Wachphasen nicht exponentiell verteilt, sondern sie werden erstaunlich gut
durch eine Potenzgesetz-Verteilung P(t) ~ t ° beschrieben mit Exponenten & um 1.1 fiir gesunde
Probanden und 1.3 fur Schlafapnoe-Patienten.

Mit den Schlafstadien gehen Veranderungen der Kdrperfunktionen einschliefdlich der autonomen
Funktionen einher [BURGESSetal-97]. Die Herzfrequenz sinkt und erreicht ihre niedrigsten Werte
im Tiefschlaf [GEORGE& KRYGER-85]. Im REM-Schlaf steigt sie wieder auf Werte, die fast dem
Wachen entsprechen [ZEMAITY TEetal-86]; es gibt aber Ausnahmen (siehe Abb. 11.B.4(d)). Korrela
tionen direkt aufeinander folgender Herzschldge, d.h. extreme Kurzzeitkorrelationen wurden mit
Hilfe von Poincaré-Plots untersucht [RAETz-91]. Aus den Unterschieden zwischen REM und
Nicht-REM Schlaf konnte schon damit auf die Existenz unterschiedlicher Regulation in den Schlaf-
stadien geschlossen werden. Im néchsten Abschnitt geht es um die Verdnderungen des Langzeit-
Korrelationsverhaltens in den Schlafstadien.

¢) Herzrhythmusin den ver schiedenen Schlafstadien

Um die Herzschlags-Fluktuationen getrennt in den Schlafstadien zu analysieren, muss der Daten-
satz der Zeitintervalle t; zwischen aufeinander folgenden Herzschlégen zunéachst entsprechend der
von Auswertern im Schlaflabor bestimmten Phasen aufgeteilt werden. Da die Klassifikation immer
in Segmenten von 30 Sekunden Dauer erfolgt, und beachtliche Unterschiede zwischen den von ver-
schiedenen Auswertern durchgefiihrten Klassifikationen auftreten, habe ich nur Schlafstadien ver-
wendet, die langer als 3 Minuten (ca. 200 Herzschldge) andauern und davon immer die ersten und
die letzten 45 Sekunden ignoriert. Auf diese Art wird ein moglicherweise storender Einfluss von
Ubergangen zwischen verschiedenen Schiafstadien verhindert. Da die Schlafstadien 1 und 2 (bei-
des Leichtschlaf) sowie 3 und 4 (beides Tiefschlaf) physiologisch sehr dhnlich sind, habe ich Uber-
gange zwischen 1 und 2 sowie zwischen 3 und 4 vernachlassigt, um langere zusammenhangende
Abschnitte fur die Analyse der Langzeitkorrelationen zu erhalten. Trotzdem sind die einzelnen
Schlafstadien noch zu kurz fir eine getrennte Analyse. Daher habe ich alle Leichtschlaf-, alle Tief-
schlaf-, alle REM- und alle Wachphasen einer jeden Nacht zusammen analysiert. Das geschah
nicht durch Aneinanderhangen der Abschnitte, sondern dadurch, dass im Zuge der DFA-Prozedur
fr jede Skala s alle mdglichen Segmente z.B. aus allen verfligbaren Leichtschlaf-Stadien der Nacht
betrachtet wurden, um damit die Leichtschlaf-Fluktuationsfunktion F_s(s) zu berechnen. Entspre-
chend erhdlt man die DFA-Fluktuationsfunktionen fur Tiefschlaf, REM-Schlaf und Wachphasen.
Da die Anzahl der Segmente ungefahr proportional zur Lange der einzelnen Stadien ist, ist auch
gewdhrleistet, dass die langeren Stadien ein entsprechend héheres Gewicht im Mittelwert bekom-
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Abb. I1.B.5: DFA2-Auswertung der Herzschlag-Fluktuationen in den Schlafstadien REM (4, rot), Leicht-
schlaf (=, hellblau) und Tiefschlaf (¢, dunkelblau) sowie wéhrend der néchtlichen Wachphasen (i , dunkel-
gelb) fur finf gesunde Probanden und einen Schlafapnoe-Patienten. Die DFA2-Fluktuationsfunktionen F(s)
wurden durch s dividiert und doppelt logarithmisch gegen die Skala s aufgetragen, so dass ein waagerech-
ter Verlauf unkorreliertes Verhalten anzeigt, wahrend eine positive Steigung auf Langzeitkorrelationen hin-
deutet. Die den Exponenten a = 0.5 und 1.0 entsprechenden Geraden sind zum Vergleich gezeigt.

men. Phasen, die kirzer als die betrachtete Skalenlénge s sind, kénnen nicht berticksichtigt werden.
Daher kdnnen die Analyseergebnisse nur bis zur typischen Schlafstadienlange sinnvoll interpretiert
werden; das sind etwa 7 Minuten oder ca. 500 Herzschlage. Man bendtigt wegen der vielen Schlaf-
stadien aber nicht den Faktor 1/4 wie sonst bei der DFA (vgl. Abschnitt 11.A.2.a).

Vor der eigentlichen Analyse muss sichergestellt werden, dass die Messdaten (i) keine Artefakte der
Messung und (ii) keine arrhythmischen Herzschlage enthalten, wie sie bei Erkrankungen oder Ver-
letzungen des Herzmuskels oder des Reizleitungssystems, seltener auch bei Gesunden (als ,Herz-
stolpern”) vorkommen. Dazu wurde ein einfacher Test angewendet, bei dem alle Herzschlaginter-
valle, die entweder (i) langer als 1.5 Sekunden oder (i) kirzer als 0.33 Sekunden sind oder sich (iii)
um mehr als 0.67 Sekunden vom vorhergehenden Intervall unterscheiden, als mogliche Artefakte
klassifiziert und herausgeschnitten werden. Zusétzlich wurden alle Phasen weggelassen, bel denen
mehr als 1% der Intervalle aus diesen Grinden herausgeschnitten wurden.

In der ersten Studie [PENZzELetal-99, BuNDEetal-00] haben wir die Herzschlagdaten von 15 gesun-
den Probanden (Alter 33 £ 6 Jahre) wahrend je zwel Néchten getrennt nach Schlafstadien analy-
siert; die Schlafzeit betrug 7.5 £ 0.75 Stunden pro Nacht. Um die Statistik zu verbessern wurden
zusétzlich 47 Datensdtze von 26 Patienten (Alter 48 = 9 Jahre) mit leichter Schlafapnoe (siehe
nachster Abschnitt) analysiert, bei denen diese néchtliche Atmungsstérung noch keine Veranderun-
gen im Schlafrhythmus verursacht hatte. Beispielhafte Ergebnisse fur die DFA2-Fluktuationsfunk-
tionen zeigt Abb. 11.B.5. Man erkennt, dass die Kurven fur Tief- und auch fur Leichtschlaf auf gro-
[3en Zeitskalen ungeféhr waagerecht verlaufen, was ein bis auf Kurzzeit-Korrelationen unkorrelier-
tes Verhalten anzeigt. Im Gegensatz dazu sind bei allen Probanden und Patienten im REM-Schlaf
und auch in den néchtlichen Wachphasen Langzeitkorrelationen zu sehen. Im Skalenbereich von 50
bis 500 Herzschlagen liegen die Fluktuationsexponenten a fur REM-Schlaf in der Nahe von 0.85,
was einem Korrelationsexponenten y von ungefahr 0.7 entspricht. Auch fir die nachtlichen Wach-
phasen ist der Wert a = 0.95 hoch aber noch im stationdren Bereich. Im Gegensatz dazu liegt der
Fluktuationsexponent wahrend der Leicht- und Tiefschlafphasen nahe 0.5, und nur auf sehr kurzen
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Abb. |1.B.6: Vergleich der Ergebnisse von DFA1 bis DFA4 (von oben nach unten) der schlafstadienbezo-
genen Herzdatenauswertung bel einem gesunden Probanden (a)-(c) und fur Surrogat-Daten (d)-(f). Wahrend
im REM-Schlaf bel diesem Probanden schon die DFAL alle Nichtstationaritéten beseitigen kann, erkennt
man in Leicht- und Tiefschlaf bei DFAL noch einen starkeren Anstieg auf grof3en Skalen, der von Nichtstati-
onaritdten verursacht wird, so dass hier mindestens DFA2 oder DFA3 verwendet werden muss. Die (mono-
fraktalen) Surrogat-Daten wurden mit der Fourier-Filter-Methode mit Langzeit-Korrelationen a = 0.85 (f =
0.7) erzeugt (d, fir REM-Schlaf) und fir die non-REM Schlafstadien in Bldcke zu je s« = 6 (g, fir Lecht-
schlaf) bzw. 2 (f, fur Tiefschlaf) Datenpunkten aufgeteilt; die Reihenfolge dieser Bldcke wurde dann ge-
mischt, so dass nur Kurzzeitkorrationen auf Zeitskalen unter s. bleibben. Die simulierten Schlafstadien-
Langen entsprechen exakt den echten Langen flr den in (a)-(c) betrachteten Probanden. Die gestrichdten
Geraden haben die Steigung 1.0 und die gepunkteten Geraden die Steigung 0.5 (nach [BUNDEetal-00]).

Zeitskalen treten deutlich hdhere Werte auf, die Kurzzeit-Korrelationen anzeigen. Diese Kurzzeit-
korrelationen sind auf die Kopplung an die Atmung zuriickzuftihren, die sich als Sinus-Arrhythmie
manifestiert und den Herzschlag auf Zeitskalen von ca. 3-5 Herzschlagen beeinflusst.

Das bedeutet, dass die Fluktuationen des Herzrhythmus zwischen den einzelnen Schlafstadien stér-
kere Unterschiede zeigen als zwischen gesunden Probanden und Patienten mit Herzinsuffizienz
(siehe Abschnitt 11.B.1). Erstmals wurden Phasen nachgewiesen in denen der menschliche Herz-
schlag bis auf Kurzzeitkorrelationen praktisch unkorreliert ist, d.h. die Fluktuationen kein ,,Ge-
dachtnis® haben. Fir die non-REM Stadien erscheint die Beschreibung durch antikorrelierte In-
kremente nicht sinnvoll, denn warum sollte man unkorrelierte Zufallszahlen als Daten mit extrem
stark antikorrelierten Inkrementen beschreiben. Auch fur das Verhalten im REM-Schlaf erscheint
mir die Interpretation als langreichweitig korrelierte Reihe sinnvoller, denn alle Exponenten sind im
stationaren Bereich a < 1. Die Ahnlichkeit zwischen den Wachphasen und dem REM-Schlaf ist
auffallig. Zwar ist der REM-Schlaf physiologisch wesentlich verschieden vom Wachen, weil fast
alle willkurlichen (vom somatischen Nervensystem innervierten) Muskeln gehemmt sind, aber in
Bezug auf das autonome Nervensystem sind die Unterschiede offensichtlich gering. Da der REM-
Schlaf oft mit dem Traumschlaf gleichgesetzt wird, liegt es nahe, die Langzeitkorrelationen auf das
Traumen oder allgemeiner gesprochen auf eine verstarkte kortikale Beeinflussung, d.h. eine ver-
stérkte Hirnaktivitét, zurtickzufihren.

Um sicher zu gehen, dass die Ergebnisse nicht durch Trends oder andere Nichtstationaritdten ver-
falscht werden, haben wir eine vergleichende Untersuchung mit DFA1 bis DFA4 durchgefihrt, sie-
he Abb. 11.B.6. Man erkennt, dass in dem gezeigten typischen Beispiel nur die DFA1- und DFA2-
Ergebnisse (jewells oberste zwei Kurven) im Leicht- und Tiefschlaf von Trends beeinflusst werden,
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Abb. 11.B.7: Histogramme fir die im Bereich 70 < s < 300
Herzschlage ermittelten DFA2-Fluktuationsexponenten o, fir
die Herzschlagdaten von 15 gesunden Probanden (dunkelgrau)
und 26 Patienten mit leichter Schlafapnoe (hellgrau) von je
zwel Néchten im (a) REM-Schlaf, (b) Leichtschlaf und (c)
Tiefschlaf. Wahrend das Histrogramm in (a) um 0.85 zentriert
ist, sind die Ergebnisse in den non-REM Stadien nicht von un-
korreliertem Verhalten a = 0.5 unterscheidbar. In (e)-(f) sind
die Ergebnisse fir entsprechende Surrogatdatenreihen gezeigt,
bei denen die Langen der Schlafstadien exakt dem Original
entsprechen. Man erkennt, dass die Breite des Histogramms
fUr Tiefschlaf (c)+(f) weitgehend durch die Kiirze der Schlaf-
stadien verursacht ist, die typischerweise nur 12% der Nacht
ausmachen, wahrend im REM- und L eichtschlaf noch eine zu-
sétzliche Variation hinzukommt. Insgesamt stimmt schon das
einfache Surrogat-Modell fir alle Patienten und Probanden er-
staunlich gut (nach [BUNDEetal-00]).

tersuchten Probanden und Patienten

Zu geben, zeigt Abb. 11.B.7 Histogramme fur die DFA2-Fluktuationsexponenten a,, und zwar in der
oberen Reihe fur die echten Herzschlagdaten und in der unteren Reihe fur die wie bei Abb. 11.B.6
beschrieben fir jeden einzelnen Probanden mit den individuellen Schlafstadienléngen erzeugten
Surrogat-Daten. Man erkennt, dass bei allen Probanden und Patienten die Korrelationen nur im
REM-Schlaf ausgepragt sind, und dass das entsprechende Histogramm um 0.85 zentriert ist, wah-
rend die non-REM Histogramme um 0.5 bis 0.6 zentriert sind. Das bestétigt die oben aus einzelnen
Datensétzen abgeleiteten Aussagen. Im Einzelnen sind die Mittelwerte der Fluktationsexponenten
far alle gesunden Probanden im Skalenbereich von 70 < s < 300 Herzschlagen im Tiefschlaf a, =
0.55 + 0.11, im Leichtschlaf a, = 0.60 = 0.13, im REM-Schlaf a, = 0.81 £ 0.13 und in den néchtli-
chen Wachphasen a, = 0.94 + 0.20. Da die stérkeren Korrelationen in dem Fluktuationsverhalten
eines zusammengesetzten Datensatzes starker durchschlagen, findet man fir die ganze Nacht Werte
des Fluktuationsexponenten in der Nahe von o = 0.8 in Ubereinstimmung mit [IvANOvetal-99a].
Einen wesentlichen Beitrag zu diesem Ergebnis liefern allerdings auch die starken zusdtzlichen
Fluktuationen, die an den Ubergangen zwischen den Schlafstadien auftreten.
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Abb. |1.B.8: Spektralanalyse der Herzfrequenz eines Schlafapnoe-Patienten. Gezeigt ist farbkodiert die
spektrale Leistung in Fenstern der Breite 30 Sekunden in Abhangigkeit von der Zeit. Man erkennt die perio-
dische Variation des Herzschlags durch die normale Atmung (Sinus-Arrhythmie) im Bereich von 0.2 his
0.25 Hz in der Phase dar normalen Respiration und durch die Schlafapnoen verursachte Herzschlag-
Periodizitéten im Bereich unter 0.05 Hz in den Phasen mit Schlafapnoen, d.h. Atemstillstanden im Schiaf.
Die geglétteten Herzschlagintervalle (1Bl = inter beat interval) sind unten dargestdlt (von T. Penzel).

d) Atmungsstorung ,, Schlafapnoe* und systematischer Vergleich der Ergebnisse
von DFA und Standard-Analyse der Her zfrequenz-Variabilitat

Dader Schlaf fast ein Drittel des menschlichen Lebens einnimmt, ist es nicht erstaunlich, dass zahl-
reiche Erkrankungen ihre Ursache im Schlaf haben. Neben der Insomnie, der Schlaflosigkeit, ist
die Schlafapnoe die hdufigste Schlafstorung [PENZEL-95]; etwa vier Prozent der erwachsenen Man-
ner leiden darunter. Die Schlafapnoe ist durch sich wiederholende nachtliche Atemstillsténde oder
Atemwegsversperrungen von 40 bis 60 Sekunden Dauer gekennzeichnet, die viele hundert Mal auf-
treten und enorme Schwankungen des Blutsauerstoffgehalts und der Herzfrequenz zur Folge haben.
Man vermutet, dass die schlafbezogenen Atmungsstorungen ein wichtiger Risikofaktor fur kardio-
vaskulére Erkrankungen wie Schlaganfall und Herzinfarkt darstellen. Bei jedem einzelnen Atem-
stillstand (Apnoe) sinkt der Sauerstoffgehalt im Blut ab, bis die Chemorezeptoren Alarm schlagen
und ein Aufwachen auslosen, welches aber unterhalb der Wahrnehmungsschwelle liegt. Diese zent-
ralnervosen Aktivierungen nennt man Arousal. Durch sie wird die nattrliche Schlafstruktur zerstort
und der Erholungswert des Schlafes geht verloren [PETER-92]. Die Ausprégung der Erkrankung
»Schlafapnoe” wird durch den so genannten Apnoe-Hypopnoe-Index (AHI) beschrieben, der die
Anzahl der Atemgtillstande oder fast-Atemstillstande pro Stunde angibt.

Die Ergebnisse eines Wettbewerbs zur Erkennung von Schlafapnoen aus dem EKG, der im Rahmen
der Internet-Datenbank ,,PhysioNet” vor kurzem durchgefiihrt wurde [ PENZzELetal-02], zeigen, dass
Schlafapnoen einen deutlichen Einfluss auf die Herzfrequenz haben und sich mit verschiedenen
Methoden mit grof3er Sicherheit im EKG erkennen lassen. Schon im Frequenzspektrum des Herz-
schlags lassen sich die Apnoen deutlich sehen, wie Abb. 11.B.8 zeigt. Vor allem die Beschleuni-
gung des Herzschlags gegen Ende einer solchen Atempause ist sehr auffallig. Das Skalenverhalten
der Fluktuationen und Korrelationen im Herzrhythmus wird hingegen Uberraschend wenig von
den Schlafapnoen verandert [PENzELetal-99, LIEBOVITCHetal-02, PENzELetal-03b]. Obwohl der
Einfluss der Atmung auf den Herzschlag bei diesen Patienten etwas erhoht ist, die Schlafstadien
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zerstiickelt werden und (in einem fortgeschrittenen Stadium der Erkrankung) der Tiefschlaf deutlich
reduziert ist, konnten wir in den einzelnen Schlafstadien praktisch das gleiche Korrelationsverhalten
des Herzschlags nachweisen wie bei Gesunden.
In den Histogrammen Abb. 11.B.7 wurden bereits die Ergebnisse fur Patienten mit leichter Schlaf-
apnoe mit den Ergebnissen fir Gesunde zusammen gezeigt; man erkennt keine signifikanten Unter-
schiede in den Verteilungen. Auch fir Patienten mit stérkeren Apnoen (AHI > 40/h) bleiben die
Abweichungen bel fast alen Schlaf- (und Wach-) Stadien innerhalb der Fehlerbalken. Allerdings
nimmt a, im Leichtschlaf systematisch mit zunehmender Starke der Schlafapnoe ab, und zwar von
0.60 Uber 0.54 auf 0.43. Das ist auf die zusatzlichen Schwankungen des Herzrhythmus mit den
periodisch auftretenden Apnoen (siehe auch Abb. 11.B.8) zurtickzufiihren, denn diese Periodiziéten
auf Zeitskalen von ca. 50 Sekunden (0.02 Hz) erhthen die Fluktuationen am Anfang des a-
Bereichs (70 bis 300 Herzschlége) und verringern so dort die Steigung der Fluktuationsfunktion;
entsprechend ist die Steigung im a1-Bereich (10 bis 40 Herzschlage) etwas erhoht.
Standardmél3ig [ TASKFORCE-96] erfolgt die Analyse der Herzfrequenz-Variabilitdt nicht durch
DFA, sondern durch Spektralanalyse. Dabei wird das Ausgangssignal , Herzfrequenz“ zuerst in
Segmente von 5 Minuten geteilt und dann neu digitalisiert, so dass in jedem Segment 1024 zeitlich
aquidistante Punkte liegen. Die Herzfrequenz wird dabei zwischen den ca. 300-400 einzelnen
Herzschldgen jedes Segments linear interpoliert. Anschlief3end wird die spektrale Leistung in drei
fest definierten Frequenzbéndern, HF (high frequency, 0.15 Hz < f < 0.4 Hz), LF (low frequency,
0.04 Hz < f £ 0.15 Hz) und VLF (very low frequency, 0.0033 Hz < f < 0.04 Hz) bestimmt
[TASKFORCE-96]. Frequenzen unter 0.0033 Hz werden dem ULF-Band (ultra low frequency) zuge-
rechnet, aber meist nicht ausgewertet, weil daftir die 5 Minuten-Segmente nicht reichen. Zusétzlich
berechnet man das Verhéltnis der spektralen Leistung im LF und HF-Band.
Es stellt sich nun die Frage, welche Methoden oder konkreter welche der Parameter am besten fir
eine Unterscheidung der vier Schlafstadien-Klassen (Leicht, Tief- und REM-Schlaf sowie Wach-
phasen) bzw. der drei Schlafapnoe-Klassen (gesund, AHI < 40/h, AHI > 40/h) geeignet sind. Dazu
haben wir eine Diskriminanz-Analyse [L1Tz-00] durchgefuihrt [PENZELetal-03a]. Dabel waren die
Standard-Herzfrequenz-V ariabilitdts-Parameter HF, LF, VLF und LF/HF auf der einen und die bei-
den Fluktuationsexponenten a; und o auf der anderen Seite Ausgangsvariable fur den Vergleich,
und zwar jewells einmal mit und einmal ohne Intervall-Mittelwert und Standardabweichung
(SDNN). Das Ziel der Diskriminanz-Analyse ist es, die Datensétze in Bezug auf die Zielvariablen
einzuordnen, die hier die 4 Schlafstadien-Klassen und die 3 Schlafapnoe-Klassen, also insgesamt 12
madgliche Kategorien waren. Mit den beiden DFA-Parametern gelang eine korrekte Zuordnung zu
den Schlafstadien-Klassen in 78% der Félle, wobel der Wert noch leicht auf 85% anstieg, wenn
Intervall-Mittelwert und Standardabweichung hinzugenommen wurden. FUr die vier Parameter der
Standard-Spektralanalyse waren diese Werte mit 51% bzw. 55% deutlich geringer. Demnach sind
die Skalenexponenten der DFA besser zur Unterscheidung von Schlafstadien ausgehend vom EKG
geeignet als die Standard-Spektralanalyse. Deutlich geringer sind die Unterschiede bel der Zuord-
nung zu den drel Schlafapnoe-Klassen. Hier erreichten die beiden DFA-Parameter ohne Mittelwert
und Standardabweichung 60% korrekte Zuordnungen und mit diesen beiden Variablen 74%, wah-
rend die vier Spektralanalyse-Parameter auf 64% bzw. 70% kamen. Insbesondere die Standardab-
weichung tragt wesentliche Information Uber den Schweregrad der Schlafapnoe, die unabhangig
von den DFA-Exponenten ist, aber nicht unabhangig von den Spektralanalyse-Parametern.
Insgesamt sind die ,relativen* DFA-Exponenten, die Fluktuationen auf verschiedenen Zeitskalen in
Beziehung zueinander setzen, aussagekréftiger als die ,,absoluten* Standard-Parameter der Herzfre-
guenz-Variabilitét. Das gilt in Bezug auf die Schlafapnoe aber nur, wenn noch ein oder zwei ,, abso-
lute" Parameter wie Intervall-Mittelwert und Standardabweichung hinzugenommen werden. In
Bezug auf die Unterscheidung zwischen gesunden Probanden, Patienten mit Herzinsuffizienz und
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infarkt wird die Frage, ob N
relative oder absolute Para
meter besser sind, z.B. in
[ASHKENAZYetal-01a] disku-
tiert. Esist anzumerken, dass
die oben berichtete, zu 85%
korrekte  Zuordnung  der

(b) Proband 2, Vorzeichen ;3

]

dem Somnogramm bekannt

; ; ; Proband 1, Amplituden™. """ (d) Proband 2, Amplituden
Schlafstadien nicht allein auf © ’ . ’
- 10% 7 Lo REM schiaf
dem EKG basiert, sondern 8 T oo )
; : o FO-~s— 7 . “"" 1 o Leichtschiaf
dass die Gren;en zwischen > g Tiefschiat
den Schlafstadien schon aus E " oo -
LL o vvv"

waren. Ein Algorithmus zur 10% - e F(s) ~ &

Erkennung der Schlafstadien iol ioz d 1-01 ioz

ohne eine solche Voreintei- " "

lung wird unten in Abschnitt Skala s [Herzschlége] Skala s [Herzschlége]

11.B.2.f diskutiert. Abb. 11.B.9: Fir die Herzschlagdaten von zwei gesunden Probanden
im Leichtschlaf (), Tiefschlaf (w) und REM-Schlaf (v) sind die Ergeb-

e) Ergebnisse der nisse der Vorzeichen-DFA (a,b) und der Amplituden-DFA (c,d), die

Amplituden- und du_rch S dividi_erten DFA2—FIuktuationsfunktionen,_ dqppelt logarith-
} misch gegen die Skala s aufgetragen, zusammen mit einigen Geraden
Vor zeichen-DFA; zum Vergleich, deren Steigung angegeben ist (in (d) wiein (c)). Die
M ultifr aktalitat Vorzeichen-DFA zeigt oberhalb des atmungsbezogenen Maximums
. . be 5-7 Herzschlagen) im non-REM Kurzzeit-Antikorrelationen der
In Abschn!tt I1.A.2.e habe 'C_h I(nkrement—Vorzei(?r?en.) Die Amplituden-DFA zeigt im non-REM un-
die Vorzeichen- und Ampli-  orrdiertes Fluktuieren der Inkrement-Betrége und nur im REM-
tuden-DFA erklart, bei der Schiaf langreichweitige Korrelationen.
die Zeitreihe vor der eigentli-
chen Analyse in die Vorzeichen- und die Amplituden-Reihe der Inkremente transformiert wird
[ASHKENAZYetal-01, ASHKENAZYetal-03a]. Diese Methode haben wir auf Herzschlag-Zeitreihen
von gesunden Probanden in den verschiedenen Schlafstadien angewandt [KANTELHARDTetal-02b,
IvANOvetal-04]. Abbildung 11.B.9 zeigt représentative Ergebnisse.
Die Vorzeichenreihe der Herzschlag-Inkremente ist nur kurzzeitkorreliert, d.h. auf grof3en Skalen s
> 100 Herzschlagen betragt der Fluktuationsexponent wegen der doppelten Summierung Osgn = 1.5.
Auf kleinen Skalen erkennt man ein Maximum von Fsgq(S)/s im Bereich von 5 bis 7 Herzschlagen.
Das ist auf den Einfluss der Atmung auf den Herzschlag zurlickzufiihren, der eine periodische
Schwankung zur Folge hat (Sinus-Arrhythmie, siehe auch Abb. 11.B.8; die Verschiebung der cha-
rakteristischen Skala von 3-5 zu 5-7 Herzschlagen liegt an der DFA2, siehe Abschnitt 11.A.2.c). Bei
der periodischen Schwankung sind die Vorzeichen der Inkremente besonders stark antikorreliert.
Man erkennt, dass die Sinus-Arrhythmie in den verschiedenen Schlafstadien fast gleich stark ist, im
Gegensatz zu einer unter Kardiologen verbreiteten Ansicht, dass sie im Tiefschlaf besonders stark
sein soll.  Allerdings féllt die Sinus-Arrhythmie im Tiefschlaf besonders auf, denn es gibt deutlich
weniger andere Fluktuationen. Im REM-Schlaf sind hingegen starke niederfrequente Vorzeichen-
Fluktuationen zwischen 7 und 20 Herzschldgen vorhanden, so dass sich das Atmungsmaximum
nicht deutlich abhebt. Leichtschlaf liegt zwischen Tief- und REM-Schlaf, und im Gegensatz zu den
normalen Fluktuationsanalysen treten Unterschiede zwischen Leicht- und Tiefschlaf zutage.
Die Analyse der Amplitudenreihen der Herzschlag-Inkremente bringt kaum relevante Ergebnisse
zur Unterscheidung von Schlafstadien; sie ist vielmehr von prinzipiellem Interesse. Der Grund ist,
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(a) Leichtschlaf (b) Tiefschlaf (c) REM-Schlaf .

Skalas Skalas Skalas

Abb. 11.B.10: Multifraktale Analyse der Herzschlagdaten eines gesunden Probanden in den drel Schlafsta-
dien (a) Leichtschlaf, (b) Tiefschlaf und (c) REM-Schlaf. Die MF-DFA2 Fluktuationsfunktionen Fy(s) sind
durch s2 dividiert doppelt logarithmisch gegen s aufgetragen, damit man Korrelationen als Abweichungen
vom horizontalen Verlauf sehen kann. Die einzelnen Kurven gedlten fir verschiedene Momente g, wie rechts
angegeben. Man erkennt, dass die Steigung h(q) der Kurven fir Leicht- und Tiefschlaf auf grof3en Skalen s
kaum von g abhangt, wahrend im REM-Schlaf eine Abhangigkeit und damit Multifraktalitét vorliegt.

dass Langzeitkorrelationen in den Amplitudenreihen mit nichtlinearem Verhalten der Zeitreihe in
Verbindung gebracht werden kénnen [ASHKENAZYetal-01, ASHKENAZYetal-03a]. Lineare Reihen,
die man z.B. mit der Fourier-Filter-Methode oder auch mit der Schreiber-Methode als Surrogat-
Daten erhdlt (beide Methoden sind in Abschnitt [1.A.1.c beschrieben), haben stets unkorrelierte
Amplitudenreihen der Inkremente (0mag = 1.5 bei Doppel-Summation). Wenn Langzeitkorrelatio-
nen in diesen Reihen auftreten, kann das nur durch einen nichtlinearen Prozess erklart werden, d.h.
das die Reihe generierende System muss wesentliche nichtlineare Komponenten enthalten. Aul3er-
dem besteht moglicherweise ein Zusammenhang zur Multifraktalidt der Zeitreihe in dem Sinne,
dass eine lineare Reihe mit unkorrelierter Amplitudenreihe der Inkremente stets monofraktal ist,
wahrend Langzeitkorrelationen in der Amplitudenreihe auf Multifraktalitdt hindeuten. Die repra
sentativen Ergebnisse fur die Analyse der Amplitudenreihen der Inkremente in Abb. 11.B.9(c,d)
zeigen, dass nur im REM-Schlaf deutliche Langzeitkorrelationen zu sehen sind. Das bedeutet, dass
die Regelung des Herzschlags im REM-Schlaf (und auch in den nicht gezeigten Wachphasen) deut-
lich stérker von nichtlinearen Komponenten beeinflusst wird als im Leicht- und Tiefschlaf.
Genauere Aussagen Uber die Art der Nichtlinearitdt kbnnte man prinzipiell durch eine multifraktale
Analyse erhalten, und das habe ich auch versucht. Dabei zeigte sich aber, dass die Léange der ver-
flgbaren Datenabschnitte nach der Aufteilung in die einzelnen Schlafstadien zu gering ist, um eine
zuverlassige multifraktale Auswertung mit der MF-DFA zuzulassen. Tendenziell sieht man zwar
eine leichte Multifraktalitdt in den REM-Stadien und eher monofraktales Verhalten im Tiefschlaf —
ein Beispiel ist in Abb. 11.B.10 gezeigt —, aber die Unterschiede zwischen einzelnen Probanden und
auch zwischen der ersten und zweiten Nacht bei demselben Probanden sind so grof3, dass die Er-
gebnisse nicht mehr signifikant sind. Es gibt eine ganze Reihe von Arbeiten zur Multifraktalitat
von Herzschlagdaten, bei denen immer zusammenhangende Blocke von mindestens 6 Stunden
Dauer analysiert werden [IVANOvetal-99b, AMARALetal-01, IVANOvetal-01]. Ich bin aber nicht
Uberzeugt, dass die dabei numerisch gefundene Multifraktalitéat wirklich eine intrinsische Multifrak-
talitét ist und nicht vielmehr eine Nichtstationaritét der Korrelationseigenschaften. Schon die einfa-
chen Autokorrelationen (2. Moment) variieren mit der Aktivitét, und die multifraktale Analyse lie-
fert bei einer aus zwei monofraktalen Abschnitten kombinierten Datenreihe auch ein breites mul-
tifraktales Spektrum anstelle von nur zwei Punkten (siehe Abschnitt 11.A.4.c).

Abbildung 11.B.11 zeigt die Ergebnisse fur alle 12 untersuchten Probanden. Ich habe die Fluktuati-
onsexponenten fir Vorzeichen- und Amplituden-DFA jeweils in den Skalenbereichen bestimmt, in
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denen die deutlichsten Unterschiede zwi-
schen den einzelnen Schlafstadien auftreten.
Man erkennt, dass auf3er in drei Féllen stets
die Exponenten im REM-Schlaf grofer sind
as im Leichtschlaf und diese wiederum
grol3er sind als die Exponenten im Tief-
schlaf. Obwohl die Abbildung eine deutli-
che Schwankung der Skalenexponenten im
Vergleich der Probanden zeigt, wie das bei
medizinischen Daten haufig ist, kénnen
durch den Vergleich der einzelnen Werte bei
jedem Probanden die obigen Aussagen
bestétigt werden. Zur Unterscheidung der
Schlaf- und Wachstadien ist es sinnvoll,
trotz der Schwankungen von einem Proban-
den zum né&chsten die Mittelwerte an-
zugeben. Diese sind 0ggy = 1.33 £ 0.15 und
Omag = 1.71 + 0.10 fur die néachtlichen
Wachstadien, Osgn = 1.31 + 0.20 und Omag =
1.66 + 0.06, fur REM-Schlaf, aggn = 1.09
0.15 und Omag = 1.57 + 0.06 flr Leichtschlaf,
und schliefdlich aggn = 0.96 £ 0.14 und Omag
= 1.53 + 0.10 fur Tiefschlaf.
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Abb. I1.B.11: Vergleich der Skalenexponenten fir (a)
Vorzeichen-DFA2 und (b) Amplituden-DFA2 im
REM-Schlaf (<), Leichtschlaf (m) und Tiefschlaf (i)
flr alle 12 betrachteten Probanden. Die Exponenten
wurden in der doppelt logarithmischen Auftragung in
den Bereichen 8 < s< 13 Herzschlage fur Vorzeichen-
DFA und 11 < s < 150 Herzschlage fur Amplituden-
DFA ermittelt, in denen wesentliche Unterschiede
zwischen den Schlafstadien auftreten (vgl. Abb.
[1.B.9). Man erkennt, dass die Werte im REM-Schlaf
meist Uber denen im Leichtschlaf liegen und diese
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Uber denen im Tiefschlaf. Nur in den drei mit Pfeilen
markierten Féllen ist die Rehenfolge anders (nach
[KANTELHARDTEetal-02b]).

f) Schlafstadienfinder

Die medizinische Diagnostik im Schlaflabor
ist sehr zeit- und personalaufwendig. Eine verbesserte Analyse der Herzfrequenz und anderer im
Schlaf gemessener Signale kann helfen, die Diagnoseerstellung zu beschleunigen, und die station&
ren Aufenthalte der Patienten im Krankenhaus zu reduzieren. Als Ziel solcher automatischer Ver-
fahren koénnte ein ambulant einsetzbares Gerét gesehen werden, das Schlafphasen erkennt und da-
mit Schlafstérungen diagnostizieren hilft. Da es deutlich schwieriger ist, elektrophysiologische
Ableitungen am Kopf aufzunehmen (EEG, EOG usw.), sind EKG und Atmung fir ambulante Gera
te besser geeignet, auch well diese Signale stérker und die Messungen weniger storanfallig sind.
Ein ersten Schritt in Richtung auf ein ambulant einsetzbares Diagnosegerét besteht daher darin,
Schlafphasen allein aus dem EKG oder ggf. einer weiteren, einfach zu registrierenden Messgrolie
zu bestimmen. Meine Versuche zur Bestimmung der Schlafphasen allein aus dem EKG kénnen
zwar nicht die Genauigkeit der konventionellen Bestimmungen durch visuelle Auswertungen von
EEG, EOG und EMG erreichen, aber hier ist zu bedenken, dass es auch bei diesen Auswertungen
Unterschiede von 30% bis 90% (typisch 70%) zwischen den Bestimmungen einzelner Experten in
30 Sekunden Segmenten gibt (siehe Abschnitt I1.B.2.b), so dass eine Genauigkeit von Uber 70% bei
der automatischen Erkennung von Leicht-, Tief- und REM-Schlaf schon gut ist.
Mein vorlaufiger Schlafphasen-Detektor auf Basis der Zeitreihe von Intervallen zwischen aufeinan-
der folgenden Herzschlégen analysiert die Aufzeichnung einer gesamten Nacht in mehreren Durch-
gangen. Das Ziel ist zunéchst eine Unterscheidung von non-REM (Leicht- und Tiefschlaf) und
REM-Stadien mit einer Auflésung von etwa einer Minute. Dabei werden verschiedene lokale Pa-
rameter berechnet, flr die ein Zusammenhang zu den Schlafstadien besteht, siehe Tabelle 11.B.1.
Dies sind neben dem laufenden Mittelwert und der Standardabweichung Uber 120 Herzschlége vor
allem ,lokale” Versionen der DFA-Fluktuationsexponenten (fir normale DFA, Vorzeichen-DFA
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Abb. I1.B.12; Beispid fir die Funktionsweise des Schlafstadien-Finders bei einem gesunden Probanden. In
den oberen drei Teilen sind die wichtigsten kontinuierlich in Fenstern der Breite 120 — 300 Herzschldge be-
rechneten Schlafstadien-Indikator Parameter gezeigt, namlich der laufende Mittdwert der Herzschlag-
Intervalle, der normale DFA-Fluktationsexponent (Skala 50 bis 100) und der Fluktuationsexponent der Vor-
zeichen-Reihe. Darunter ist das aus den insgesamt 10 abgeleiteten Parametern vorhergesagte Schlafstadien-
Profil gezeigt, wobel — entsprechend den Konventionen in der Schlafmedizin — das oberste Niveau ,, wach"
bedeutet, der breite Balken REM-Schlaf, und sich darunter die zunehmend tieferen Schlafstadien Leicht-
schlaf (1 und 2) sowie Tiefschlaf (3 und 4) anschlief3en. Die unterste Kurve zeigt die durch visudle Auswer-
tung von EEG, EOG und EMG nach der Standard-M ethode bestimmten Schlafstadien. In diesem Beispid
sind die Abweichungen der Vorhersage von diesen Schlafstadien kleiner als die Unterschiede zwischen den
Ergebnissen zweier Auswerter, mit Ausnahme eines am Anfang fehlerhaft detektierten REM-Schlafs.
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und Amplituden-DFA) sowie je ein absoluter Wert der Fluktuationen der Intervallreihe und der
Vorzeichenreihe auf festen Skalen. Schliefdlich habe ich die drei Parameter der Standard-
Herzfrequenz-Variabilitdt hinzugenommen, die die spektrale Leistung in drei Frequenzbéndern an-
geben (HF, LF und VLF). Diese insgesamt zehn Parameter habe ich in kontinuierlich bewegten
Fenstern von 120 bis 300 Herzschlégen Breite berechnet und den zeitlichen Verlauf anschlief3end
leicht gegléttet. Abbildung I1.B.12 zeigt drel Beispiele solcher kontinuierlichen Parameter.

Tabellel1.B.1: Parameter fiir den Schlafstadienfinder. Die 10 Parameter habe ich in kontinuierlich beweg-
ten Fenstern der angegebenen GroRRe berechnet und auf den angegebenen Skalen ausgewertet. Die Ge-
wichtskoeffizienten wurden fir die 1. Nacht von insgesamt 12 gesunden Probanden numerisch optimiert.

Par ameter Fenster grli3e Betrachtete Skalen | Gewichtskoeffizient
Mittelwert 120 Herzschlage -0.23
Standardabweichung | 120 Herzschlage 0.05
F(50) 300 Herzschlage | 50 Herzschlage (HS) 0.13
Fsgn(20) 160 Herzschlage | 20 HS -0.07
s 300 Herzschlage | 50 — 100 HS 0.26
Olsign 150 Herzschlage | 8 — 13 HS 0.34
Olmag 300 Herzschlage | 11 -50 HS 0.07
HF 150 Herzschlage | 0.4—-0.15 HS® 0.05
LF 150 Herzschlage | 0.15—-0.04 HS® 0.01
log(VLF) 150 Herzschlage | 0.04 —0.0067 HS™ 0.01
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Abb. 11.B.13: Gegenuberstellung der Ergebnisse des Schlafstadien-Finders und der aus EEG, EOG und

EMG ermittdten Schlafstadien fir zwel weitere gesunde Probanden. Beide Darstellungen entsprechen den

unteren beiden Kurven in Abb. 11.B.12 (siehe dort fur die Erklérung). Beim unteren Probanden erkennt der
Algorithmus nicht, dass ungewohnlich vidl REM-Schlaf vorhanden ist.
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Die Idee zur Erkennung der Schlafstadien ist nun, eine Linearkombination aus allen zehn Parame-
tern zu bilden, die positiv ist fir REM- und Wachstadien, aber negativ fir non-REM Stadien. Dazu
habe ich als erstes die Verlaufe aller 10 Parameter normiert (Mittelwert 0, Standardabweichung 1)
und dann numerisch die 10 Koeffizienten in der Linearkombination so optimiert, dass fur die je-
weils erste Nacht von 12 gesunden Probanden im Schlaflabor diese Linearkombination am besten
mit den von Auswertern bestimmten Schlafstadien-Verléufen Ubereinstimmt. Die aus dieser An-
passung resultierenden (Gewichts-) Koeffizienten sind ebenfalls in Tabelle I1.B.1 angeben. Man
erkennt, dass die Parameter der Spektralanalyse ein kleines Gewicht bekommen; das ist eine unab-
hangige Bestétigung der Ergebnisse von Abschnitt 11.B.2.d. Auch die Standardabweichung und der
Fluktuationsexponent der Amplitudenreihe spielen keine grof3e Rolle. Einen wesentlichen Beitrag
zur Schlafstadien-Unterscheidung liefern hingegen der normale Fluktuationsexponent und der Fluk-
tuationsexponent der Vorzeichenreihe, sowie der gleitende Mittelwert; letzterer mit negativem Vor-
zeichen, well der Herzschlag im REM-Schlaf und in den Wachphasen etwas schneller ist.

Der Test der so definierten Schlafstadienfinder-Methode erfolgte dann anhand der jeweils zweiten
Nacht im Schlaflabor mit denselben Probanden. In einem zweiten und dritten Schritt habe ich
schliefdlich die gleiche Prozedur noch einmal zur Unterscheidung von Leicht- und Tiefschlaf (inner-
halb der non-REM Phasen) sowie von REM- und Wachstadien wiederholt. Ergebnisse in Form
eines vorhergesagten Schlafstadien-Verlaufs sind in Abb. 11.B.12 und Abb. I1.B.13 gezeigt und di-
rekt dem ,,wahren®, d.h. von einem Auswerter visuell aus EEG, EOG und EMG bestimmten Schlaf-
stadienverlauf gegeniibergestellt. Man erkennt eine erstaunlich gute Ubereinstimmung.

Insgesamt konnte ich eine Ubereinstimmung von 80 bis 85% bei der Unterscheidung von Wachpha-
sen und REM-Schlaf auf der eine Seite gegentiber non-REM-Schlaf (Leicht- und Tiefschlaf) auf der
anderen Seite mit denselben Koeffizienten bei allen 12 Probanden erreichen. Fur die Unterschei-
dung von Wachphasen und REM-Schlaf bzw. Leicht- und Tiefschlaf kamen im Vergleich mit der
visuellen Auswertung von EEG, EOG und EMG noch einmal ca. 15% Fehler dazu. Allerdings
funktioniert dies bisher nur, wenn man die Schwelle fir die Linearkombination so wéahlt, dass die
Anteile der Schlafarten ungeféhr den durchschnittlichen Anteilen (siehe Abschnitt 11.B.2.b) entspre-
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chen. Diesist aber nicht erwinscht, wenn es darum geht, Schlafstérungen zu diagnostizieren, denn
die bestehen oft gerade in Abweichungen von den durchschnittlichen Anteillen. Daher ist der
Schlafstadienfinder noch nicht praxistauglich. Ein weiteres Problem ist, dass am Anfang der Nacht
die Unterscheidung zwischen noch-wach und gerade-schon-eingeschlafen (Leichtschlaf 1) sehr un-
zuverlassig ist und dass das Programm in diesen Teilen oft auch REM-Schlaf anzeigt (sehe Abb.
[1.B.12 und 11.B.13). So kdnnte der automatische Schlafstadienfinder zur falschen Diagnose einer
Schlafstérung verleiten, bei der REM-Schlaf schon kurz nach dem Einschlafen auftritt.

Ich hoffe, dass sich diese Probleme mit der automatischen Schlafstadienerkennung Uberwinden las-
sen, wenn zusétzlich zum Herzschlag eine weitere Grof3e betrachtet wird. Mir erscheint dafir die
Atmung am aussichtsreichsten, zumal diese auch einfach zu registrieren ist. Zusétzlich zu den
Fluktuations- und Korrelationseigenschaften der Atmung (siehe Abschnitt 11.B.4) kénnten dann
auch die Unterschiede in der Synchronisation von Herzschlag und Atmung [SCHAFERetal-98,
SCHAFERetal-99, BRACIC& STEFANOVSKA-00, GLASS-01, ROSENBLUMEetal-02, PROKHOROVetal-03]
ausgenutzt werden, um den Schlafstadienfinder zuverlassiger zu machen. Alternative Parameter zur
Atmung wéren die Sauerstoffsdttigung des Blutes (gemessen mit Fingerspitzensensor, aber wohl
mehr fur die Diagnostik der Schlafapnoe relevant) oder der Blutdruck (aufwendig zu messen).

11.B.3. Exkurs: Modellierung der Herzfrequenzvariabilitat

Bei der Untersuchung der Herzschlag-Zeitreihen haben wir gesehen, dass sie aus begrenzten Teilen
mit unterschiedlichem Korrelationsverhalten bestehen, die sich verschiedenen Aktivitdts- oder
Schlafphasen zuordnen lassen. Obwohl zur Charakterisierung der Wach- und REM-Phasen das
Konzept langreichweitiger, nach einem Potenzgesetz C(s) ~ s abfallender Korrelationen mit diver-
gierender charakteristischer Korrelationslange s. verwendet wird, kann man praktisch nie das Ver-
halten fur beliebig grof3e Skalen s analysieren, weil alle Phasen begrenzt sind. Tatsachlich kann ein
Skalenexponent a > 1, wie er z.B. wahrend des Trainings beobachtet wird, nicht fur beliebig grolie
Zeitskalen gelten, weil sonst der Mittelwert der Herzfrequenz divergieren misste.
Fur eine Modellierung physiologischer Daten kommt es daher nicht darauf an, dass die Modelldaten
wirklich eine divergierende charakteristische Korrelationslénge s« aufweisen, sondern es ist wichti-
ger, auch die Ubergéange zwischen Bereichen mit unterschiedlichem kurz- und mittelfristigem Kor-
relationsverhalten zu erfassen. Solche Korrelationen unterschiedlicher Starke und Dauer in jewells
endlichen Bereichen des Signals sollen hier als transiente Korrelationen bezeichnet werden, weil
sie sich graduell oder abrupt andern und dabei Anderungen im physiologischen Regelungsmecha-
nismus widerspiegeln. Die Modellierung solcher physiologischen Signale wie dem Herzschlag hat
mehrere Ziele: Erstens mochte man moglichst realistische Surrogatdaten zum Test von neuen Ana-
lysemethoden erhalten. Zweitens mdchte man verstehen, wie die Ubergange im Korrelationsverhal-
ten die Analyseergebnisse beeinflussen. Vor allem aber geht es bei der Modellierung darum, in
fortwahrenden Vergleichen der modellierten Daten mit den Messdaten festzustellen, welche Rege-
lungskomponenten und wesentlich zu dem echten Signal beitragen, um so das komplexe System
besser zu verstehen, das die Zeitreihe generiert.
Hier mochte ich ein stochastisches Modell mit zwei Parametern vorstellen, das komplexe, fluktuie-
rende Signale mit transienten Korrelationen generiert und die in nichtstationdren physiologischen
Signalen beobachteten Korrelationseigenschaften reproduziert [KANTELHARDTetal-03a]. Als repré
sentatives Beispiel fur ein komplexes mehrkomponentiges physiologisches System betrachte ich die
Regelung des menschlichen Herzschlags in den verschiedenen Schlafstadien wahrend der Nacht.
Das Modell besteht aus zwei verbundenen Komponenten, mit denen lineare und nicht-lineare Fluk-
tuationseigenschaften generiert werden. Es basiert nicht auf dem friheren Modell der Bostoner
Gruppe [IVANOVetal-98a], weil das auf der Simulation der Inkremente aufsetzt und man damit nicht
unkorrelierte Intervalle zwischen Herzschlégen erhalten kann.
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Tabelle |1.B.2: Parameter des stochastischen Maodells fiir Zetreihen von Herzschlag-Intervallen in Schiaf-
und Wachstadien. Zwel Parameter sind angepasst, und zwar der Korrdationsparameter & in Gl. (11.B.5)
(bzw. (11.B.6)) und der Nichtlinearitdts-Parameter b in Gl. (11.B.3). Das mittlere Herzschlagintervall pin Gl.
(11.B.4) wurde aus den Messdaten bestimmt (gerundet auf 0.05s). Die hinteren Spalten charakterisieren die
Schlafstadien-Dynamik und sind der Beschreibung in Abschnitt [1.B.2.b entnommen. Die Schlafstadien-
Antelle sind auf 5% gerundet; P(t) bezeichnet die Verteillung der Phasenldngent (in Minuten).

Phase o b M (S) Anteile P(t)
Tiefschiaf 5.0 0.3 095 | 15% ~ exp[-t/10]
Leichtschlaf 27 0.45 095 |55% ~ exp[-t/10]
REM -Schlaf 2.4 0.55 090 | 20% ~ exp[-t/10]
Wachstadien (Ruhe) 2.1 0.75 0.85 |10% ~t™H
Wachstadien (Training) 1.8 0.75 0.70 Ubergénge

Der erste Teil des stochastischen Modells @hnelt dem so genannten auto-regressiven bedingten
(conditional) Heteroscedasticity (ARCH) Prozess. Fir die Einfihrung dieses stochastischen Pro-
zesses zur Beschreibung der Fluktuationen in wirtschaftswissenschaftlichen GrofRen erhielt Robert
F. Engle 2003 die Héalfte des Nobelpreises fur Wirtschaftswissenschaften. Ein ARCH Prozess er-
zeugt eine unkorrelierte Zeitreihe y; mit Kurzzeitkorrelationen in der Amplitudenreihe. Solche Zeit-
reihen sind in den Wirtschaftswissenschaften sehr haufig; z.B. die Kurse an Wertpapier- und Devi-
senbdrsen sind bis auf schwache Kurzzeitkorrelationen unkorreliert, denn sonst kénnte jemand die
Korrelationen fir Gewinne ausnutzen. Es gibt aber wesentliche Korrelationen in den Handelsvo-
lumina und in den absoluten Kursanderungen: An einem hektischen Bérsentag sind die Handelsvo-
lumina hoch und die Preise gehen in relativ grof3en Spriingen hoch und runter, wahrend an ruhigen
Borsentagen die Kurse bel geringen Handelsvolumina nur schwach schwanken. Das Grundprinzip
eines ARCH Prozess basiert auf der Iterationsvorschrift

Y = xAJa+by?, (11.B.2)

mit den beiden Parametern a und b sowie unkorrelierten Zufallszahlen x; und dem Startwert y; = X;.
Je nach Wahl von a und b (0.B.d.A. kann a = 1 gesetzt werden) weisen die generierten Zahlen ein
mehr oder weniger starkes Kurzzeitgedachtnis der Betrége auf, weil ein betragsmaldig grof3er Wert
auch den Betrag der nachfolgenden Werte etwas erhoht. Die Verteilung der Zufallsvariablen x; be-
stimmt wesentlich die Verteilung der Werte der von Gl. (11.B.1) generierten Reihe y;. Dadie Inter-
valle zwischen aufeinander folgenden Herzschlagen ungefahr exponentiell verteilt sind [IVANOV-
etal-96, IVANOvetal-98a, IVANOVetal-98b], wahle ich hier eine (um O symmetrische) Exponential-
verteilung, die x-Werte (theoretisch) zwischen —o und +o erlaubt, aber endliche Momente hat,

P(x) = exp[ =|x|]. (11.8.2)

Um die Reichweite des Gedachtnisses des ARCH-artigen Prozesses zu erhéhen, habe ich zur Mo-
dellierung der physiologischen Daten den vorhergehenden Wert yi_1 unter der Wurzel in Gl.
(11.B.1) durch einen Mittelwert Uber die k; vorhergehenden Werteyi_1, Vi—2, Vi—3, ..., Yi—k ersetzt,

y =% 1+ b<yi2_j>‘?:1 , (11.B.3)

wobei diey, mit i < 0 alle 0 sein sollen. So lasst sich eine Datenreihe mit Korrelationen in der
Amplitudenreihe erzeugen. Der Parameter b bestimmt die Stérke dieser Korrelationen und die Ver-
tellung der positiven, ganzzahligen Zufallsvariablen k; die Reichweite der Amplitudenkorrelationen.
Da die Amplitudenkorrelationen mit der Nichtlinearitdt der Datenreihe verbunden sind (siehe Ab-
schnitt 11.A.2.€), bestimmt b auch die Starke der Nichtlinearitéat.

Der zweite Tell des stochastischen Modells ist fur die transienten Korrelationen in der Zeitreihe
selbst zusténdig, die bei einem normalen ARCH-Prozess vollkommen fehlen, aber in den Herz-
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Abb. 11.B.14: Vergleich von Messdaten der Herzschlag-Intervalle eines gesunden Probanden in den Schiaf-
und Wachphasen (links) mit den Datenreihen des Modéells (rechts) (nach [KANTELHARDTetal-034]).

schlagzeitreihen insbesondere im REM-Schlaf und in den Wachphasen auftreten.  Auf3erdem wird
noch die Sinus-Arrhythmie berlicksichtigt, d.h. die Beeinflussung des Herzschlags durch die At-
mung (siehe Abschnitt 11.B.2.d), die zu einer ungefahr periodischen Schwankung mit einer Periode
von typisch etwa 3.6 Sekunden fuhrt (3-5 Herzschldge) und weitgehend unabhangig vom Schlafsta-
dium ist. Die Formel fur die modellierten Zeitintervalle zwischen den aufeinander folgenden Herz-
schlagen basiert auf der Reihey; aus Gl. (11.B.3) und lautet:

T, =p+0.03sin(2rt, /3.6) + 0.025'2 y,0(k; +j-i), (11.B.4)
j=1

mit der Funktion ©(m) = 1 fir m> 0 und 0 sonst, wobei t, =37 1,4 T fUri <5mitt =0am
Anfang (i < 5) die Zeit innerhalb eines Atmungszyklus angibt. Dadurch, dass die Zeit immer nur ab
dem Beginn der einzelnen Atmungszyklen gemessen wird, ist im zweiten Term in Gl. (11.B.4), der
die Sinus-Arrhythmie modelliert, zusétzlich eine Phasensynchronisation zwischen Herzschlag und
Atmung realisiert. Alle Zeitvariablen und Konstanten in Gl. (11.B.4) sind in der Einheit Sekunden.
Der erste Term ist einfach der empirisch bestimmte Mittelwert fir die Intervalle zwischen aufein-
ander folgenden Herzschldgen. Dieser Wert hangt leicht vom Schlafstadium ab (siehe z.B. Ab-
schnitt 11.B.2.f); die fur das Modell verwendeten Werte sind in Tabelle [1.B.2 angegeben.

Der dritte Term in Gl. (11.B.4) modelliert die Korrelationen. Das geschieht so, dass jede der Zahlen
y; aus dem modifizierten ARCH-Prozess Gl. (11.B.3) (bei denen nur die Betrage korreliert sind)
nicht nur in ein t; eingeht, sondern in die k; Werte tj i, Ti—ki +1, ..., Ti—2, Ti—1, was wiederum daran
liegt, das die ©-Funktion genau fir j =i —k; bisj =i — 1 gleich 1 ist und sonst 0. Das Auftreten des
gleichen y; in vielen aufeinander folgenden t; verursacht die Korrelationen. Damit ist die Vertei-
lung der positiven, ganzzahligen Zufallsvariablen k;, die schon in Gl. (11.B.3) vorkam, entscheidend
far die Reichweite der Korrelationen. Je grof3ere Werte von ki vorkommen, desto langer reichweitig
sind die Korrelationen. Um das empirische Potenzgesetz im Korrelationsverhalten auf den relevan-
ten Zeitskalen zu reproduzieren, wahle ich die Verteilung der ki auch nach einem Potenzgesetz,
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Abb. I1.B.15: Vergleich dar gemittelten DFA2-Ergebnisse flr 18 Herzschlag-Zeitreihen (je ca. 30 000
Herzschlage) von 10 gesunden Probanden (offene Symbole in (a) und (b), sowie (c)) mit den DFA2-
Ergebnissen fur modellierte Reihen (je 500 000 simulierte Herzschlage, ausgefiilite Symbole in (a) und (b),
sowie (d)). Die reskalierten Fluktuationsfunktionen flr die Datenreihen (a,b) und fur die Amplitudenreihen
(c,d) sind doppelt logarithmisch gegen die Skala s aufgetragen; langreichweitige Korrelationen zeigen sich
durch eine positive Steigung. Die Symbole kennzeichnen die verschiedenen Schlaf- und Wachstadien, Tief-
schlaf (2, a), Leichtschlaf (i , o), REM-Schlaf (v, v), Wachstadien (o, ), Training () und gesamte Nacht (=,
»; mit Ubergangen). Die durchgezogenen Linien folgen den angegebenen Potenzgesetzen (nach [KANTEL-
HARDTetal-034]).

P(k)~k™ fir k >6. (11.B.5)

Uber ein Potenzgesetz fiir typische Segmentlangen in Herzschlag-Zeitreihen berichten auch [BER-
NAOLA-GALVANetal-01, FUKUDAEetal-03]. Der Exponent & bestimmt hier die Stérke der Korrelatio-
nen und ermdglicht ein Einstellen des Korrelationsexponenten y bzw. des Fluktuationsexponenten o
der generierten Datenreihe. Damit ist & neben b aus Gl. (11.B.3) der zweite anzupassende Parameter
des Modells. Die von mir verwendeten Werte sind in Tabelle 11.B.2 angegeben.

Es ist anzumerken, dass P(k;) eine diskrete Form annehmen muss, weil k; eine diskrete Variable ist;
auRerdem muss die Verteillung fur kleine Werte von k; etwas vom Potenzgesetz (11.B.5) abweichen,
um die grofRere Determiniertheit der Herzschlag-1ntervalle wahrend der einzelnen Atemzyklen zu
berticksichtigen. Daher lautet die exakte Form der Verteilung P(k) in den Modellsimulationen

P(k) =Py (k) =k = (k +1"" fir k 26, P(k)=08R,(k) fir 1<k <4

und P(5) =0.2[R,(1) + P,(2) + P,(3) + P,(4)] + P,(5). (11.B.6)
Weiterhin ist anzumerken, dass fur die Modellierung der Herzschlag-Intervalle wahrend des Trai-
nings die beiden Vorfaktoren in Gl. (11.B.4) modifiziert werden missen, um die verstérkte Atmung
(und deren stérkeren Einfluss auf den Herzschlag) zu berticksichtigen; ich verwende 0.1 (statt 0.03)
als Vorfaktor beim 2. Term (Sinus-Arrhythmie) und 0.0125 (statt 0.025) beim 3. Term (Korrelatio-
nen).

58



I1. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen

Damit ist das zweiteilige stochastische Modell fir Herzschlag-Intervalle mit transienten Korrelatio-
nen vollstandig beschrieben. In Abb. I1.B.14 sind fir die verschiedenen Schlafstadien beispiel hafte
Verlaufe der Herzschlag-Intervalle bei einem gesunden Probanden und simulierte Daten von dem
Modell gegenubergestellt. Abbildung I11.B.15 zeigt einen Vergleich der DFA-Ergebnisse fur die
Messdaten von zehn gesunden Probanden und entsprechende Modelldaten. Man erkennt eine gute
Ubereinstimmung bei den Fluktuationseigenschaften der einzelnen Schiafstadien (Abb. 11.B.15(a))
und auch bei den Wachphasen (Abb. 11.B.15(b)), obwohl das Modell nur zwei an die einzelnen Pha-
sen angepasste Parameter aufweist. Sowohl die Steigungen (Fluktuationsexponenten a) als auch
die absolute Starke der Fluktuationen und die Positionen der Ubergange im Skalenverhalten stim-
men Uberein. Bei den Analysen der Amplitudenreihen (Abb. 11.B.15(c,d)) ist die Ubereinstimmung
zumindest qualitativ und in Bezug auf die Werte der Skalenexponenten amag ebenfalls gut. Damit
ist das Modell zur Erzeugung von Surrogatdaten zum Methodentest geeignet.

Bisher habe ich zwar die Modellierung der Herzschlag-Zeitreihen in den einzelnen Schlaf- und
Wachphasen beschrieben, aber noch nicht ganz das eigentliche Ziel erreicht, die Modellierung tran-
sienter Korrelationen, d.h. die Simulation einer Datenreihe fur die ganze Nacht einschlief3lich der
Ubergange zwischen den Schlafstadien. Die Frage ist, wie genau die Schlafstadien-Abfolgen re-
produziert werden missen, damit auch die Datenreihe der ganzen Nacht realistisch erscheint. Aus-
gangspunkt fur diese Simulation ist die in Abschnitt 11.B.2.b beschriebene Statistik der Schlafsta-
dien [Loetal-01, Loetal-03]. Es zeigt sich, dass schon die (parameterfreie) Berlicksichtigung der
Schlafstadien-Anteile und der Verteilung der Schlafstadien-Langen (siehe Tabelle I11.B.2) zu guter
Ubereinstimmung zwischen den DFA-Ergebnissen der Messdaten und der Modelldaten fiihrt (siehe
Abb. I1.B.15(a)), wenn nur zusitzlich an 50% der Schlafstadien-Ubergénge eine kurze Phase , Trai-
ning“ eingeschoben wird. Ohne diese Einschiibe ist keine gute Ubereinstimmung zu bekommen.
Die Notwendigkeit fur diese Einschilbe sehr kurzer , Trainingsphasen” wird vielleicht verstandlich,
wenn man bedenkt, dass manche Ubergange zwischen Schiafstadien (insbesondere von tiefen Sta-
dien zu leichteren Stadien, zum REM-Schlaf oder gar zu Wachphasen) mit Kdrperbewegungen ein-
hergehen und eine (relativ) starke Belastung fur das in der Nacht mit verringerter Leistung arbeiten-
de Herz-Kreislauf-System darstellen. Bei der Analyse der einzelnen Schlafstadien wurden diese
Ubergangsphasen herausgeschnitten, und auch sonst werden sie manchmal ignoriert, weil die Kor-
perbewegungen zu Stérungen in der Datenaufzeichnung fuhren, die dann bel der Analyse herausge-
schnitten werden. Die Modellierung zeigt, dass diese Ubergangsphasen das Fluktuationsverhalten
der Nacht als Ganzes beeinflussen, dass aber andererseits die genaue Reihenfolge der Schlafstadien
keine Rolle spielt. Esigt interessant, dass eine Innsbrucker Gruppe [ STAUDACHERetal-03, TELSER-
etal-04] den Ansatz verfolgt, besonders starke Fluktuationen im Herzrhythmus als Indikator fir
Ubergange zwischen Schlafstadien zu verwenden. Vielleicht ist eine Kombination mit meinem im
vorhergehenden Abschnitt behandelten Schlafstadienfinder aussichtsreich.

[1.B.4. Analyse des Atemrhythmus gesunder Probanden

Nachdem die letzten drei Kapitel den Herzrhythmus als einfachstes Signal des autonomen Systems
des Menschen zum Thema hatten, soll es nun um den Atemrhythmus gehen. Auch die Atmung
gehort zum autonomen System, obwohl sie vom Bewusstsein beeinflusst werden kann, aber natir-
lich nicht im Schlaf. Der Herzschlag zeigt ein ganz bestimmtes Korrelationsmuster in den ver-
schiedenen Wach- und Schlafstadien und die Frage ist nun, ob das auch fir die Atmung gilt. Das
Ziel der Untersuchung ist es, unsere am Herzschlag gewonnene Arbeitshypothese zu Uberprifen,
dass die Langzeit-Korrelationen im REM-Schlaf durch eine verstérkte kortikale Beeinflussung des
autonomen Nervensystems verursacht werden. Wenn das der Fall ist, sollte die Atmung ein ahnli-
ches Korrelationsverhalten zeigen, denn sie wird im Schlaf von demselben autonomen Nervensys-
tem kontrolliert.
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a) Ergebnisse fur die ~ Wachphase
Atmungsintervallein REM Schiaf
den ver schiedenen - | Leichtschiaf
Schlafstadien g . Tiefschlaf
Bei der Analyse von At- 5 % 0

mungsdaten [KANTEL- S [ —
HARDTetal-03b,  PENZEL- 5 )
etal-04,  RosTiGetal-04] < £
wurde dhnlich vorgegangen } S

wie bel den Herzschlag- 0 '1 L '2 L 5 L :1 L g L g L '7 L é L 0§
Daten. In der Studie wur- Zeit [h]

den 29 gesunde Probanden Abb. I1.B.16: Ein typischer Datensatz der Atmungsstudie fur einen ge-
(22 Méanner, 7 Frauen, Al- sunden Probanden. Die obere Kurve ist das aus EEG, EOG und EMG

ter 26 = 3 Jahre) je zwel bestimmte S(_Jmnogramm (Schlafgtadien—ProfiI), Wobe_i — entsprechend
Nichte im Schiaflabor einer den Konventlo_nen der Schlafmedizin — das o_berste_vaeau ,,Wach“ be-
) deutet, der breite Baken REM-Schlaf, und sich Leicht- und Tiefschlaf
polysomnografischen  Un- nach unten anschlieBen. Darunter sind die Reihen der Zeitintervalle zwi-
tersuchung unterzogen, schen aufeinander folgenden Atemziigen und Atemvolumina gezeigt
wobel sie zusitzlich zur (nach [KANTELHARDTetal-03h]).
normalen Prozedur eine
Atemmaske trugen und die Zeitpunkte des Ein- und Ausatmens sowie die entsprechenden Atemvo-
lumina registriert wurden. Nur die Daten der zweiten Nacht wurden verwendet, damit nicht Prob-
leme bei der Gewdhnung an die Atemmaske die Ergebnisse verfalschen. Die Schlafstadien wurden
wieder nach der Standard-Methode aus EEG, EOG und EMG ermittelt (siehe Abschnitt [1.B.2.b),
und die Atemdaten wurden aufgeteilt nach Leicht-, Tief- und REM-Schlaf sowie nachtlichen
Wachphasen. Bei der Daten-Vorverarbeitung wurden wieder die ersten und letzten 45 Sekunden in
jeder Phase weggelassen, um keine Stérungen durch Ubergange zu bekommen. Weiterhin wurden
alle Phasen weggelassen, in denen Maskenlecks auftraten, die als eine Differenz von mehr als 0.1
Liter zwischen Ein- und Ausatemvolumen in mehr als 30% der Atemziige definiert sind. Schlief3-
lich wurden alle unrealistisch langen (> 15 Sekunden) oder kurzen (< 1.5 Sekunden) Atemziige als
Artefakte herausgeschnitten und die ganze Phase weggelassen, wenn das mehr als 1% der Atemz{-
ge betraf. Dadie Anzahl der Atemziige pro Nacht generell um einen Faktor 3 bis 5 geringer ist als
die Anzahl der Herzschlage blieben so nur fir 28 (von 29) Probanden hinreichend lange Leicht-
schlaf-Daten, fur 24 genigend Tiefschlaf, fur 21 gentigend REM-Schlaf und fur 14 gentigend
Wachphasen fir die DFA Untersuchung dbrig. Abbildung 11.B.16 zeigt einen typischen Datensatz
mit Schlafstadien, Atem-Intervallen und Atmungsvolumina.
Abbildung 11.B.17 zeigt die Ergebnisse der DFA-Untersuchung der Ordnungen 1 bis 4 fir einen
Probanden; die Analysen wurden wie fur die Herzschlag-Daten in Abschnitt 11.B.2.c durchgefiihrt.
Man erkennt unkorreliertes Verhalten im Tiefschlaf (Abb. 11.B.17(a)) und nur schwache Korrelatio-
nen im Leichtschlaf (Abb. 11.B.17(b)). Im Vergleich mit dem Herzschlag (siehe Abschnitt 11.B.2.c)
fehlen hier die Kurzzeitkorrelationen. Das ist verstandlich, denn diese waren beim Herzschlag
hauptsachlich auf eine Beeinflussung durch die Atmung (Sinus-Arrhythmie) zuriickgeftihrt worden.
Im REM-Schlaf und in den Wachphasen finden wir hingegen wieder Langzeit-Korrelationen.
Abbildung 11.B.18 zeigt die Ergebnisse fir sechs andere gesunde Probanden; man erkennt dass sie
ungefahr gleiches Skalenverhalten der Atemztige in den einzelnen Schlaf- und Wachstadien aufwei-
sen. Allerdings gibt es auch deutliche Schwankungen zwischen den einzelnen Probanden, was un-
ter anderem auch auf die Kiirze der Atmungs-Datensdtze im Vergleich mit den 3- bis 5-mal lange-
ren Herzschlag-Datensatzen erklért werden kann.  Abbildung 11.B.19 zeigt in der oberen Reihe die
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(anndhernd unkorreliertes Verhal-
ten innerhalb der Unsicherheit),
wéhrend fur REM-Schlaf und die
Wachstadien die Vertellung ihren
Schwerpunkt eher um o = 0.8 bis
0.9 hat (eindeutlich langreichweiti-
ge Korrelationen bis zur Lénge der
einzelnen Phasen). Die numeri-
schen Mittelwerte und Standard-
abweichungen sind in Tabelle
I1.B.3 angegeben.

Um die Signifikanz der Ergebnisse
zu testen habe ich wieder mit der
Fourier-Filter-Methode (Abschnitt

I1. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen

Abb. 11.B.17: DFA der Atmungsintervalle eines gesunden Pro-
banden in den verschiedenen Schlaf- und Wachstadien. Die
reskalierten Fluktuationsfunktionen F(s)/s"? sind doppelt loga-
rithmisch gegen die Skala s (in Atemzligen) aufgetragen, so dass
ein horizontaler Verlauf unkorrdiertem Verhalten entspricht.
Die Symbole entsprechen den Ordnungen der Trendbereinigung,
DFA1 (), DFA2 (u), DFA3 (v) und DFA4 (). Insbesondereim
Leichtschlaf (b) erkennt man, wie Trends, die die DFA1-
Ergebnisse auf groRRen Skalen verfalschen, bel hoheren Ordnun-
gen beseitigt werden. Langreichweitige Korrelationen treten im
REM-Schlaf und in den Wachstadien auf. Die gestrichelten Ge-
raden haben die angegebenen Steigungen und sind zum Ver-
gleich gezeigt (nach [KANTELHARDTEetal-03b]).

I1.A.1.c) Surrogat-Daten generiert und auch daftir dieselbe Untersuchung durchgefiihrt. Die ent-
sprechenden Histogramme sind in der zweiten Reihe von Abb. [1.B.19 gezeigt.

Tabelle |1.B.3: Vergleich der Ergebnisse fir die Analyse von Herzrhythmus und Atmung bel 29 gesunden
Probanden in den verschiedenen Schlaf- und Wachstadien. Neben den Mittelwerten der Herzfrequenz, der
Atemintervalle und der Atemvolumina sind die DFA2-Fluktuationsexponenten a fir die untersuchten Gré-
[3en angegeben. Man erkennt, dass die Atmung im REM-Schlaf starker langreichweitig korreliert ist als der
Herzschlag, wahrend das Verhaltnis in den Wachphasen umgekehrt ist. In den non-REM Stadien sind die

Signale nahezu unkorrdiert.

Tiefschlaf L eichtschlaf REM -Schlaf Wachphasen

Herzrate[1/min] 58.0 56.9 60.8 66.1

Mittleres Atemintervall Ty [S] 381 3.86 3.55 3.88

Mittleres Atemvolumen V,,, [ml] 480 484 459 575

Exponent o Herzschlag 0.58 £ 0.12 0.67 £0.14 0.86+£0.12 0.94+0.10
Exponent o Atemrhythmus (T 0.58+0.10 0.63+0.05 0.91+0.09 0.84+0.12
Exponent a Atemvolumina (Vi) 0.59+0.13 0.62 £ 0.08 0.93+0.14 0.69+0.11
Exponent a fur T, 0.55+0.09 0.59 + 0.05 0.76 £ 0.08 0.81+0.12
Exponent o fur Tg 0.59 + 0.09 0.61£0.04 0.90+0.11 0.78 £0.13
Exponent a fur V, 0.59 + 0.12 0.63 + 0.08 0.89+0.13 0.78 £0.12
a fur T\/Ti (Atemzeiteinteilung) 0.55+0.12 0.58 + 0.07 0.71+0.10 0.59 £ 0.10
a fur VI/T, (Atemantrieb) 0.63+0.12 0.66 + 0.08 0.93+0.13 0.81+0.10
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leicht beschleunigt und beide  gen ynd nicht verschiedene DFA-Ordnungen kennzeichnen (nach

Signale weisen Langzeitkor-  [KANTELHARDTetal-03h]).

relationen auf, die beim

Atemrhythmus sogar noch ein wenig starker ausgepragt sind aus beim Herzschlag. Die Ahnlichkeit
der Ergebnisse bezliglich des Korrelationsverhaltens lésst sich entweder mit einer starken Kopplung
zwischen Herzschlag und Atmung erklaren oder dadurch, dass die Langzeitkorrelationen im REM-
Schlaf in beiden Féllen von derselben Quelle, namlich von einer kortikalen Beeinflussung des auto-
nomen Nervensystems, ausgehen. Gegen die erste Interpretation spricht, dass die Phasen-Synchro-
nisation zwischen Atmung und Herzschlag relativ schwach ist [SCHAFERetal-98, SCHAFERetal-99]
und darum keine starke Kopplung existiert. Die Sinus-Arrhythmie scheidet als Indiz fur eine starke
Kopplung auch aus, weil sich ihr Einfluss nur im hochfrequenten Schwanken des Herzschlags
nachweisen |&sst; flr Langzeitkorrelationen kann sie keine Rolle spielen.

Die zweite Interpretation — eine gleichartige kortikale Beeinflussung von Atmung und Herzschlag
im REM-Schlaf, der oft mit dem Traumschlaf identifiziert wird — ist hingegen vom Korrelations-
verhalten in den Wachphasen gestiitzt. Uberraschend finden wir, dass die Langzeitkorrelationen in
den Wachphasen beim Atemrhythmus deutlich schwécher sind als beim Herzrhythmus, wahrend es
im REM-Schlaf einen geringen umgekehrten Unterschied gab (siehe Tabelle 11.B.3). Man kann
dies mit der Annahme eines zufalligen Einflusses des Bewusstseins auf die Atmung einfach erkl&
ren. Weil man in den Wachphasen die Atmung bewusst stoppen oder beschleunigen kann — und das
z.B. beim Sprechen und korperlichen Aktivitéten auch regelmé3ig tut — wird das Korrelations-
verhalten eher unkorreliert. Weder bei der Atmung im Schlaf noch beim Herzschlag ist eine solche
Beeinflussung mdglich. Daher unterstiitzen die Ergebnisse der Atmungsanalyse die Interpretation
der Herzschlag-Korrelationen in den verschiedenen Schlafstadien.

¢) Ergebnisse fur die Atemvolumina

Aufgrund der Untersuchung der Probanden mit Atemmasken liegen neben den Zeitintervallen zwi-
schen aufeinander folgenden Atemzigen zusétzlich Informationen Uber die Atemvolumina und Gber
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die Details der einzel-
nen Atemzige (Ein-
und Ausatemzeiten,
Ein- und Ausatemvo-
lumina) vor. Die Vo-
lumina sind im Prin-
zip unabhangig von
den Zeitintervallen.
Daher ist es sinnvoll,
auch ihr Korrelati-
onsverhalten in den
einzelnen Schlaf- und
Wachstadien zu un-
tersuchen.

Abbildung 11.B.20
zeigt die reprasentati-
ven DFA-Ergebnisse
fir einen gesunden
Probanden. Man er-
kennt, dass wieder
nahezu unkorreliertes
Verhalten im Tief-
und Leichtschlaf vor-
liegt, wahrend im
REM-Schlaf lang-
reichweitige Korrela-
tionen vorhanden
sind. Diesmal sind
vor allem im REM-
Schlaf trendbedingte
Abweichungen  bei
der DFA1 zu sehen,

I1. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen
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Abb. 11.B.19: Histogramme der Fluktuationsexponenten a fir gesunde Pro-
banden im Tiefschlaf (links), Leichtschlaf (Mitte links), REM-Schlaf (Mitte
rechts) und in Wachstadien (rechts) bezliglich ihrer Atemintervalle (oben), fur
Surrogatdaten (Mitte) und Atemvolumina (unten), jewells soweit die Daten
hinreichend lang fir die Auswertung waren. Die Exponenten wurden bestimmit
durch Anpassung von Geraden an die doppdt logarithmisch aufgetragenen
DFA2-Fluktuationsfunktionen F(s) im Bereich 8 < s < N/4, wobei N die An-
zahl der Atemziige im jeweils langsten Schlafstadium jeder Art flr jeden Da-
tensatz bezeichnet. Die schwarzen Balken zeigen gut passende Potenzgesetze
an (Fehlerquadrat x? < 0.004 pro Datenpunkt) und die grauen Balken Anpas-
sungen mit groReren Abweichungen. Die Surrogatdaten wurden mit der Fou-
rier-Filter-Methode erzeugt mit a = 0.55 (Tiefschlaf), 0.6 (Lechtschlaf), 0.9
(REM-Schlaf) und 0.8 (Wachstadien) bei exakt den gleichen Schlafstadienlan-
gen wie in den Messdaten fir Atemintervalle und Atemvolumina (nach [KAN-
TELHARDTetal-03b]).

was unterstreicht, das

eine lineare Trendbereinigung fur physiologische Daten in vielen Fallen nicht ausreicht. Die Er-
gebnisse fur alle 29 Probanden sind in den Histogrammen in der letzten Reihe von Abb. 11.B.19
zusammengefasst; die Mittelwerte der Fluktuationsexponenten a der Atemvolumina in den
einzelnen Schlaf- und Wachphasen stehen in Tabelle 11.B.3. In den einzelnen Schlafstadien gibt es
praktisch keine Unterschiede zum Korrelationsverhalten des Atemrhythmus. In den Wachstadien
hingegen sind die Korrelationen der Atemvolumina nochmals deutlich schwécher als fir den
Atemrhythmus. Im Sinne der im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Interpretation bedeutet
das, dass das Bewusstsein und wohl auch bewusstseinsgesteuerte Aktivitdten einen grol3eren
steuernden Einfluss auf die Atemvolumina ausiiben als auf den Atemrhythmus.

Anders sieht das Bild aus, wenn man nicht die Gesamtatemzeit (Ti;) mit dem Atemvolumen ver-
gleicht, sondern Quotienten betrachtet, denen eine besondere physiologische Bedeutung zugeordnet
wurde [MILIC-EMILI& GRUNSTEIN-76, TOBINetal-88]. Abbildung 11.B.21 zeigt die DFA-Ergebnisse
fir Zeitreihen der Verhdltnisse aus Einatemzeit (T)) und Gesamtatemzeit (Ti), die so genannte
Atemzeiteinteilung (,,respiratory timing*), und Zeitreihen der Verhéltnisse aus Einatemvolumen (V)
und Einatemzeit (T,), den so genannten Atemantrieb (,respiratory drive*). Die Mittelwerte der nu-
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merisch  bestimmten  effektiven 10 T , -
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ter N 'm noln REN.I Schiaf Sogar Abb. 11.B.20: DFA der Atmungsvolumina eines gesunden Pro-
scheinbar antikorrelierter —Bereich  panen in den verschiedenen Schiaf- und Wachstadien. Die
anschlieft. Fur diese Daten kann  regkalierten Fluktuationsfunktionen F(s)/s'? sind doppelt loga-
der Exponent a daher hdchstens rithmisch gegen die Skala s (in Atemziigen) aufgetragen, so dass
als effektiver Exponent aufgefasst ein horizontaler Verlauf unkorrdiertem Verhalten entspricht.
werden. Die Symbole entsprechen den Ordnungen der Trendbereinigung,
Die charakteristischen Unterschie- DFA1 (s), DFA2 (.), DFAS3 (v) und DFAA4 (+). Die gestrichelten

Geraden haben die angegebenen Steigungen und sind zum Ver-

de bedeuten, dass die Regelung des  gejch gezeigt (nach [KANTELHARDTetal-03b]).
Atemantriebs nach einem anderen

Mechanismus erfolgt als die Regelung der Atemzeiten. Wenn man fir die Langzeitkorrelationen im
REM-Schlaf eine verstérkte kortikale Beeinflussung des autonomen Nervensystems als Ursache
annimmt, passt das vorliegende Ergebnis sehr gut zu einem Resultat bei wachen Probanden in Ru-
he, dass sich die Atemzeiteinteilung weitgehend durch &ufiere Vorgaben Uber das Bewusstsein be-
einflussen lasst, wahrend der Atemantrieb sehr starr geregelt und praktisch auch im Wachen kaum
beeinflussbar ist [RAFFERTY & GARDNER-96]. Die starre Regelung des Atemantriebs aulRert sich hier
in den Kurzzeitkorrelationen und die fehlende kortikale Beeinflussung im Fehlen von Langzeitkor-
relationen auch im REM-Schlaf. Nur bel der Atemzeiteinteilung kann der kortikale Einfluss Lang-
zeitkorrelationen auslésen. Wie Tabelle 11.B.3 weiter zeigt, fuhrt dieser Einfluss in den Wachsta-
dien sogar zu fast unkorreliertem Verhalten der Atemzeiteinteilung.

Esist erstaunlich, dass sich die Regelung des Atemantriebs so deutlich von der Regelung der Atem-
zeiteinteilung und des Herzschlags unterscheidet, insbesondere weil die Atemzeiteinteilung sehr
stark vom Bewusstsein beeinflusst wird aber der Herzschlag Uberhaupt nicht. Im Bezug auf die
Beeinflussung durch das Bewusstsein liegt der Atemantrieb dazwischen, wie meine Ergebnisse in
den Wachstadien in Ubereinstimmung mit der Interpretation von [RAFFERTY & GARDNER-96] zei-
gen. Trotzdem gibt es beim Atemantrieb keine Langzeitkorrelationen im REM-Schlaf — im Gegen-
satz zur Atemeinteilung und zum Herzschlag. Daher deuten die Ergebnisse darauf hin, dass die
Langzeitkorrelationen im REM-Schlaf (und beim Herzen auch in den Wachphasen) nicht durch
bewusstseinsgesteuerte Aktivitéten ausgeldst werden, sondern durch eine kortikale Beeinflussung,
die vom autonomen Zentrum im Hirn ausgeht.

[1.B.5. Herztod-Risiko Erkennung nach Herzinfarkt

In den vorhergehenden Kapiteln habe ich zur Charakterisierung von nichtstationaren medizinischen

Zeitreihen hauptsachlich die DFA-Methode verwendet, die zwar Trends in den Daten beseitigen

kann, aber eine vorherige Aufteilung der Reihen in homogene Bereich (z.B. Schlafstadien) erfor-
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Abb. I1.B.21: DFA2 der Verhdltnisse T\/Ty, (Atmungszeiteinteilung, , respiratory timing”, (a,b)) und Vi/T,
(Atmungsantrieb, ,respiratory drive’, (c,d)), deren Vergleich Aussagen Uber die Unterschiede in der Rege-
lung der Atmung im non-REM Schlaf (Leicht- und Tiefschlaf, (a,c)) und im REM-Schlaf (b,d) erlaubt. Die
reskalierten Fluktuationsfunktionen F(s)/s”? sind doppelt logarithmisch gegen die Skala s (in Atemziigen)
aufgetragen, so dass ein horizontaler Verlauf unkorreliertem Verhalten entspricht. Die Symbole gehdren zu
acht verschiedenen Probanden (vertikal verschoben). Die gestrichelten Geraden sind zum Vergleich gezeigt
und zeigen Potenzgesetze an mit a = 0.57 (a), 0.71 (b), 0.64 (c) und 0.93 (d), die den mittleren Verlauf im
Bereich von 7 bis 35 Atemziigen bei allen Probenden entsprechen (siehe auch TabdleI1.B.3). Man erkennt,
dass der Atmungsantrieb sehr stark durch zusétzliche Kurzzeitkorrelationen beeinflusst wird und nur dadurch

hohere Werte des effektiven Exponenten a aufweist (nach [RoSTIGetal-04]).

dert, weil sonst Langzeitkorrelationen in einem Bereich unkorreliertes Verhalten in einem anderen
Bereich Uberdecken. Die Unterscheidung der Aktivitatsphasen ist aufwendig und bei den meisten
medizinischen Studien bisher nicht moglich. Langzeitaufzeichnungen vor allem des EKGs Uber 24
Stunden sind hingegen zur Untersuchung der Herzfunktion sehr héufig; es gibt dazu grof3e Studien,
und auch mit solchen Daten missen Diagnosen gestellt werden. Dabel kommt es oft nicht ent-
scheidend auf das Langzeit-Korrelationsverhalten an, sondern auf Quasiperiodizitdten in den Zeit-
reihen, die die biologischen Regelkreise charakterisieren sollen. Um nichtstationére 24-Stunden
Datensétze in grof3en Studien auszuwerten, wird eine Methode benttigt, die ohne manuelle Eingrif-
fe und Stationaritéats-Uberprifungen arbeitet. Als solche Methode habe ich die Phasen-ausgerichtete
Signal-Mittelung (PRSA) gemeinsam mit A. Bauer und G. Schmidt entwickelt, siehe Kapitel 11.A.5.
Hier beschreibe ich — ausgehend von der medizinischen Motivation — die Optimierung der Methode
und ihren Test an zwei Blindstudien [BAUERetal-04].

a) M edizinische M otivation, konventionelle Verfahren zur Risikoabschatzung
und Beschrelbung der Studien mit I nfar ktpatienten

Der pl6tzliche Herztod ist eine der wichtigsten Todesursachen fur die erwachsene Bevolkerung in
der indudtrialisierten Welt [MYERBURGEetal-93, MYERBURGetal-97]. Bei Patienten, die einen Herz-
infarkt erlitten haben, betrégt trotz Behandlung die Wahrscheinlichkeit fr plétzlichen Herztod bis
zu 10% in zwei Jahren [Mossetal-02]. Ein wesentlicher Teil dieser Todesfélle kénnte durch die
Implantation eines Defibrillators verhindert werden. Die Operation kann aber wegen der Nebenef-
fekte und der hohen Kosten nicht bel jedem Herzinfarkt-Patienten durchgeftihrt werden. Daher ist
es wichtig, das individuelle Risiko fir einen todlichen Herzanfall mdglichst genau zu bestimmen,
um dann den Herzinfarkt-Patienten mit dem hochsten Risiko einen Defibrillator zu implantieren.
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Gegenwartig wird insbesondere von der amerikanischen kardiologischen Gesellschaft die , linke
ventrikulare Auswurffraktion® (left ventricular gjection fraction, LVEF) als ,, Goldstandard” zur
Risikoabschéatzung bei Herzinfarkt-Patienten empfohlen [GREGORATOSetal-02]. LVEF bezeichnet
das Verhdltnis zwischen dem pro Herzschlag von der linken Herzkammer gepumpten Blutvolumen
und dem bei jedem Schlag in der Herzkammer verbleibenden Blutvolumen; d.h. esist eine Art Vo-
lumen-Wirkungsgrad der linken Herzkammer. Der Normalwert fur Gesunde liegt bel Gber 65%
[RocHE-99]. Die Volumina lassen sich in zeitaufgelsten Rontgenaufnahmen bestimmen, wenn ein
Kontrastmittel ins Blut gespritzt wird. Die Untersuchung hat den Nachteil, dass der Patient das
Kontrastmittel und eine nicht unerhebliche Dosis an Rontgenstrahlung ertragen muss. Eine eben-
falls mdgliche aber weniger genaue Messung mit Ultraschall wird in Mtnchen nur bei knapp 13%
der Patienten bevorzugt.

Demgegeniiber hétte ein nicht-invasives und ohne Strahlenbelastung auskommendes V erfahren, wie
die ambulante 24-Stunden Aufzeichnung und Auswertung des EKGs, fir die nur wenige M essel ekt-
roden aufgeklebt werden miissen, wesentliche Vorteile. Ublicherweise [BIGGERetal-92, TASKFOR-
CE-96] berechnet man die Standardabweichung der Herzschlagintervalle vom Mittelwert (SDNN)
sowie die gesamte spektrale Leistung in den drei Frequenzbandern HF (high frequency, 0.15 Hz < f
< 0.4 Hz), LF (low frequency, 0.04 Hz < f < 0.15 Hz) und VLF (very low frequency, 0.0033 Hz < f
< 0.04 Hz), siehe Abschnitt I1.B.2.d flr eine genaue Beschreibung des Verfahrens. Es ist bekannt,
dass darauf basierende Analysen der Herzfregeunzvariabilitét einen statistisch signifikanten zusétz-
lichen Beitrag zur Risikoabschétzung liefern kénnen [KLEIGERetal-87, BIGGERetal-92, ZUANETTI-
etal-96, LAROVEREetal-98], aber weil der LVEF-Parameter fir sich genommen als zuverlassiger
gilt, konnten sich diese Analysen bisher in der Praxis nicht durchsetzen. Ein Grund fir die Proble-
me mit den Herzfrequenz-Parameter dirfte in den Nichtstationaritéten der Aufzeichnungen liegen,
die eine einfache Spektralanalyse zu sehr stéren.

Die Miunchner Herz-Infarkt-Patienten-Studie (ISAR) [BARTHELetal-03] umfasst 1455 Patienten
unter 76 Jahren (Durchschnittsalter 56 + 10 Jahre, 21% Frauen, 17% mit Diabetes), die in den Jah-
ren 1996 bis 2000 einen nicht todlichen Herzinfarkt erlitten haben und im Deutschen Herzzentrum
Minchen oder in der 1. Medizinischen Klinik rechts der Isar der Technischen Universitét Minchen
behandelt wurden. Von allen Patienten wurden ungefahr zwei Wochen nach dem Infarkt 24-
Stunden EKGs aufgezeichnet und der LVEF-Index bestimmt (Durchschnitt 54 + 13%). Die Patien-
ten wurden alle 6 Monate erneut untersucht; innerhalb von zwei Jahren verstarben 70 von ihnen.
Anhand der Daten dieser Studie haben wir die PRSA-Methode optimiert und einen Risiko-
Indikator-Parameter definiert. Ziel war es, aus den ursprtinglichen, wenige Tage nach dem Infarkt
aufgezeichneten 24-Stunden EKGs eine Vorhersage zu machen, ob der Patient in den zwei Folge-
jahren gestorben ist. Ein unabhangiger Test erfolgte anschlief3end mit zwei @hnlichen Studien aus
London [Corieetal-96, ReEDWoODetal-97] und Oulu (Finnland) [HuikuRietal-03], an denen 656
bzw. 600 Patienten teilnahmen, von denen 66 bzw. 77 innerhalb von zwei Jahren gestorben sind.

b) Optimierung der PRSA und Definition eines Risiko-Parameters

Jetzt wende ich die PRSA-Methode auf die 24-Stunden Reihen der Zeitintervalle zwischen aufein-
ander folgenden Herzschldgen aus der ISAR-Studie an, um einen geeigneten Parameter zur Charak-
terisierung der PRSA-Kurven zu finden. Bei der Anwendung haben wir zusétzlich zu der in Kapitel
I1.A.5 detailliert beschriebenen Prozedur noch Triggerpunkte ausgeschlossen, die mit hoher Wahr-
scheinlichkeit auf Artefakte in den (ungeprtften) Zeitreihen zuriickgingen. Abweichend von dem
Triggerkriterium (11.A.66) (X > xi-1) haben wir dazu nur Anstiege der Herzschlag-Zeitintervalle um
maximal 5% zugelassen (1.05 x-1 > X; > X;-1), denn stérkere Anstiege sind mit hoher Wahrschein-
lichkeit Artefakte einer nicht zuverlassigen Erkennung der einzelnen Herzschldge. Dennoch lag die
Anzahl der Triggerpunkte noch bei Uber 40% der Gesamtzahl der Herzschlag-Intervalle.
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Abb. 11.B.22: Ergebnisse der PRSA-Methode mit T = 1 und L = 80 flir einen typischen liberlebenden Pati-
enten (links) und einen Nicht-Uberlebenden (rechts) aus der ISAR-Studie. Der Phasen-ausgerichtete Signal-

Mittelwert ist in Millisekunden gegen den Abstand j = & von den Triggerpunkten (Anzahl der Herzschlage)
aufgetragen. Man erkennt, dass zwei Quasiperiodizitéten bei dem Uberlebenden stark ausgepragt sind. Die
ausgefllten Punkte werden fir die Berechnung des Parameters CWA in Gl. (11.B.7) verwendet; beide Qua-
siperiodizitéten tragen dazu bel (nach [BAUERetal-04]).

Abbildung 11.B.22 zeigt typische Ergebnisse flr einen Patienten, der mehr als zwei Jahre nach dem
Herzinfarkt Uberlebt hat, und fir einen Patienten, der schon nach kurzer Zeit gestorben ist. Die
starksten Oszillationen in PRSA(3) mit T = 1, d.h. ohne eine Unterdriickung der hohen Fregquenzen,
treten in der Mitte um die Triggerpunkte auf, die bei & = 0 ausgerichtet sind. Beim Uberlebenden
erkennt man hochfrequente Oszillationen mit einer Periode von ungeféhr funf Herzschlagen, die
wohl von der Atmung verursacht werden (Sinus-Arrhythmie). In Abstéanden tber ca. 30 Herzschl&
gen von der Mitte klingen diese Oszillationen ab, weil die Phasen aufgrund von Nichtstationaritéten
nicht mehr synchron sind; d.h. die Kohérenzzeit der hochfrequenten Quasiperiodizitét liegt etwa bei
30 Herzschlagen. Man erkennt auch eine langsamere quasiperiodische Schwingung mit einer Per-
diode von ungefahr 35 Herzschldgen, deren Abklingen erst fur groRere Fensterbreiten L zu sehen
ware. Die PRSA-Kurve des Nicht-Uberlebenden offenbart hingegen kaum quasiperiodische Oszil-
lationen. Alle Frequenzkomponenten sind schwécher, was auf die Abwesenheit von funktionieren-
den biologischen Regelkreisen hindeutet. Die Schwingung in der Mitte dhnelt der negativen Ablei-
tung einer &-Funktion — der erwarteten PRSA-Kurve fir weil3es Rauschen.

Diein Abb. 11.B.22 gezeigten PRSA-Kurven lassen sich auf viele unterschiedliche Weisen quantifi-
zieren. Eine Mdoglichkeit, die am meisten der Standardanalyse der Herzfrequenzvariabilitét ahnelt,
besteht darin, das Frequenzspektrum zu berechnen und dann die gesamte spektrale Leistung in den
drei Bandern HF, LF und VLF zu ermitteln. Dazu sind die beiden Parameter T und L jeweils so
anzupassen, dass die berechnete PRSA-Kurve fur das betreffende Frequenzband optimal ist. Auf
diese Weise lassen sich fiir jeden Patienten drei Zahlen ermitteln, deren Korrelation mit dem Uber-
leben analysiert werden kann. Die Durchflihrung der Analyse zeigt, dass die aus dem PRSA be-
stimmten HF-, LF- und VLF-Werte deutlich besser mit dem Uberleben der Patienten korrelieren als
das fur die entsprechenden HF-, LF- und VLF-Werte aus der Standard-Spektralanalyse ohne vorhe-
rige Berechnung des PRSA der Fall ist. Inshesondere der LF-Wert der PRSA-Kurve eignet sich in
der ISAR-Studie gut zur Risikoabschétzung. Die Korrelation ist jedoch fir keinen dieser Parameter
statistisch signifikant besser als fur den Goldstandard LV EF, den wir Ubertreffen wollen.

Eine andere Mdglichkeit zur Quantifizierung der PRSA-Kurven besteht darin, die Kurven durch
einzelne Werte oder Steigungen zu beschreiben. Eine solche Charakterisierung durch acht Stei-
gungswerte ist in Abb. 11.B.23 skizziert. Diese Parameterisierung kann nur die zentrale Oszillation
der PRSA-Kurve beschreiben. Darum ist sie fir verschiedene Werte von T zu wiederholen, wobei
jeweils Quasiperiodizitaten mit unterschiedlicher Frequenz selektiert und charakterisiert werden.
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. Kurve (reprasentativ; durchgezogene Lini€) durch acht Ste-
tberraschenderweise der Parameter gungsparameter S1 bis S8 (gestrichelte Linien), die in den
S1, ebenfalls fur T = 16 bis 20 Herz- Bereichen -2 < d/T < -1.25(S1), -1.25< d/T < -1 (R2), -1
schlage. Allerdings ist diese Art der < T < -0.25(S3), -0.25 < &/T <0 (4), 0<dT<0.25
Quantifizierung der PRSA-Kurve recht (S5),0.25<d/T<1(S6),1<d/T<125(S7)und1.25<d/T
kompliziet und daher soranfalig. < 2(S8) angepasst werden.

Fur ungeprufte Datenreihen hat sie

sich in unseren Versuchen als nicht hinreichend robust gegentiber Artefakten erwiesen. Sie hebt
auRerdem hauptsachlich auf die eine Frequenz ab, die durch T = 18 Herzschlége selektiert wird und
etwa zwischen dem LF- und dem VLF-Band liegt.

Damit konnten weder die ganz in der Frequenzdoméane angesiedelten Spektralanal yse-Parameter
noch die ganz in der Zeit-Doméne angesiedelten Steigungen aus der PRSA-Kurve als Parameter
voll Uberzeugen. Wahrend die Spektralanalyse der PRSA-Kurve die ungleichméaliige Bedeutung
der verschiedenen Abstdnde 6 vom Zentrum (von den Triggerpunkten) ignoriert, konnen die Para-
meter der Zeitdoméne nicht verschiedene Quasiperiodizitdten gleichzeitig erfassen und sind zu
empfindlich gegenliber Artefakten. Einen guten Kompromiss ermdglicht die Verwendung eines
Wavelet-K oeffizienten (siehe Abschnitt 11.A.3.a), denn Wavelets sind weder in der Zeit- noch in der
Frequenz-Doméne scharf festgelegt. Man kann einerseits die Mitte der PRSA-Kurven als Zentrum
des zum Vergleich verwendeten Wavelets verwenden und andererseits durch die Frequenzunschérfe
des Wavelets ein ganzes Band gleichzeitig abdecken. Konkret haben wir den Haar-Wavelet-
Koeffizienten an der Position & = —2 und mit der Skala s = 4 Herzschlage zur Charakterisierung der
PRSA-Kurven ausgewahlt, die zentrale (central) Wavelet Amplitude (CWA),

2 0
CWA =-L,[PRSA](-2,4) = %D PRSA(X) dx — I PRSA(X) dx} ; (11.B.7)
0 -2
zur Notation siehe Definitionen (11.A.28) und (11.A.30). Um aus der diskreten Kurve PRSA(d) fur
Gl. (11.B.7) eine kontinuierliche zu machen, wird PRSA(X) = PRSA(0) gesetzt fir & < x < o+1.
Damit lautet der CWA-Parameter des diskreten Signals CWA = [PRSA(0) + PRSA(1) — PRSA(-1)
— PRSA(-2)]/4. Die vier hier verwendeten Werte von PRSA(d) sind in den beiden Beispielen in
Abb. 11.B.22 durch dicke Punkte gekennzeichnet. Der Wert von CWA wird bestimmt durch die
Hohe des zentralen Anstiegs in der PRSA-Kurve, PRSA(0) — PRSA(-1), der alle Frequenzkompo-
nenten charakterisiert, und durch die benachbarten Werte PRSA(1) und PRSA(-2). Man kénnte
auch groldere Werte von s betrachten, um niedrigere Frequenzen zu studieren, und Positionen
0 # —g/2 wahlen, um das Abklingen der Phasensynchronisation zu untersuchen. Die gréfdte Vorher-
sagekraft hat in der Minchener Herzinfarkt-Patienten-Studie aber der Parameter CWA.
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Tabelle|1.B.4: Ergebnisse der Risiko-Indikator-Vergleiche fiir das Uberleben zwei Jahre nach einem Herz-
infarkt. FUr diedre im Text beschriebenen Parameter CWA, LVEF und SDNN sowie fur zwel Kombinatio-
nen daraus ist die Flache unter der Sensitivitéts-Spezifitats-Kurve angegeben in den drei betrachteten Studien
sowie fur die Kombination der drei Studien. Man erkennt, dass CWA statistisch signifikant besser als LVEF
und SDNN und auch besser als die Kombination aus diesen beiden ist. Nur durch Kombination von CWA
und LVEF lasst sich nochmals eine Verbesserung um 2 bis 3% in der Risiko-Vorhersage erzidlen. Die Feh-
lerangaben wurden mit der Bootstrap-Methode ermittelt (nach [BAUERetal-04]).

Studie M tinchen Studie London Studie Oulu Alle zusammen

(1455 Patienten) (656 Patienten) (600 Patienten) (2711 Patienten)
CWA 77.9+0.03 80.2 £ 0.03 73.6 £0.03 77.6+0.02
LVEF 70.1+£0.03 67.4+0.04 59.5+ 0.04 68.9+0.02
SDNN 69.6 + 0.03 68.5 + 0.04 64.2 + 0.03 67.1+0.02
CWA + LVEF 80.7 +0.03 82.9+0.02 76.7 £0.03 79.8+0.01
SDNN + LVEF 75.1+0.03 72.2 +0.03 69.9 + 0.03 72.0+0.02

¢) Vergleich der Ergebnisse der PRSA mit anderen M ethoden

Wir haben fur alle drei Studien und auch fir die zusammengefasste Auswertung die Vorhersage-
kraft des neuen Parameter CWA fir die Prognose des Tods innerhalb von zwei Jahren mit der Vor-
hersagekraft der Parameter LVEF und SDNN verglichen. LVEF gilt bisher als , Goldstandard” und
SDNN, die Standardabweichung der Herzfrequenz, ist der beste Parameter aus der Standard-
Analyse der Herzfrequenzvariabilitét [TASKFORCE-96] (siehe Abschnitt 11.B.5.a). Der Parameter
CWA aus dem Zentrum der PRSA-Kurve ist bel den Patienten, die innerhalb von zwei Jahren nach
ihrem Herzinfarkt starben, signifikant niedriger als bel den Patienten, die zwei Jahre tberlebten.

Da alle betrachteten Parameter kontinuierlich sind, erfolgt ein Test ihrer Vorhersagekraft am besten
durch einen Vergleich der Flachen unter den Sensitivitdts-Spezifitdts-Kurven [HANLEY & MCNEIL-
82]. Dabei wird fir jeden Parameter die Schwelle, die zwischen Uberlebenden und Nicht-
Uberlebenden trennen soll, kontinuierlich variiert. Der Anteil der korrekt als Uberlebende erkann-
ten Patienten (Spezfitat) wird gegen den Anteil der korrekt als Nicht-Uberlebende erkannten Pati-
enten (Sengitivitat) aufgetragen. Das ergibt fur jeden denkbaren Schwellenwert einen Punkt; die
Verbindung der Punkte fihrt dann zur Sensitivitats-Spezifitéts-Kurve. Bei idealen Daten wirden
fur niedrige Schwellen alle Uberlebenden korrekt zugeordnet (Spezifitét = 1), aber einige Nicht-
Uberlebende wiirden falsch zugeordnet (0 < Sensitivitdt < 1). Beim Erreichen der optimalen
Schwelle wéaren beide Werte 1, und dann wiirde fir eine weiter angehobene Schwelle die Spezifitat
fallen bel konstanter Sensitivitéat = 1. Es entstiinde also eine Kurve durch die Punkte (0,1), (1,1)
und (1,0); die Flache unter dieser idealen Kurve ist 1 = 100%. In der Praxis kénnen die Gruppen
der Uberlebenden und der Nicht-Uberlebenden nicht vollstandig getrennt werden. Darum geht die
Kurve nicht durch den Punkt (1,1) und die Flache unter der Kurve ist geringer.

Die Flachen unter den Sensitivitéats-Spezifitats-Kurven fur die Parameter CWA, LVEF und SDNN
sind in Tabelle 11.B.4 angegeben. Man erkennt, dass CWA eindeutig bei allen drei Studien und
auch bei ihrer Kombination die gréfdte Flache bringt. Die Fehlerangaben in der Tabelle wurden
durch ein so genanntes Bootstrap-Verfahren ermittelt [EFRON& TIBSHIRANI-93], bel dem viele En-
semble aus (teilweise gleichen) Patienten zusammengestellt werden, um so die Schwankung der
Flache unter der Sensitivitats-Spezifitéats-Kurve zu ermitteln. Weiterhin zeigt die Tabelle, dass eine
Kombination der Parameter CWA und LVEF noch eine leichte Verbesserung gegeniiber CWA al-
lein bringt, wahrend eine Kombination von LVEF und SDNN den Wert fiur CWA allein nicht zu
Ubertreffen vermag. Damit wurde gezeigt, dass der allein aus dem EKG bestimmte Risikoindikator
CWA dem als Goldstandard geltenden und meist durch aufwendige Rontgenuntersuchung mit Kon-
trastmittel bestimmten Parameter LVEF klar Uberlegen ist.
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der Basenpaare in der Erbinformation

Die Anwendung, fur die die DFA-Methode (siehe
Abschnitt 11.A.2) urspriinglich entwickelt wurde
[PENGetal-94], ist die Untersuchung von langreich-
weitigen Korrelationen in der Anordnung der Basen-
paare der Erbinformation. Nachdem Anfang der 90er
Jahre die Sequenzierung langerer Abschnitte gelun-
gen war, dellte sich die Frage, ob diese Sequenzen
vom statistischen Standpunkt her rein zufallig und
unkorreliert sind, oder ob die Anordnung Korrelatio-
nen aufweist, die vielleicht bel der Interpretation der
einzelnen Abschnitte helfen kdnnen.

Die Erbinformation ist im Zellkern auf den Chromosomen gespeichert, die aus einer Doppelhelix
von Phosphat-Zuckern (Desoxyribonukleinsdure, DNS) bestehen, an denen innen je eine Base
hangt: Adenin (A), Guanin (G), Cytosin (C) oder Thymin (T), siehe auch Abb. 11.C.1. Die Basen
Adenin und Guanin werden auch als Purine bezeichnet, Cytosin und Thymin als Pyrimidine. Ge-
geniberliegende Basen sind durch Wasserstoff-Briicken gebunden, wobei jede Base nur zu einer
anderen als Gegenstiick passt. Daher ist in jedem Basenpaar die Information von 2 Bit gespeichert
(4 Moglichkeiten: AT, GC, CG, TA; siehe Abb. I1.C.1). Die Erbinformationen sind beim Men-
schen in nur etwa funf Prozent der Basenpaare gespeichert, die die so genannten kodierenden Be-
reiche der DNS, die Gene, ausmachen. In diesen Bereichen entsprechen jeweils drei aufeinander
folgende Basen (also 6 Bit, 64 Kombinationen) einer Aminosaure, so dass also eigentlich Amino-
sauren-Sequenzen fur die Proteine kodiert sind. Die restlichen 95 Prozent der DNS werden nicht
zur Aminosauren-Kodierung benutzt. Bei primitiveren Lebewesen ist der Anteil der kodierenden
Bereiche hoher, so dass sie trotz deutlich weniger DNS nicht viel weniger Gene haben.

Um die Anordnung der Basenpaare mit den Methoden der Zeitreihenanalyse studieren zu kénnen,
muss die Sequenz aus 2-Bit-Werten zuerst in eine Zahlenreihe umgewandelt werden. Dazu gibt es
mehrere Méglichkeiten; am weitesten verbreitet ist es, fur AT und GC den Wert x; = +1 zu setzen
und fir CG und TA x = =1 (Purin-Pyrimidin-Regel). Es zeigt sich, dass solche Reihen oft stiick-
weise konstante Trends aufweisen, weil es viele Bereiche gibt, in denen Uber langere Strecken ein
bestimmtes Basenpaar Uberwiegt. Darum war die DFA-Methode nétig, um zwischen solchen
Nichtstationaritéten und echten langreichweitigen Korrelationen zu unterscheiden.

In den ersten Arbeiten ohne DFA [PeENGetal-92, L1& KANEKO-92, V0ss-92] war noch von lang-
reichweitigen Korrelationen in allen Abschnitten der DNS die Rede. In der ersten Arbeit mit DFA
[PENGetal-94] wurde dann gefunden, dass keine langreichweitigen Korrelationen (o = 0.5) in den
kodierenden DNS-Abschnitten (den Genen) auftreten, wahrend die nicht kodierenden Bereiche,
durchaus langreichweitige Korrelationen aufweisen, siehe Abb. I1.C.2. Allerdings ist der Fluktuati-
onsexponent daflr nicht besonders hoch; ein typischer Wert ist a = 0.6. Neben den méglichen
langreichweitigen Korrelationen sind stets kurzreichweitige Korrelationen vorhanden, und zwar
insbesondere auf Skalenlangen von drei und neun Basenpaaren, weil immer drel Basenpaare eine
Aminosaure kodieren. Diese kurzreichweitigen Korrelationen sind in den kodierenden Bereichen
etwas stérker ausgepragt, im Gegensatz zu den dort fehlenden langreichweitigen Korrelationen. Ein
systematischer Vergleich im Hinblick auf die langreichweitigen Korrelationen [BULDYREVetal-95]
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ergab die signifikant verschiedenen Mittelwerte 2.0 ’ ' ' ' '
o = 0.50 + 0.02 fur die kodierenden Bereiche x Uncorrelated control sequence (patch model)
und a = 0.58 + 0.03 fir die nicht kodierenden o E.coli K12 genome, 0-24min. reglon
Bereiche. Man versuchte, diese Unterschiede + Correlated control sequence
zur automatischen Erkennung von kodierenden
Bereichen zu nutzen [BULDYREVetal-94]. Dazu 10+
gibt es in jungerer Zeit Ansdtze die auf Entro-
pie-Vergleichen beruhen [AzADetal-02a, AZAD-
etal-02b].
Zu ahnlichen Ergebnissen wie [BULDYREVetal-
95] kamen [ARNEODOetal-98b, ARNEODOEtal- 0.0
02] mit der WTMM-Methode (siehe Abschnitt
11.A.3.f). Es zeigte sich, dass die langreichwei- i \ , .
tigen Korrelationen in den nicht-kodierenden 1.0 2-‘130g l 3.0 4.0
Ejgggi‘a;ﬁpgﬁ ;:ljtl'i‘;]ngceﬁiﬁ; ‘;C;]r:j ?ao Abb. 11.C.2 Vergleich der DFAL-Fluktuati-
! . onsfunktionen fir kodierende (=) und nicht-
=0.59 + 0.02) als auf Langenskalen von 200 bis  kodierende (, ) Basensequenzen der Erbinformati-
5000 Basenpaaren (a = 0.82 £ 0.01) [ARNEO- on, sowie fur kinstliche Vergleichssequenzen (x,
Doetal-02], siehe auch [VISWANATHANEetal-98]. +) (aus [PENGetal-94]).
Zusétzlich fanden Arneodo et al., dass die Stér-
ke der langreichweitigen Korrelationen in den nicht-kodierenden Bereichen vom Guanin- und Cyto-
sin-Anteil abhangt, und dass sich schwache langreichweitige Korrelationen auch in den kodierenden
Bereichen entdecken lassen, wenn man nur jede dritte Base in der Sequenz fur die Analyse benutzt.
Dadurch verschwinden die starken Dreierkorrelationen, die sonst die Erkennung erschweren. Wei-
terhin wurden multifraktale Analysen der DNS-Sequenzen durchgefihrt, die in den meisten Féllen
monofraktales Verhalten sowohl von den kodierenden als auch von den nicht-kodierenden Berei-
chen ergaben. Diese Analysen wurden mit WTMM [ARNEODOetal-02] bzw. mit MF-DFA durchge-
fahrt [RosAsetal-02], wobel letzteres die erste Anwendung der MF-DFA aul3erhalb der Giel3ener
bzw. Bostoner Gruppe ist. Allerdings existiert auch die Behauptung, dass die nicht-kodierenden
Bereiche multifraktales Verhalten zeigen [ Y uetal-01].
Kirzlich wurde dartber hinaus nachgewiesen, dass die Korrelationen in der DNS vollig verschie-
dener Zellen (Eukaryoten und Eubakterien) in gleicher, universeller Weise auftreten, wahrend sie
bei Archaebakterien fehlen [AubDiTetal-01, ARNEODOEetal-02]. Dies deutet in Kombination mit wei-
teren Ergebnissen darauf hin, dass die langreichweitigen Korrelationen die dreidimensionale ,,Ver-
packung” der DNS mit den so genannten Nukleosomen, die bei den Archaebakterien fehlt, unter-
stiitzen oder erst ermdglichen.

© Human T-cell receptor alpha/delta locus

loglng(l)

[I.C.2. Langzeit-Korrelationsverhalten sensorischer Nervenimpulse

Neben den Signalen, die vom Hirn ausgehen, um im Rahmen des autonomen oder des somatischen
Nervensystems Korperfunktionen oder Bewegungen zu steuern, wofir ich im Kapitel 11.B die
Langzeitkorrelationen studiert habe, gibt es auch Signale, die in umgekehrter Richtung laufen und
Sinneswahrnehmungen an das Hirn vermitteln. Das Fluktuations- und Korrelationsverhalten dieser
Signale bei Abwesenheit von auf3eren Reizen soll jetzt das Thema sein, weil man aus mdglichen
Langzeitkorrelationen Rickschlisse tber die Komplexitéat des biologischen Sensor-Systems ziehen
kann. Da die Messung der entsprechenden Nerven-Signale nur invasiv erfolgen kann, ist eine Be-
schrénkung auf die Untersuchung von einfacheren Tieren geboten. Zudem hat das den Vorteil, dass
deren Sinnesorgane nicht ganz so komplex und darum eher verstehbar sind. 1n der Zusammenarbeit
mit der biophysikalischen Gruppe von Prof. F. Moss (St. Louis, USA) ergab sich die Gelegenheit,
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die Signale von Sinnesorganen von Fi-
schen und Krebsen zu untersuchen und
zwar von Elektro- und Mechanosensoren,
die elektrische Felder bzw. Erschiitterun-
gen im Wasser detektieren [BAHARetal-
01]. In beiden Fallen werden Nervenim-
pulse registriert, und zwar jeweils am ers-
ten vom biologischen Sensor-System weg-
fuhrenden Neuron, d.h. auf der gleichen
peripheren Ebene. Die betrachteten Zeit-
reihen bestehen (éhnlich wie beim Herz-
schlag in Abschnitt 11.B.1) aus den Zeitin-
tervallen t; zwischen aufeinander folgen-
den Impulsen.

a) Antikorrelationen bei Elektro-
sensoren des L 6ffelstors

Der Loffelstér (Polyodon spathula) ist
einer der groften SlRwasser-Fische in
Nordamerika. Er erndhrt sich ausschlief3-

I1.C. Weitere physiologische Anwendungen
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Abb. I11.C.3: Skizze zu den Elektrosensoren des L6f-

fdstors (unten). In dem , Loffe” (unten links) befin-
den sich Cluster (Mitte links) aus Poren (oben links),
die wiederum Haarzdllen als egentliche Sensoren
enthalten. Die Messung erfolgt an eéinem vom Cluster
wegfihrenden Neuron, und man registriert die Ner-
venimpulse (oben rechts) (aus [BAHARetal-01]).

lich von Plankton (Daphnia, = 2mm grof3),

das er anhand der bei Schwimm- und Fressbewegungen erzeugten schwachen elektrischen Felder
im Wasser erkennt und verfolgt. Dazu [NEIMANetal-00] und zur Erkennung von Hindernissen im
Wasser [ GURGENSetal-00] besitzt er einen passiven Elektrosensor [BuLLocCKetal-83, WILKENSetal-
97] in seiner ungewohnlich langen und breiten Nase (darum ,, L6ffel“-Stor). Die Elektrorezeptoren
sind in Clustern angeordnet, die aus etwa 25 Poren bestehen, wobei jede Pore etwa 400 empfindli-
che Haarzellen aufweist, siche Abb. I1.C.3. Die Empfindlichkeit fur elektrische Felder wurde in
Verhaltensexperimenten bestimmt zu 0.5 bis 1uV/cm [RusseLetal-99]. Von jedem Cluster fihrt
eine Nervenfaser weg, und an diesen Nervenfasern werden die Impulse fir die Analyse mit Stan-
dardverfahren [DouGLASSetal-93, WILKENS& DOUGLASS-94, WILKENSetal-97] registriert. Die Un-
tersuchung erfolgt ohne stimulierendes aulReres Feld und bei drei Experimenten sogar mit einer zu-
sétzlichen Abschirmung des , L6ffels* durch p-Metall, um jegliche @uf3ere Beeinflussung des Elekt-
rosensors auszuschlief3en. Zusétzlich wurde die Wasserzufuhr im Becken fur einige Messungen
abgeschaltet, aber das hatte auch keinen Einfluss auf die Ergebnisse.

Abbildung 11.C.4(a) zeigt die DFA1- bis DFA7-Fluktuationsfunktionen fur einen typischen Daten-
satz von einem Elektrosensor des Loffelstors (Lange = 30 000 Nervenimpulse). Man erkennt, dass
die Steigung der Kurven fur alle DFA-Ordnungen deutlich kleiner als a = 1/2 (fur unkorreliertes
Verhalten) ist und in diesem Beispiel etwa 0.25 betrégt. Das bedeutet, dass die Zeitintervalle zwi-
schen den Nervenimpulsen des Elektrosensors stark antikorreliert sind.  Auf langere Intervalle fol-
gen kirzere und umgekehrt, und das gilt Uber viele Zeitskalen hinweg. Die Ergebnisse zeigen An-
tikorrelationen bis zu Zeitskalen von 10 bis 200 Sekunden je nach Versuch und Nervenimpulsrate
des untersuchten Tieres. Demnach ist das Elektrosensor-System Uberraschend komplex; es hat ein
Langzeit-, Gedachtnis® von bis zu 200 Sekunden, und das schon auf der ersten peripheren Ebene.
Erst auf grof3en Zeitskalen sieht man einen Ubergang, der wahrscheinlich durch Trends oder andere
Nichtstationaritdten verursacht wird. Dass Nichtstationaritéten auftreten, ist zu erwarten, denn bei
den meisten Experimenten wird das Ende der Messung dadurch verursacht, dass der Fisch stirbt.
Da die Daten antikorreliert sind, haben Trends und Nichtstationaritéaten sehr starke Auswirkungen
und lassen sich selbst mit Polynomen hohen Grades nicht vollstéandig beseitigen.
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I1. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen
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Abb. I1.C.4: DFA-Untersuchung der Nervenimpulse auf der ersten peripheren Ebene bel Elektrosensoren
(ES) des Loffelstors. Die Fluktuationsfunktionen sind doppelt logarithmisch gegen die Anzahl der Impulse
aufgetragen. (a) Vergleich der Ergebnisse fir DFAL bis DFA7 fir einen typischen Datensatz; man erkennt
klar die Antikorrelationen und erst auf groRRen Zeitskalen den Einfluss von Nichtstationaritéten. (b) Ver-
gleich der DFA5-Ergebnisse fir sieben weitere Datensétze; der dritte und der vierte Datensatz von oben wur-
den mit p-Metall Abschirmung des , Loffels® aufgenommen. (c) DFA der gemischten Datensétze aus den
Teilen (a) und (b); man erkennt unkorrdiertes Verhalten, a = 1/2. Die zum Vergleich eingezeichneten Gera-
den haben das angegebene Skalenverhalten und die Pfeile an der horizontalen Achse markieren Anfang und
Ende der zur Bestimmung der Skalenexponenten a benutzten Bereiche; die gestrichelte Linie in (b) ist eine
in diesem Bereich angepasste Gerade (nach [BAHARetal-01]).

Abbildung 11.C.4(b) zeigt einen Vergleich der DFA5-Ergebnisse fur sieben weitere Datensédtze. Ich
habe die hohe Ordnung zur Trendbeseitigung verwendet, weil damit der antikorrelierte Bereich et-
was besser zu erkennen ist. Bei der obersten Kurve sieht man trotzdem nur einen sehr begrenzten
Bereich mit Antikorrelationen. Solche Datensdtze wurden als ,,problematisch* klassifiziert. Bei
den meisten Datensétzen ergab sich ein antikorreiertes Skalenverhalten Uber mehr als anderthalb
Dekaden, und der Fluktuationsexponent a konnte im Skalenbereich zwischen 50 und 500 Nerven-
impulsen bestimmt werden (,,gute” Fits, siehe z.B. die gestrichelte Gerade mit Steigung 0.19 in
Abb. 11.C.4(b)). Abbildung 11.C.4(c) zeigt, dass die gemischten Datenreihen derselben acht Expe-
rimente wie in Abb. 11.C.4(a) und (b) alle unkorreliertes Verhalten aufweisen. Daher sind die Anti-
korrelationen nicht auf die Verteilung der Zeitintervalle zwischen den Nervenimpulsen zuriickzu-
fUhren, sondern auf die Anordnung dieser Zeitintervalle.

Die Ergebnisse fir alle 25 Datensétze von Elektrorezeptoren verschiedener Loffelstére habe ich im
Histogramm Abb. 11.C.6(b) zusammengefasst, das die Verteilung der Fluktuationsexponenten o
zeigt. Dabei sind die Werte problematischer Datensétze nicht einfach weggelassen, sondern als
hellgraue Kastchen eingezeichnet, um zu zeigen, dass die Datenqualitét ausreichend ist und dass die
AusreiRer im Histogramm durch solche problematischen Datensédtze verursacht werden. Von den
25 Datensétzen zeigen 15 gutes Skalenverhalten auf Zeitskalen von mehr als 1000 Nervenimpuls-
Intervallen, 5 auf Skalen bis zu 300 Nervenimpuls-Intervallen und 5 zeigen kein Skalenverhalten
wie die oberste Kurve in Abb. I1.C.4(b). Der Mittelwert der Fluktuationsexponenten betrégt a =
0.24 £ 0.05 fir die gut skalierenden Datensdtze und a = 0.29 £+ 0.10 fir alle Datensdtze. Damit sind
langreichweitige Antikorrelationen in den Nervenimpulsen der Elektrorezeptoren der Loffelstore
eindeutig nachgewiesen und es ist klar, dass die Sensoren schon vor der ersten peripheren Ebene ein
Langzeitgedachtnis von bis zu 200 Sekunden enthalten mtissen.

Diese Analyse it das erste Mal, dass langreichweitige, ein Skalenverhalten zeigende Antikorrelati-
onen in einem biologischen System nachgewiesen wurden. Vorher waren nur kurzreichweitige
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Antikorrelationen auf Zeitskalen unter einer Sekun-
de bel anderen Fischen [SCHAFERetal-95, RAT-
NAM&NELSONetal-00] bekannt, die man auf einen
Oszillator zurUckfuhrte, der ein Signal knapp unter
der Ausléseschwelle fir Nervenimpulse erzeugt.
Dieses Signal kann nur Impulse auslésen, wenn ein
externes (zu detektierendes) Signal oder ein zufalli-
ges Rauschsignal hinzukommen. Aber dann treten
die Impulse immer in der Nahe der (periodischen)
Maxima des Oszillatorsignals auf, so dass sich typi-
scherweise einige dicht aufeinander folgende Im-
pulse mit Ruhezeiten abwechseln. Die Reichweite
der dadurch verursachten Kurzzeit-Antikorrelatio-
nen entspricht etwa der Periode des Oszillators.
Nur wenn das externe Signal sehr stark ist, werden
standig I mpulse ausgel6st und die Antikorrelationen
verschwinden. Daher stellt dieser Erklarungsansatz

I1.C. Weitere physiologische Anwendungen
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Abb. I1.C.5; Skizze zu Mechanosensoren in
der Schwanzflosse des Flusskrebses. Von
jedem Sensor-Haar fihrt eine Nervenfaser, an
der direkt die Impulse gemessen werden, weg
in Richtung zentrales Nervensystem; die Gang-
lien sind so etwas wie Schaltzentralen im Ri-
ckenmark (aus [BAHARetal-01]).

eine verhatnismaldig einfache Maéglichkeit dar, In-

tensitdten mittels Impulsen zu kodieren und den Dynamikbereich des Sensors zu erhéhen.  Zur Er-
kldrung der langreichweitigen Antikorrelationen bel den Elektrosensoren der Loffelstore ist er al-
lerdings nicht ausreichend. Man bréauchte mindestens eine Vielzahl solcher Oszillatoren mit Uber
mehr als eine Grélenordnung variierenden Eigenfrequenzen in jedem Cluster des Sensors, bei-
spielsweise in jeder Pore eine andere. Das ist erstens ohne weitere Experimente rein spekulativ und
wrde zweitens die Auswertung des Nervenimpuls-Signals im Gehirn erschweren. Eswére aber als
Mechanismus zu einer weiteren Erhthung des Dynamikbereichs durchaus brauchbar, wenn die
Empfindlichkeiten der einzelnen Poren entsprechend ihrer Oszillatorfrequenzen héher oder niedri-
ger wéaren. Dann miisste man eine charakteristische Veranderung der Antikorrelationen in Abhan-
gigkeit von der Stérke eines externen Signals beobachten kénnen, und nur ohne externes Signal
wurde sich das Antikorrelations-Skalenverhalten ergeben.

Wie die Langzeit-Antikorrelationen in den Elektrosensoren genau verursacht werden und welchen
Zwecken sie dienen, erfordert wie gesagt weitere Arbeiten. Auf jeden Fall ist es interessant, dass
man bel einem komplexen Sinnesorgan Antikorrelationen findet, wohingegen die vom autonomen
Nervensystem ausgehende Regelung von Herz oder Atmung (beim Menschen) eher positive Korre-
lationen aufweist.

b) Unkorrelierte Fluktuationen bei M echanosensor en des Flusskr ebses

Um die Frage nach der Allgemeingtiltigkeit der Ergebnisse zu den Antikorrelationen in den Nerven-
impulsen der Elektrosensoren des Loffelstors zu prifen, haben wir Nervenimpulse von Mechano-
sensoren des Flusskrebses [HUXLEY-1880] auf ihr Korrelationsverhalten untersucht. Diese Experi-
mente sind einfacher, weil die Flusskrebse nicht gezlichtet werden missen, sondern Uber den Re-
staurantfachhandel Iebend bezogen werden kénnen. Auf3erdem muss die Messung nicht am Ieben-
den Tier erfolgen, sondern man kann nach der Abtrennung der Schwanzflosse Uiber eine Stunde lang
Messungen an den daran frei praparierten Nervenfasern durchfiihren, die von den Mechanorezepto-
ren kommen (siehe Abb. 11.C.5). Die Mechanosensoren selbst bestehen hier aus nur einem Haar,
das mit typischerweise zwei Neuronen gekoppelt ist. Diese geben Impulse ab, sobald das Haar ge-
bogen wird [WINE-84, WILKENS-88]. Sie reagieren auf hydromechanische Bewegungen in der
GroéRenordnung von mindestens 10 bis 100 nm [DoucGLASssetal-93] und kdnnen auch Bewegungen
von mehreren Mikrometern noch zuverlassig erkennen. Die Messelektroden werden wieder an die
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Abb. I1.C.6: (a) DFA5-Untersuchung der Nervenimpulse auf der ersten peripheren Ebene bei sieben Me-
chanosensoren (MS) verschiedener Flusskrebse. Die Fluktuationsfunktionen sind doppdt logarithmisch
gegen die Anzahl der Impulse aufgetragen. Zusétzlich ist unten das Ergebnis fiir die von einem Hodgkin-
Huxley- (HH-) artigen Modell [BRAUNEetal-98] erzeugte kiinstliche Datenreihe gezeigt, die ebenfalls keine
langreichweitigen Korrelationen aufweist. (b,c) Histogramme fir die DFA5-Fluktuationsexponenten a, die
im Bereich von 50 bis 500 Nervenimpulsen fur (b) alle 25 Datensétze von Elektrorezeptoren von L 6ffelsto-
ren und (c) fur alle 31 Datensétze von Mechanorezeptoren von Flusskrebsen bestimmt wurden. Die Kast-
chen fur Datensétze, die kein gutes Skalenverhalten in diesem Bereich zeigen, sind hellgrau eingeférbt (nach
[BAHARetal-01]).

erste vom Sensor wegfiihrende Nervenfaser angeschlossen, die hier direkt von den Neuronen am
Sensor-Haar kommt, ohne eine Zusammenschaltung der Sensorzellen mehrerer Haarzellen in gan-
zen Poren oder Clustern. Durch eine Vibrations-I solation wurde eine externe Stimulation der Sen-
soren verhindert.

Abbildung 11.C.6(a) zeigt die Ergebnisse der DFAS fir sieben Datensdtze von Mechanosensoren
des Flusskrebses. Man erkennt, dass hier die Intervalle zwischen aufeinander folgenden Nerven-
impulsen vollig unkorreliert sind (o = 1/2). Auch das Histogramm fir alle 31 Datensdtze von Me-
chanorezeptoren verschiedener Flusskrebse (Abb. 11.C.6(c)) zeigt, dass in fast allen Fallen unkorre-
liertes Verhalten auftritt. Ein Vergleich mit dem Histogramm fir die Elektrosensor-Daten (Abb.
[1.C.6(b)) macht den drastischen Unterschied klar. Wie bei biologischen Messdaten an Préparaten
nicht anders zu erwarten, gibt es auch Ausreil3er im Histogramm, die meist zudem ein problemati-
sches Skalenverhalten zeigen, also keine Gerade im doppelt logarithmischen Bild. Zum Vergleich
wurde auch eine kinstliche Datenreihe analysiert, die generiert wurde von einem Standard-Modell
flr Temperatur- und Mechanorezeptoren [BRAUNetal-98], das im Wesentlichen aus Differenzial-
gleichungen fur lonenkonzentrationen besteht (Hodgkin-Huxley-artiges Modell). Auch diese Reihe
zeigt unkorreliertes Verhalten. Damit ist gezeigt, dass einfach aufgebaute Sensoren keine antikorre-
lierten Nervenimpulse erzeugen, so dass das Ergebnis bei den Elektrosensoren Riickschllisse auf die
Komplexitét dieses Sensors erlaubt.
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II.D. Korrelationsverhalten geophysikalischer Zeitreihen

Der Wasserbau-Ingenieur H. E. Hurst hat als erster eine systematische Fluktuationsanalyse von lan-
gen geophysikalischen Zeitreihen durchgefuhrt [HURST-51]. Sein Ausgangspunkt war die Frage,
wie sich die Fluktuationen der Wassersténde in einem (natirlichen oder kiinstlichen) Reservoir be-
schreiben und vielleicht vorhersagen lassen, um einen Anhaltspunkt fir Wasserbaumal3nahmen zu
bekommen. Bei seinen Arbeiten in Agypten konnte er auf einen langen historischen Datensatz von
jahrlichen Wasserstandsminima des Nils am Pegel Roda bel Kairo zuriickgreifen, der schon 1925
veroffentlicht wurde [ TOUSSON-25, POPPER-51, BERAN-94] und 663 aufeinander folgende M esswer-
te aus den Jahren 622 bis 1284 enthalt. Die Daten wurden urspriinglich zur Festlegung von Steuer-
abgaben erfasst. Seine Analyse-Methode, die R/'S-Analyse (siehe Abschnitt 11.A.1.d), wandte Hurst
auch auf andere geophysikalische Datenreihen an, darunter Regen-, Temperatur- und Luftdruckrei-
hen, sowie Baumringbreiten und Sonnenflecken-Zahlen [HURSTetal-65], siehe auch [MANDEL-
BROT&WALLIS-69, FEDER-88]. Hurst fand bei diesen Reihen Langzeitkorrelationen mit Fluktuati-
onsexponenten H 2> a im Bereich zwischen ungefahr 0.7 und 0.8; als Mittelwert gab er a = 0.726
an. Diese Langzeitkorrelationen sind als ,,Hurst-Effekt” bekannt.

Spéter griff B. B. Mandelbrot die Arbeiten auf [MANDELBROT& WALLIS-69, MANDELBROT-02], und
legte einen Schwerpunkt auf die ,fraktale® Beschreibung der nattrlichen Datenreihen mit einem
nicht ganzzahligen Exponenten. Hurst wurde kritisiert, vor allem weil er zur Erklarung der von ihm
gefundenen langreichweitigen Korrelationen ein Modell vorschlug, das nur Kurzzeitkorrelationen
und einen Trend aufweist, was er aber mit seiner Methode nicht erkannte [FEDER-88]. Viele weite-
re Erklarungsversuche wurden inzwischen veroffentlicht, die fast alle mit Verletzungen der Voraus-
setzungen des zentralen Grenzwertsatzes in Zusammenhang stehen und teilweise von einem nur
transienten Korrelationsverhalten oder von nichtstationdren Mittelwerten ausgehen [KLEMES-74,
POTTER-76, SALASetal-79, BHATTHACHARY Aetal-83, MESA& POVEDA-93]. In den letzten zehn Jah-
ren wurde bei Abfluss- und Niederschlagszeitreihen erkannt [ TESSIERetal-93, LOVEIOY & SCHERT-
ZER-95, HARRISetal-96, TESSIERetal-96, DAVIsetal-96, PANDEY etal-98, DEIDDAetal-99, DEIDDA-00,
DOUGLAS& BARROS-03], dass ein einziger Exponent nicht zur Charakterisierung der Daten aus-
reicht, weil multifraktales Skalenverhalten (siehe Abschnitt 11.A.3.c+d) vorliegt, d.h. grof3e und
kleine Fluktuationen mit unterschiedlichen Skalenexponenten charakterisiert werden missen. Eine
Einfuhrung in die hydrologischen Anwendungen geben [RODRIGUEZ-I TURBE& RINALDO-97].

In diesem Kapitel werde ich — entgegen der historischen Reihenfolge aber entsprechend zunehmen-
der Komplexitat der Daten — zuerst Temperatur-Zeitreihen behandeln, dann Niederschlags-Zeitrei-
hen und schlief3lich Abflusszeitreihen (Pegelstdnde von Fliissen). Dabel haben wir im Unterschied
zu den meisten vorhergehenden Arbeiten systematisch trendbereinigende Methoden (DFA und MF-
DFA) verwendet, und bei den multifraktalen Analysen zusétzlich einen Vergleich mit der WTMM-
Methode durchgefihrt. Als Anwendungen betrachte ich Tests von aktuellen Klimamodellen sowie
Tests von rekongtruierten historischen Datenreihen und Paldodaten. Der Ausgangspunkt ist dabel,
dass das Korrelationsverhalten solcher Daten mit dem bel Messdaten beobachteten Skalenverhalten
Ubereinstimmen sollte.

[I.D.1. Temperatur-Zeitreihen

Dass die Fluktuationen der Tagestemperaturen um ihre langjahrigen, von der Jahreszeit abhéngen-
den Mittelwerte nicht ganz zufallig sind, weil3 man schon seit langem. Einem zu warmen Tag folgt
eher wieder ein zu warmer Tag als ein zu kalter und umgekehrt. Die triviale Wettervorhersage, dass
das Wetter von morgen genauso ist wie das Wetter von heute, wurde friher oft als Vergleich zur
Uberprifung der Nutzlichkeit kurzfristiger Wettervorhersagen verwendet. Die Erhaltungsneigung
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(,Persistenz”) des Wetters auf
Zeitskalen von ungefahr einer
Woche wird durch die Existenz
von GroRwetterlagen bedingt, in
denen das Wetter einigermal3en
stabil ist [PALMER-00, BUNDE-
etal-02]. Auf langeren Zeitska
len treten andere Arten der Per-
sistenz auf, wovon eine durch
Zirkulations-Muster in Verbin-
dung mit einem Uber mehrere
Wochen ortsfesten, stabilen
Hochdrucksystem (Blockierung)
verursacht wird [CHARNEY & DE-
VORE-79]. Kdurzlich wurde eine
madgliche Verbindung zwischen
der Kurzzeit-Persistenz des Wet-
ters und den Sonnenfleckenfluk-
tuationen aufgezeigt [SCAFET-
TA&WEST-03]. Auf der Zeitska
la mehrerer Monate wird ein
grof3er Teil der Persistenz auf der
sudlichen Hemisphére durch die
El Nifio Oszillation hervorgeru-
fen, die sogar das Wetter Uber

I1. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen
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Abb. 11.D.1: Analyse der Prager Temperaturdatenreihe, die aus
den gemessenen Tagesmittelwerten von 1775 bis 1992 besteht.
Teil (a) zeigt fur die Jahre 1900 und 1901 die mittlere Tagestempe-
ratur T;, wobei die Abweichungen vom Jahresgang nach oben und
unten schwarz bzw. grau schraffiert sind. Die Teile (b) und (c)
zeigen die Fluktuationsfunktionen F(s) fir FA und DFAL his
DFADS fir die Originaldaten bzw. fur Daten, die nach der Subtrak-
tion des Jahresganges zufélig gemischt wurden, um die
langreichweitigen Korrelationen zu zerstéren (in Anlehnung an
[KOSCIELNY-BUNDEEtal-98a] nach [BUNDE& KANTELHARDT-01]).

Nordamerika beeinflusst [Mo-
NETTIetal-03].

Die Frage ist nun, wie die von mdglicherweise verschiedenen Mechanismen erzeugten Persistenzen
auf verschiedenen Zeitskalen zusammenwirken, d.h. wie der Grad der Erhaltungsneigung von der
Zeitskala abhangt. Dalangreichweitige Korrelationen durch Trends und andere Nichtstationaritéten
vorgetauscht werden kénnen, sollten trendbereinigende Methoden eingesetzt werden.

a) Universelle Langzeitkorrelationen fir Wetter stationen auf den K ontinenten

Wir betrachten tagliche Temperaturrethen T;, die an einem festen Ort gemessen wurden [ KOSCIEL-
NY-BUNDEetal-96, KOSCIELNY-BUNDEetal-98a, KOSCIELNY-BUNDEetal-98b, BUNDE& KANTEL-
HARDT-01, EICHNER-02, EICHNERetal-03]; der Index i lauft Uber den gesamten Beobachtungszeit-
raum, Schalttage werden weggelassen. Die schwarzen und grauen Fléchen in Abb. [1.D.1(a), die
die positiven und negativen Abweichungen vom langjahrigen Mittelwert kennzeichnen, zeigen die
Erhaltungsneigung an. Um saisonal bedingte Einfllisse auszuschalten, bestimmen wir zundchst den
Jahresgang, indem wir fur jeden Kalendertag den Uber alle Jahre gemittelten Durchschnittswert T,
berechnen, und ziehen ihn dann von den T; ab. Die analysierte Reiheist x =Ti— T .

Abbildung 11.D.1(b) zeigt die Ergebnisse von FA und DFA1 bis DFAS5 fir die Prager Reihe der
Tagesmittelwerte. Den Einfluss eines Trends, der auf die Stadterwarmung von Prag zurickzufih-
renist, sieht man in Abb. [1.D.1(b) in der obersten Kurve (FA), die sich in dem doppelt logarithmi-
schen Plot leicht nach oben krimmt, was einem Ubergang zur Séttigungssteigung 1.0 fiir die FA
entspricht.  Abgesehen von sehr grof3en Zeitskalen s > 1500 Tagen (auf denen der Trend zur
erhdhten Steigung von a = 0.8 fuhrt) und abgesehen von Zeitskalen innerhalb einer GroRwetterlage
(unter 10 Tagen) hat die FA-Kurve naherungsweise die Steigung a = 0.65. Die gleiche Steigung
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finden wir fur die DFA1- bis DFA5-
Kurven. Da die Steigungen systema
tisch konstant bleiben, schlief3en wir
aus Abb. 11.C.1(b) und unter Verwen-
dung von Gl. (11.A.18), dass die trend-
bereinigte  Temperatur-Korrelations-
funktion auf langen Zeitskalen wie
C(s) ~ s’ mit y = 0.7 abnimmt. Zum
Vergleich wurden die Daten zufallig
durcheinander gemischt. Das DFA-
Ergebnis in Abb. 11.D.1(c) zeigt die
erwartete Steigung 0.5, d.h. die Ver-
tellung der Messwerte ist nicht breit.
Die Abweichungen von der Steigung
0.5 bei groRRen Zeitskalen sind auf
unzureichende Statistik zuriickzufih-
ren und zeigen an, bis zu welchen
Skalen die Analyse verlasslich ist.

Abbildung 11.D.2 zeigt die Analyse-
ergebnisse fir vier weitere Wetter-
stationen aus dem Inneren und vom
Rand verschiedener Kontinente [EICH-
NERetal-03]. Man erkennt, dass bis auf
Kurzzeitkorrelationen unterhalb von
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Abb. I1.D.2; Analyse von vier typischen taglichen Tempe-
ratur-Datensdtzen aus dem Inneren und vom Rand verschie-
dener Kontinente. Die Fluktuationsfunktionen von DFAO (x,
aguivalent zu FA) und DFAL bis DFA3 (; , von oben nach
unten) sind doppédlt logarithmisch gegen die Skala in Tagen
aufgetragen. Die Steigungen der eingezeichneten Geraden
sind a = 0.64 + 0.02 (Wien, kontinental), 0.62 + 0.02 (Perm,
kontinental), 0.63 + 0.02 (Charleston, nahe einer Kiiste) und
0.67 + 0.02 (Pusan, nahe einer Kiste). Die htheren Stei-
gungen auf kleinen Skalen sind auf Grofwetterlagen zurtick-

ca. 10 Tagen, die durch GroRwetterla-  2uftinren (aus [EICHNERetal-03]).

gen verursacht werden, auch hier

gleichmal3iges Skalenverhalten Uber viele GrofRenordnungen der Zeit vorliegt (zur Abschétzung der
Ubergangszeitskala, siehe Abschnitt 11.A.2.c). Die Persistenz erzeugenden Mechanismen im Wet-
ter- und Klimasystem verursachen also ein weitgehend einheitliches Skalenverhalten. Ahnliche
Ergebnisse wurden fir alle bisher untersuchten langen Temperaturzeitreihen von Wetterstationen
auf den Kontinenten erhalten [KOSCIELNY-BUNDEetal-98a, EICHNER-02, EICHNERetal-03]. Auch
eine Wavelet-Analyse erbrachte dieselben Werte fir die Fluktuationsexponenten [KOSCIELNY-
BUNDEetal-98a]. Die universelle Steigung a = 0.65 der Geraden ist auf3erdem unabhéngig vom
Abstand der Wetterstation von der Kiste [EICHNERetal-03, BUNDEetal-03a]. Abbildung 11.D.3
zeigt ein Histogramm der Fluktuationsexponenten a, die aus den DFA2-Fluktuationsfunktionen fir
die taglichen Temperaturreihen von 95 Wetterstationen bestimmt wurden [EICHNERetal-03]. Man
erkennt, dass bis auf die Inselstationen praktisch alle Datensdtze den universellen Skalenexponenten
a = 0.65 aufweisen. Schon Hurst hatte fur das Skalenverhalten von Temperaturrethen den Expo-
nenten H = 0.68 + 0.09 > a angegeben [HURSTetal-65, FEDER-88].

Dieses Ergebnis ist konsistent mit den Resultaten verschiedener Gruppen, die mit verschiedenen
Methoden arbeiten. Basierend auf der Spektralanalyse berichten [PELLETIER& TURCOTTE-97, PEL-
LETIER-97, PELLETIER-98] zum Teil von etwas stérkeren Korrelationen (a = 0.75 entsprechend 3 =y
= 0.5) sowie von einem veranderten Skalenverhalten oberhalb von 2000 Jahren bei aus Eisbohrker-
nen rekonstruierten Temperaturdaten. In [TALKNER& WEBER-00, WEBER& TALKNER-01] wurden
die Ergebnisse der klassischen Autokorrelationsanalyse, der Spektralanalyse, der Hurst-Analyse,
der FA und der DFA verglichen, mit dem Ergebnis, dass sowohl Hurst-Analyse als auch DFA klar
die Langzeitkorrelationen zeigen, wahrend bei der klassischen Autokorrelationsanalyse und der
Spektralanalyse Probleme auftraten. [TALKNER& WEBER-00] fanden fUr sieben Reihen von mittle-
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ren Tagestemperaturen mit Spektralanalyse (mit DFA) a = (b) DFA2 5
0.62 (0.66), wahrend bei den minimalen bzw. maximalen Ta 1 Summit
gestemperaturen a = 0.62 (0.65) bzw. a = 0.62 (0.67) heraus- m= Highland
kam. Nur die Kurzzeitkorrelationen, die von den GroRwetter- = [;‘J,Z’;‘f

lagen abhangen, weisen nach diesen Arbeiten ein nicht- m= |sland

universelles Verhalten auf. Nach Untersuchungen von [TALK-
NER&WEBER-00] lassen sich fur das Leistungsspektrum P(f)
ein gestreckt exponentieller Verlauf, P(f) ~ exp[—(f/fo)Y], oder
eine Weibull-Verteilung, P(f) ~ (f/fo)" ™ exp[—(f/fo)’], nicht aus-
schliefen.  Weliterhin vertreten [FRAEDRICH& BLENDER-03,
BLENDER& FRAEDRICH-03] basierend auf Spektralanalysen und
DFA2-Ergebnissen die Ansicht, dass die Temperaturreihen im
Inneren der Kontinente unkorreliert sind (a = 0.5) und nur in
der Néhe einer Klste langreichweitige Korrelationen auftreten
(a = 0.65); diese wird von [ BUNDEetal-03a] widerlegt. | : e
Ergebnisse zur multifraktalen Analyse von Temperaturdaten LR
wurden bislang nicht veroffentlicht. Der Grund ist, dass die Abb. 11.D.3:

=N
o

frequency

[T |

n
o

Histogramme der
Daten praktisch monofraktales Verhalten aufweisen, siehe Fui3-
note [8] in [KOSCIELNY-BUNDEetal-98a]. Krzlich wurden mit
der Amplituden-DFA (siehe Abschnitt 11.A.2.€) universelle,
aber schwache Korrelationen (damp = 1.60 £ 0.03 > 1.5) in
zehn Reihen von Betrégen von Temperatur-Inkrementen |8Ti| =
[Ti+a — Ti] nachgewiesen [GoOVINDANetal-03], was nichtlineare
Komponenten in den Reihen anzeigt. Dabei wurde der Jahres-
gang erst nach der Bildung der |8T;| abgezogen. Da ein Wert
Oamp > 1.5 auch bei multifraktalen Modelldaten beobachtet
wird [ASHKENAZYetal-03a], konnte dies bedeuten, dass die
Temperatur-Reihen doch leicht multifraktal sind. Auf jeden

DFA2-Fluktuationsexponenten o
fUr 95 tagliche Temperaturzeitrei-
hen. Jedes Kastchen entspricht
eine Wetterstation, und die Grau-
stufe gibt die Lage der Station an,
Gipfellage (weil?), Hochland,
Tiefland, Kuste (immer dunklere
Graustufen) und Insel (schwarz).
Mit Ausnahme der Inselstationen
zeigen praktisch alle Datensétze
den universellen Skalenexponen-
ten a = 0.65 (aus [EICHNERetal-
03)).

Fall sind die Temperatur-Zeitreihen aber weniger komplex als

z.B. Niederschlags- oder Abflussreihen, bei denen eine multifraktale Beschreibung unumganglich
ist. Die Universalitédt der Langzeitkorrelationen bel Temperaturreihen deutet darauf hin, dass es
sich dabel um ein globales Phanomen handelt, das unabhangig von den lokalen Gegebenheiten der
jeweiligen Messstationen ist. Ursache koénnte die Kopplung der Atmosphére an die Ozeane sein,
was auch die stérkeren Korrelationen bei | nselstationen erklaren kdnnte, um die es jetzt gehen soll.

b) Unter schiedliche Kur z- und Langzeitkorrelationen der M eer estemper aturen

Die Fluktuationen der M eerwasser-Oberflachen-Temperaturen und der Lufttemperaturen auf kleine-
ren Inseln lassen sich weniger einfach charakterisieren als bei kontinentalen Wetterstationen [Mo-
NETTIetal-03, EICHNERetal-03, VJusHINetal-04]. Das Histogramm in Abb. 11.D.3 zeigt, dass die
Skalenexponenten fr die Inselstationen merklich grof3er sind und stérker streuen zwischen o = 0.65
und 0.9. Fir Daten auf See sind vier Probleme wesentlich: (i) Die Aufzeichnungen reichen nicht
so weit in der Vergangenheit zurlick, so dass die Statistik schlechter ist, (i) man muss auf (raumlich
und zeitlich) interpolierte Daten zurtickgreifen, weil die Schiffe keine festen Standorte haben, (iii)
Kurzzeitkorrelationen spielen eine groRere Rolle, und (iv) spezifische Oszillationsprozesse auf Zeit-
skalen von bis zu mehreren Jahren haben teilweise einen grof3en Einfluss und verhindern ein ein-
heitliches Skalenverhalten. Dementsprechend ist das Skalenverhalten recht uneinheitlich [MONET-
Tietal-03]. Fir die Analyse standen monatliche und wdchentliche Meeres-Oberflachen-Tempera-
tur-Daten zur Verfligung, die durch I nterpolation von Aufzeichnungen britischer Schiffe [PARKERe-
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tal-94] gewonnen wurden [REYNOLDS& MARSI-
C0-93, REYNOLDS& SMITH-94, KAPLANetal-98,
RAYNERetal-03]. Wie das zugehdrige Histo-
gramm in Abb. 11.D.4 zeigt, kénnen sowohl die
Temperaturdaten im Atlantik als auch die im
Pazifik im asymptotischen Bereich mit einem
Fluktuationsexponenten a = 0.80 = 0.08 charak-
terisiert werden, wobei die Verteilungen deutlich
breiter sind als fur die kontinentalen Wetterstati-
onen. Fir Gebiete, die stark von der sidlichen
El Nifio-Oszillation beeinflusst werden, war
keine Bestimmung der Langzeitkorrelationen
madglich, weil sich dort nur Auswirkungen der
periodischen Schwankungen auf Zeitskalen von
2 bis zu 20 Jahren zeigen. Abweichend von
diesen DFA-Ergebnissen vertreten [FRAED-
RICH& BLENDER-03, BLENDER& FRAEDRICH-03]
basierend auf DFA und auf Spektralanalysen die
Meinung, dass die Temperaturen Uber den Oze-
anen 1/f-Rauschen zeigen, d.h. a = 3 = 1, was
genau an der Grenze zur Nichtstationaritét liegt
und einer konstanten Autokorrelationsfunktion

30

Bl Asymptotic regime. Northern Atlantic 11 sites
[ Asymptotic regime. Remaining 52 sites

251 Bl Short-time regime. Northern Atlantic 22 sites
[] Short-time regime. Remaining 69 sites. —
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Abb. 11.D.4: Histogramm der Fluktuationsexpo-
nenten a fir 63 monatliche Temperaturzeitreihen
fUr Interpolations-Gitterpunkte im Atlantik und im
Pazifik, aus denen man das Langzeit-K orrdations-
verhalten ablesen kann, sowie fir 91 wochentliche
Temperaturzeitrethen vom Atlantik und vom Pazi-
fik, aus denen man das Kurzzeit-Korreations-
verhalten ablesen kann. Fir das Langzeit-Regime
wurden die Gitterpunkte weggelassen, bei denen
die sidliche El Nifio-Oszillation eine grof3e Rolle

entspricht. spielt (nach [MONETTIetal-03]).

Das Kurzzeit-Verhalten, das sich bei den Tem-

peraturdaten auf See bis zu Zeitskalen von ungeféhr 10 Monaten hinzieht, ist von noch deutlich
stérkeren Korrelationen bestimmt. Fir die Gebiete im Pazifik finden [MONETTIetal-03] nichtstatio-
nares Verhalten mit o = 1.17 + 0.08, wahrend die Gebiete im Atlantik sogar noch stérker nichtstati-
onar sind (o = 1.38 + 0.04), siehe auch Abb. I1.D.4. Der hohere Wert fir den Atlantik wird auf die
nordatlantische Oszillation zuriickgeftihrt. Mir erscheint es fraglich, ob diese Werte hohen a-Werte
im nichtstationéren Bereich auf wirkliche Temperaturfluktuationen zurtickgehen oder eher auf die
zur Datenrekonstruktion verwendeten Interpolationsmethoden und die hohere Schiff-Dichte im At-
lantik (zur Problematik bei der Rekonstruktion von Zeitreihen aus Paldodaten siehe Abschnitt
[1.D.4).

¢) Trendsin den Temperaturreihen und Vergleich mit Klimamodellen

Im jungerer Zeit ist die Diskussion Uber eine anthropogen verursachte Klimaerwarmung in den Mit-
telpunkt des offentlichen Interesses gertickt, was zu einer mehr und mehr politisierten Diskussion
auch bei den wissenschaftlichen Beitrégen zu diesem Thema gefuihrt hat [HASSELMANN-97, SOON-
etal-01, RAHMSTORF-03]. Inzwischen gilt es als extrem unwahrscheinlich, dass der beobachtete
Temperaturanstieg von ungefahr einem halben Grad pro Jahrhundert ausschlief3lich natirliche Ur-
sachen hat. Abbildung I1.D.5(a) zeigt den Verlauf der rekonstruierten mittleren Jahrestemperaturen
in der nordlichen und der stdlichen Hemisphare sowie den weltweiten Verlauf [JONESetal-99,
RAYNERetal-03, JONES& MOBERG-03], wobei jeweils die Mittelwerte der Jahre 1960 bis 1990 sub-
trahiert werden. Die Genauigkeit der Jahrestemperatur-Abweichungen wird mit £ 0.05 K angege-
ben [FOLLANDetal-01]. Die Rekonstruktion basiert auf ungefahr 3000 monatlichen Temperaturrei-
hen von Landstationen und den Oberflachen-Wassertemperatur-Daten der Seeschiffe (siehe oben).
Die raumliche und zeitliche Verteilung der Messpunkte ist sehr ungleichmaiig; insbesondere in den
stdlichen Ozeanen gibt es grof3e L licken [RAYNERetal-03, JONES& MOBERG-03].
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Abb. 11.D.5; (@) Rekonstruktion der Abweichungen der mittleren Jahrestemperaturen von der Durch-
schnittstemperatur (1960 bis 1990) fir die ndrdliche und siidliche Hemisphére sowie fir die ganze Wdt (Da-
ten aus [JONES& MOBERG-03]). Die Gerade ist eine lineare Regression an die globalen Daten mit der Stei-
gung 0.45 K pro Jahrhundert. (b) Ausschnitt aus einer langen Reihe langzeitkorrelierter Zufallszahlen (a =
0.8, y = 0.4; erzeugt mit der Fourier-Filter-Methode), der so ausgewahlt wurde, dass ein scheinbarer Trend
mit der Steigung 0.22 K pro Jahrhundert (lineare Regression) erkennbar ist, obwohl die Daten keinen Trend,
sondern nur Langzeitkorrelationen enthalten (Teil (b) nach [BUNDE& KANTELHARDT-01]).

Man erkennt, dass es im Zeitraum von ca. 1920 bis 1940 und von 1980 bis in die Gegenwart signi-
fikante Erwarmungstendenzen gegeben hat. Ein linearer Fit durch die globalen Daten (siehe Abb.
I1.D.5(a)) ergibt eine mittlere Erwarmung von 0.45 K pro Jahrhundert, wobei der Wert alerdings
etwas grofRer ausfallt, wenn man den Zeitraum bis 1920 weglassen wirde (0.67 K pro Jahrhundert).
Die funf warmsten Jahre sind, in absteigender Reihenfolge, 1998, 2002, 2001, 1997 und 1995.

Das Vorliegen von Langzeitkorrelationen in den Temperatur-Datenreihen hat Konsequenzen, so-
wohl fur die Abschéatzung der Eintrittswahrscheinlichkeit von Extremereignissen (siehe Abschnitt
I1.E), alsauch fir die Trendbestimmung, um die es jetzt geht. Konventionell wird die Trendanalyse
durch gleitende Mittelwerte (,moving averages*) durchgefuihrt, bei denen die Daten Uber hinrei-
chend grof3e Zeitfenster gemittelt werden. Unter der Annahme, dass sich die zufélligen Fluktuatio-
nen herausmitteln, kann man Aufschluss Uber die Trends bekommen. Dass dieses Verfahren im
Falle von Langzeitkorrelationen nicht funktioniert, zeigt Abb. 11.D.5(b), in der ein Ausschnitt aus
einer langen Reihe langzeitkorrelierter kiinstlicher Daten (mit o = 0.8, y = 0.4) zu sehen ist (erzeugt
mit der Fourier-Filter-Methode, siehe Abschnitt 11.A.1.c). Die Daten schwanken um Null und
Trends gibt es keine. Gleichwohl zeigt die lineare Regression scheinbare Trends an; allerdings ist
der Anstieg mit 0.22 K pro Jahrhundert nicht so stark wie bei den echten Daten in Abb. 11.D.5(a).
Die Schwierigkeiten bei der Unterscheidung von solchen scheinbaren Trends aufgrund von Lang-
zeit-Korrelationen in den Daten einerseits und echten Trends andererseits verlangt also nach einem
besseren Verfahren als einfacher Glattung und Regression. Die Analyse in [EICHNERetal-03], die
auf einem Vergleich von DFAO- und DFA2-Exponenten beruht, zeigt, dass wesentliche Trends vor
allem bei Wetterstationen in Grof3stédten auftreten. Ein typisches Beispiel dafir ist die Station in
Wien (Abb. 11.D.2(a)), bei der sich die DFAO-Fluktuationsfunktion oberhalb einer Ubergangszeit
von ca. 1000 Tagen (3 Jahren) nach oben krimmt. Starke Trends zeigen sich in einer kurzen Uber-
gangszeit und in starken Unterschieden zwischen den DFAO- und DFA2-Kurven (siehe Abschnitt
I1.A.2.c). Sie kommen hauptsachlich bei Wetterstationen in grof3en Stédten vor, was sich aber auch
ohne globale Klimaerwérmung durch das Stadtewachstum und die damit verbundene urbane Er-
warmung erklaren lasst. Trends, die nicht auf das Stadtewachstum zurlickgefuihrt werden kdnnen,
zeigen sich nur bei etwa der Halfte der Inselstationen und bei den Gipfelstationen in den Alpen.
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Abb. I1.D.6: Histogramme fir die DFA2-Fluktuationsexponenten a fiir 16 Wetterstationen auf dem Fest-
land (links) und 16 Gitterpunkte im Atlantik (rechts). Die grauen Balken zeigen die Vertellung der a-Werte
flr Messdaten an, wahrend die schwarzen Balken sich auf die vom parallden Klimamodell des NCAR gene-
rierten Datenreihen beziehen. Wahrend die Messdaten jeweils gleich sind, stammen die Modelldaten von
zehn Simulationsszenarien, die sich in den berlicksichtigten externen Beeinflussungen der Atmosphére un-
terscheiden; im jeweils ersten Bild sind keine externen Beeinflussungen beriicksichtigt, dann nacheinander
bzw. gleichzeitig Treibhausgase (G), Sulfate (Su), Ozon (Oz), Sonneneinstrahlung (S) und vulkanische Ein-
flisse (V), sowieim jeweils letzten Teilbild alle Einfllisse (aus [VJUSHINetal-04]).

Heute werden Klimamodelle eingesetzt, um die Geschwindigkeit der Erwarmung zu bestimmen.
Die globalen Klimamodelle (gekoppelte Atmospharen-Ozean Modelle fir allgemeine Zirkulation,
“coupled atmosphere-ocean general circulation models‘, AOGCM) ziehen vielfaltige Beeinflussun-
gen der Atmosphére z.B. durch die Ozeane, den wachsenden Gehalt der Luft an Treibhausgasen
(vor allem CO,) und an Aerosolen mit in Betracht, wie auch Schwankungen der Sonneneinstrah-
lungs-Intensitét, die zum Teil durch Vulkanasche in hohen Atmospharenschichten verursacht wer-
den [GRASSL-00, GANOPOLSKI& RAHMSTORF-01, YE&LU-03]. Ein typisches Klimamodell basiert
auf einem weltumspannenden raumlichen Gitter mit 300 bis 500 km Gitterweite und 10 bis 20 ver-
tikalen Schichten, wahrend fur die (kurzfristigen) Wettervorhersagen Modelle mit weniger als 100
km Gitterweite und mindestens 30 vertikalen Schichten verwendet werden. Wichtige Prozesse, wie
z.B. Wolkenbildung werden durch effektive Modellierung mit Parametern beschrieben, weil die
Ortsauflésung fur eine explizite Beschreibung nicht ausreicht. Die Klimamodelle liefern fir jeden
Gitterpunkt Temperaturdaten mit meist monatlicher Zeitauflésung.

Da das Persistenzgesetz fir die Temperaturen auf den Kontinenten universell ist, kdnnen durch ei-
nen Vergleich die Ergebnisse der Modelle kritisch gepruft werden. Solche Untersuchungen wurden
vor kurzem durchgefiinrt [GoviINDANetal-01, GoVINDANetal-02, VJusHINetal-02, GOVINDANetal-
03, VJusHINetal-04]. Abbildung 11.D.6 zeigt Histogramme der Fluktuationsexponenten o fir Wet-
terstations-Daten [KOSCIELNY-BUNDEEetal-98a, EICHNERetal-03] und Atlantik-Oberflachentempera-
turen [PARKERetal-94, KAPLANetal-98, RAYNERetal-03] (grau) im direkten Vergleich mit Histo-
grammen fur Klimamodell-Daten des parallelen Klimamodells (PCM) des National Center for At-
mospheric Reserach (NCAR) in Boulder, Colorado [WASHINGTONetal-00, DAletal-01, MEEHLetal-
03] (schwarz) fur zehn verschiedene Simulationsszenarien, die sich in den berticksichtigten exter-
nen Beeinflussungen der Atmosphére unterscheiden. Dabei schneiden nur die Modellsimulationen
im Hinblick auf korrekte Langzeitkorrelationen gut ab, bei denen auch die Schwankungen der Son-
neneinstrahlungs-Intensitét (S) und insbesondere der Einfluss von Vulkanasche (V) in hohen Atmo-
sphérenschichten berlicksichtigt sind. Den wesentlichen Einfluss der Vulkanaktivitdten haben wohl
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auch die Modell-Entwickler er-
kannt, denn kirzlich wurde ein
verbesserter, ortsaufgeloster Da
tensatz mit vulkanischen EinflUs-
sen publiziert [AMMANNetal-03].
Am besten schneidet das Szena-
rio ab, bel dem alle Einflisse
betrachtet werden (“all forcings®,
sieche Abb. 11.D.6 unten). Das
gilt allerdings nur fur die Land-
stationen (linker Teil). Mit den
rekonstruierten Messungen auf
See (rechter Teil) ist im Hinblick
auf das Korrelationsverhalten bei
keinem Szenario eine befriedi-
gende Ubereinstimmung zu er-
kennen, wobei nicht eindeutig zu
kldren ist, ob das ein Problem der
Datenrekongtruktion oder ein
Problem des betrachteten Kili-
mamodells ist. In letzterem Fall
wére in dem Modell die Kopp-
lung zwischen Atmosphére und

I1. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen
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Abb. 11.D.7: Analyse von vier typischen taglichen Niederschlags-
Datensétzen aus dem Inneren und vom Rand verschiedener Konti-
nente. Die Fluktuationsfunktionen F(s) von FA (x) und DFAL1 bis
DFA4 (;, von oben nach unten) sind doppelt logarithmisch gegen
die Skala s in Tagen aufgetragen. Die Steigung der unten einge-
zeichneten Geraden betrdgt a = 0.5. Die Krimmung der FA-
Kurve fir Moskau auf Zeitskalen oberhalb von ca. 1000 Tagen ist

wohl auf urbane Erwdrmung zuriickzufiihren (aus [RYBsKI-02]).

1

Ozeanen verbesserungswaurdig.

Weiterhin wurde kirzlich gezeigt [GovINDANetal-03], dass vier Klimamodelle die universellen
Langzeitkorrelationen in den Absolutwerten der Temperatur-Inkremente nicht korrekt reproduzie-
ren kdnnen. Das gilt fir verschiedene Szenarien und bedeutet, dass die Modelldaten weniger nicht-
linear sind als die Messdaten. Zusammenfassend ist allerdings zu sagen, dass die Klimamodelle in
Bezug auf die Simulation der kontinentalen Temperaturen schon recht gut sind.

[1.D.2. Niederschlags-Zeitreihen

Nach den Temperaturreihen mit ihrem weitgehend universellen monofraktalen Skalenverhalten will
ich jetzt Niederschlagsreihen betrachten, die standardméRig ebenfalls in Wetterdationen aufge-
zeichnet werden. Die Messgrof3e ist dabei die tégliche Niederschlagsmenge R. Da es an vielen
Tagen Uberhaupt nicht regnet, hat die Verteilung der Niederschlagsmengen im Gegensatz zu den
Temperaturen ein ,Atom" bei O, d.h. dieser Wert kommt mit einer von der Auflésung weitgehend
unabhangigen Wahrscheinlichkeit in den Reihen vor. Dadurch wird die Beseitigung des Jahres-
gangs schwieriger, denn der Jahresgang R selbst ist weniger glatt und kann in die korrigierten Da-
tenx = R — R in sehr regenarmen Perioden dominieren. Auf jeden Fall muss bei der Interpretation
der Ergebnisse mehr als bei den Temperaturreihen darauf geachtet werden, ob noch Reste des Jah-
resgangs in den x; vorhanden waren. Weitergehende Mdglichkeiten zur Beseitigung des Jahres-
gangs, wie eine Division durch den Jahresgang der Standardabweichung oder eine Eliminierung der
spektralen Maxima bei 365 Tagen und Vielfachen davon in den Frequenzspektren der Originaldaten
oder ihrer Inkremente (siehe z.B. [LiIVINAetal-03b]), kdnnen keine vollstandige Beseitigung aller
EinflUsse des Jahresgangs garantieren, sondern die Effekte nur verringern. Fur Niederschlagsdaten
ist der Unterschied minimal, und daher mochte ich hier keine komplizierte Prozedur verwenden,
deren Nebeneffekte schlecht Gberschaubar sind.
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a) Universelles K orrelationsver - 60
halten: Keine Langzeitkorrela- i

tionen 50
Im Gegensatz zum Jahresgang konnen |

. . . [E— id i
Trends und andere langerfristige Nicht- — Z;I miearid
stationaritéten in den Daten durch den 9 mm semi—humid
Vergleich der Ergebnisse bei verschiede- ;% m— humid |

nen Ordnungen der DFA erkannt und
beseitigt werden. Die Untersuchung von
Niederschlagsreihen kann daher helfen,
die Skaleneigenschaften der wirklichen
Fluktuationen zu charakterisieren, wor-
Uber es in der Literatur unterschiedliche
Ansichten gibt. Basierend auf Ergebnis-

sen der Spektralanalyse finden [FRAED-
RICH& L ARNER-93] weiRes Rauschen auf Abb. 11.D.8: Histogramm der DFA3-Fluktuati onsexponen-

: - : ten a fur 99 tagliche Niederschlagszeitreihen. Jedes Kast-
mittleren Zelt.skalerll , sowie rosal Ra- chen entspricht ener Wetterstation, und die Graustufe gibt
schen (langreichweitige Korrelationen) g Feychte in der Klimazone an: arid und semi-arid (hell-
auf Zeitskalen oberhalb von drei Jahren.  grau), semi-humid (grau), humid (schwarz). Fast alle Rei-
Andererseits berichten mehrere Gruppen  hen zeigen in dieser trendbereinigenden Analyse unkorre-

von fraktalem Skalenverhalten und lang-  liertes Verhalten mit o = 0.50 bis 0.55 (aus [RYBsKI-02]).
reichweitigen Korrelationen auf Zeitska-

len unter drei Jahren [LOVEJOY&MANDELBROT-85, MATSOUKASetal-00, PETERSetal-02, PE-
TERS& CHRISTENSEN-02]; fir neuere Arbeiten zu Ubergdngen im Skalenverhalten siehe [MARANI-
03, DOUGLAS& BARROS-03].

Wir haben lange, tagliche Niederschlagszeitreihen aus 99 Wetterstationen analysiert [RYBSKI-02,
KANTELHARDTetal-03c, KANTELHARDTetal-04], von denen sich 40 in Europa befinden, 34 in Asien,
20 in Nord- und Stidamerikaund 5 in Australien. Die Stationen liegen zwischen 0 und 3650m Ho-
he Gber dem Meer (Durchschnitt 400m) in maritimen (33), kontinentalem (56) und tropischem (10)
Klima, wobei 19 Orte humid sind, 59 semi-humid, 20 semi-arid und ein Ort arid. Die Lange der
Datensétze betrégt zwischen 34 und 189 Jahre (Durchschnitt 86 Jahre), so dass sie ungefahr 12 000
bis 69 000 Datenpunkte umfassen.

Abbildung 11.D.7 zeigt die DFA-Ergebnisse fir die Niederschlagsreihen von vier typischen Wetter-
stationen auf verschiedenen Kontinenten und sowohl an der Kiste wie auch im Landesinneren.
Man erkennt dass alle DFA-Kurven eine Steigung sehr nahe bei a = 0.5 aufweisen, was unkorre-
liertes Verhalten anzeigt. Damit ist auch das Skalenverhalten der Niederschlagsreihen universell,
aber es sind praktisch keine oder héchstens ganz schwache Langzeitkorrelationen vorhanden. Die
Niederschlagsprozesse haben offensichtlich ein viel weniger ausgepragtes Langzeitgedachtnis als
die Temperaturen. Dieses Resultat hangt wohl mit den Kurzzeitprozessen bei der Wolkenbildung
und Abregnung zusammen und ist bei der Klimamodellentwicklung zu berticksichtigen. Abbildung
I1.D.8 zeigt das Histogramm der DFA3-Fluktuationsexponenten fur alle 99 Niederschlagsreihen.
Dabei wurde das asymptotische Skalenverhalten der Fluktuationsfunktionen auf individuell fir jede
Reihe gewéahlten Zeitskalen in Bereichen von mehr als einer Dekade angepasst. Man erkennt, dass
die weitaus meisten Reihen unkorreliert sind, und zwar unabhéngig von der Feuchtezone. Auch
von der geografischen Lage und der Klimazone gibt es keine systematische Abhangigkeit. Eine
Schwankung von a um 0.05 ist durchaus im Bereich der statistischen Unsicherheit (siehe Abschnitt
I1.A.4.f). Wertea < 0.5 kommen nicht vor, weil die Anpassungsbereiche entsprechend ausgewahit

0
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o DFA3
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Abb. 11.D.9: Multifraktale DFA3-Fluktuationsfunktionen F(s) fur drei typische Niederschlagszeitreihen,
aus (a) Atbasar (Russland), (b) Ceyenne (USA) und (c) Brno (Tschechische Republick). Die Kurven ent-
sprechen g = -20, -10, -6, -4, -2, -1, -0.2, 0.2, 1, 2 (), 4, 6, 10, 20 (von oben nach unten) und sind zur
Verdeutlichung vertikal verschoben. Die Geraden haben die Steigung a = 0.5 (aus [RYBSKI-02]).

wurden [RyBskI-02]. Bei vier Stationen gibt es mit a = 0.65 merkliche langreichweitige Korrelati-
onen, aber die Anzahl reicht nicht, um eine Systematik zu erkennen.

Diese Ergebnisse sind nicht in Ubereinstimmung mit [MATSOUKASetal-00], die fir neun Nieder-
schlagsreihen mit 15 mindtiger Aufldsung von Langzeitkorrelationen berichten mit a = 1.0 auf
Zeitskalen unterhalb von 10 Tagen und a = 0.6 bis 0.8 auf Zeitskalen zwischen 10 Tagen und 16
Monaten, und auch nicht in Ubereinstimmung mit [PETERSetal-02, PETERS& CHRISTENSEN-02], die
mit der Hurst-Analyse a = 0.76 auf Zeitskalen von bis zu 6 Monaten finden. Moglicherweise ist die
Ursache fir diese Abweichungen von unseren Ergebnissen in Nichtstationaritéten zu finden, die
von der Hurst-Analyse und von der DFAL nicht vollstéandig beseitigt werden und zu einer erhdhten
Steigung auf grof3en Zeitskalen fuihren kénnen. Es koénnte gut sein, dass es bei den genannten Ar-
beiten Probleme mit dem Jahresgang gibt, der aus den hochaufgelésten Reihen nicht beseitigt wer-
den kann, well diese nicht Uber hinreichend viele Jahre gehen. Die Begrindung der htéheren a-
Werte durch Nichtstationaritdten wird auch dadurch gestiitzt, dass [MATSOUKASetal-00] mit Spekt-
ralanalyse Exponenten 3 finden, die a = 0.5 bis 0.6 entsprechen. Die Diskrepanz zwischen Ergeb-
nissen der Spektralanalyse und der DFA deutet meist auf ein Problem mit Nichtstationaritéten hin
[TAQQuetal-95]. Bei der Spektralanalyse stort der Jahresgang im Allgemeinen weniger, weil er
sich nur in einem sehr engen Frequenzband um 1/365 d* zeigt. Die Ergebnisse der Spektralanalyse
mit logarithmischem Binning (siehe Abschnitt 11.A.1.c) in [MATSOUKASetal-00] sind in Uberein-
stimmung mit unseren DFA3-Ergebnissen.

b) Nicht-univer selles multifraktales Skalenver halten

Es sind bereits mehrere Studien mit multifraktalen Analysen von Niederschlagsreihen publiziert
worden, bei denen auf zeitliches und réaumliches Skalenverhalten Wert gelegt wurde [ TESSIERetal-
93, LOVEJOY& SCHERTZER-95, TESSIERetal-96, HARRIsetal-96, PANDEYetal-98, OLssONetal-99,
DelDDAetal-99, DEIDDA-00, DOUGLAS& BARROS-03]. Allerdings beschrankten sich diese Ansétze
meist auf die Multifraktalitat und die Ubergéange auf relativ kurzen Zeitskalen. Hier soll es um das
asymptotische Verhalten auf Zeitskalen von tber einem Jahr gehen, auf denen auch ein nicht voll-
standig beseitigter Jahresgang keine Stérungen verursacht.

Abbildung 11.D.9 zeigt drei MF-DFA-Untersuchungen (siehe Abschnitt 11.A.4) von Niederschlags-
zeitreihen. Da die Ergebnisse fur MF-DFA2 bis MF-DFAA4 sich praktisch nicht unterscheiden, be-
trachten wir hier nur MF-DFA3. Man erkennt, dass der Skalenexponent der Standard-DFA, Fx(s),
zwar ziemlich genau h(2) = a = 0.5 betragt, was unkorrelierte Fluktuationen bedeutet, dass aber die
anderen Momente durchaus abweichende Fluktuationsexponenten zur Charakterisierung bendtigen.
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Fiir Cheyenne beispielswei- 0.7 F———— ‘ — T
- (Abb ||D9(b)) Iiegen (a) Edinburgh 3 (b) Cheyenne
die Steigungen zwischen
h(-10) = 0.65 und h(10) =
0.40 und zeigen damit un-
terschiedliches Skalenver-
halten von sarken und
schwachen  Fluktuationen
an. Im Gegensatz zu den
Temperaturreihen  (siehe
Abschnitt 11.D.1) ist die
Multifraktalitét der Nieder-
schlagsreihen  signifikant
stérker als die scheinbare
Multifraktalitdt, die bei
kurzen Reihen aus statisti-
schen Grinden immer beo-
bachtet wird (siehe Ab- q a
schnitt 11.A.4.f). Die Fluk-
tuationsfunktionen fir die
negativen g-Werte lassen in
Abb. 11.D.9 auf Zeitskalen

h(a)

(c) Winnemucca

(d) Jena

h(a)

Abb. 11.D.10: Ergebnisse der multifraktalen DFA2 flr vier représentati-
ve Niederschlagsreihen (a) Edinburgh (Grof3britannien), (b) Cheyenne
(USA), (c) Winnemucca (USA) und (d) Jena (Deutschland). Die verall-
gemeinerten Fluktuationsexponenten h(g) wurden durch lineare Regres-

unter 100 bis 300 Tagen
eine nochmals erhéhte
Steigung erkennen. Es it
wahrscheinlich, dass diese
scheinbar starkere  Mul-

sion des asymptotischen Verlaufs der Fluktuationsfunktionen Fq(s) in
doppelt logarithmischen Bildern (wie in Abb. 11.D.9) bestimmt und sind
gegen g aufgetragen (»). Die Linien durch die ausgefillten Symbole
stellen Anpassungen des verallgemeinerten binomialen Multifraktalmo-
dells, Gl. (11.D.2), dar, auRer fir (d), wo das bifraktale Modell, Gl.

(11.D.3) verwendet wurde. Der Datensatz (€) ist ein Beispidl, in dem das
verallgemeinerte binomiale Multifraktalmodell recht schlecht passt. In
der oberen rechten Ecke jedes Teilbildes ist h(g) nochmals gezeigt (<,
um 0.1 nach oben verschoben) zusammen mit Linien, die einer Anpas-
sung des Loveoy-Schertzer-Multifraktalmodells, Gl. (11.D.1) entspre-
chen. Die gepunkteten Linien zeigen unkorrdiertes Verhaten (h = 0.5)
bzw. g = 2 an (aus [KANTELHARDTetal-04]).

tifraktalitdt durch Reste des
Jahresgangs verursacht
wird, und deshalb haben
wir alle Fluktuationsexpo-
nenten h(q) auf Skalen
oberhalb von 400 Tagen
bestimmt.  Dadurch, und
weil wir eine trendbereinigende Methode verwenden, sind unsere Ergebnisse nicht direkt mit den
meisten vorhergehenden geophysikalischen Verdffentlichungen vergleichbar.

Abbildung 11.D.10 zeigt fir vier reprasentative Niederschlags-Datensédtze das Ergebnis unserer Be-
stimmung der multifraktalen Skalenexponenten h(q). Die h(q)-Funktion hat bei praktisch allen Da-
tensdtzen einen monoton fallenden Verlauf, so dass der Skalenexponent bei negativen q grof3er ist
als bel positiven g. Um das multifraktale Verhalten zu charakterisieren, ist es sinnvoll, die h(q)-
Kurven mit einem Modell zu beschreiben bzw. zu parametrisieren. In den Abschnitten11.A.4.b, ¢, d
und g habe ich vier Modelle vorgestellt, deren Skalenverhalten nun mit dem der Niederschlagsrei-
hen verglichen werden kann. In geophysikalischen Arbeiten wird das universelle Multifraktalmo-
dell von Lovejoy und Schertzer [ SCHERTZER& LOVEJOY-87, LOVEIJOY & SCHERTZER-91, LAVALLEE-
etal-93, TESSIERetal-96, PANDEYetal-98], siehe auch [RODRIGUEZ-I TURBE& RINALDO-97], am hau-
figsten verwendet, das in Abschnitt 11.A.4.g beschrieben ist und die multifraktalen Skalenexponen-
ten h(q) fur positive g mit drei Parametern, H', C; und a’, charakterisiert (vgl. Glgn. (11.A.37) und
(11.A.65)),
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h(a) =[1+1(a)]/a=(H"+1) —O(,Lil(q“"‘1 -1) fir g>0. (11.D.2)

Abbildung I11.D.10 zeigt, dass dieses Modell das V erhalten der verallgemeinerten Fluktuationsexpo-
nenten fir positive g gut beschreibt; allerdings ist das Modell nicht fir negative Momente zu
gebrauchen. Das zweite, in Abschnitt I1.A.4.b erklérte Modell ist das verallgemeinerte binomiale
Multifraktalmodell, das auf (vgl. GI. (11.A.51))

h(g) =[1-log,(a’ +b") | /q (11.D.2)

fahrt. Dieses Modell hat die Vorteile, (i) dass sich damit positive und negative Momente gleichzei-
tig beschreiben lassen, (ii) dass es mit nur zwei Parametern a und b auskommt, aus denen sich di-
rekt die Stéarke der Multifraktalitét Aa = h(—«) — h(w) = | loga(a/b) | berechnen lasst und (iii) dass
sich zu Testzwecken leicht kinstliche Datenreihen damit generieren lassen. Unsere Auswertung
zeigt, dass sich mit dem Ansatz (11.D.2) die multifraktalen Skalenexponenten h(g) von 54 der 99
Niederschlagsreihen gut beschreiben lassen. Abbildung 11.D.10 zeigt zwei solche Beispiele und
eines, bei dem der verallgemeinerte binomiale Fit (11.D.2) nicht gut passt. Schlief3dlich betrachten
wir noch die beiden bifraktalen Modelle, die in den Abschnitten 11.A.4.c und d beschrieben und
zum Test der MF-DFA verwendet wurden. Das erste ist durch die Formeln (vgl. Gl. (11.A.55))

ay, q>q, a,+%(a,-a,), 9>q,
h(g)={ oder h(g)=4 2 a‘1 72 11.D.3
(@ {Gﬁ%(al—dz), q<d. @ {al, q<d. ( )

charakterisiert. Die Auswertung der Niederschlags-Datensétze zeigt, dass 15 ———————+——
dieses Modell in 27 von 99 Féllen die beste Anpassung liefert. Auch da (a) precipitation
fur 1&sst sich die Stéarke der Multifraktalitét direkt berechnen, Aa = h(—c) -
—h(®) = |a; —az | In18 Fallen ergeben weder Gl. (11.D.2) noch (11.D.3) n
eine befriedigende Anpassung, so dass wir die Multifraktalitdtsstéarke Aa
nicht Uber eine Parametrisierung bestimmen konnten. 10 -
Abbildung I11.D.11 zeigt das Histogramm fir die Aa-Werte der 81 Nieder-
schlagsreihen, fur die Gl. (11.D.2) oder Gl. (11.D.3) verwendet werden
konnte. Die Multifraktalitétsstéarke Aa bezeichnet den Bereich, in dem
die lokalen Fluktuationsexponenten (Holder-Exponenten) a(i) variieren,
siehe Abschnitt 11.A.3.c. Auch hier ist kein Zusammenhang mit der geo-
grafischen Lage oder der Klimazone der einzelnen Wetterstationen zu
erkennen. Man sieht nur, dass sich die Datensétze mit schwacher Mul-
tifraktalitdt tendenziell besser durch das bifraktale Modell beschreiben
lassen, wahrend die stark multifraktalen Datensétze besser mit dem ver-
allgemeinerten binomialen Modell charakterisiert werden. Auf jeden Fall % %
ist das Multifraktalverhalten der Niederschlagsreihen nicht universell. 0O 02 04 06
Der Mittelwert von Aa fir die 81 Wetterstationen betragt 0.29 + 0.14, A
was signifikant Gber der scheinbaren Multifraktalitat aufgrund endlicher  Apy |1 D11 Histo-
Reihenlangen liegt (systematischer Fehler Aa = 0.05 bis maximal 0.10,  gramm der Multifrak-
siehe Abschnitt 11.A.4.1). talitatsstarken Ao fur
Das in Abschnitt 11.A.4.d beschriebene bifraktale Modell, das auf einer 81  Niederschlagsrei-
breiten Verteilung der Werte der Zeitreihe statt auf langreichweitigen hen, bei denen Ao mit
Korrelationen beruht, ist fiir keine der Niederschlagsreihen geeignet. Der g: (”(.|I|D.|§)3()WG(§ZII’C])I'C;?:
Grund igt, dass fur dieses Modell die gemischten Datenreihen genau das- ét) ermittelt werden
selbe Skalenverhalten zeigen mussten wie die Originalreihen. Dasist bel  konnte (aus [KANTEL-
den Niederschlagsdaten aber nicht der Fall. Tatsichlich ist die mittlere  HARDTetal-04]).

AR
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Abb. 11.D.12; Ausschnitt der Abflussreihe der Weser am Pegel Viotho (1823-1825). Die positiven (negati-
ven) Abweichungen vom mittleren Jahresgang sind schwarz (grau) schraffiert.

Stérke der Multifraktalitét bei den gemischten Reihen weniger als halb so grol3 wie bei den Origi-
nalreihen. Diese Rest-Multifraktalitét ist zu schwach, um signifikant Gber der scheinbaren Mul-
tifraktalitét aufgrund der endlichen Reihenlangen zu liegen. Daher kann man sagen, dass praktisch
die gesamte Multifraktalitét der Niederschlagszeitreihen durch die Anordnung der Werte verursacht
wird, obwohl diese Anordnung nach der Standard-Definition unkorreliert ist.

[1.D.3. Hydrologische Zeitreihen

Nach den Temperaturreihen mit fast universellen Langzeitkorrelationen und ohne Multifraktalitét
sowie den unkorrelierten Niederschlagsreihen mit nicht universeller Multifraktalitét will ich mich
nun den hydrologischen Zeitreihen zuwenden, d.h. den aus Pegelsténden von Flissen ermittelten
(taglichen) Zeitreihen der Durchflussvolumina. Bisher werden die Eintrittswahrscheinlichkeiten
extremer Hochwasser aus der Extrapolation der Durchfluss-Verteilungsfunktion zu grof3en Durch-
flissen hin gewonnen. Diese Praxis ist fragwirdig, weil sie aul3er Stationaritét auch die Abwesen-
heit von Langzeitkorrelationen voraussetzt, also die zeitliche Struktur der Hochwasserhistorie ver-
nachldssigt und damit einen wesentlichen Teil der Informationen Uber das komplexe System igno-
riert. Als Grundlage fur die Abschdtzung der Wahrscheinlichkeit von Extremereignissen (siehe
Abschnitt 11.E) ist eine Analyse des Korrelationsverhaltens notwendig.

Wie bereits in der Einleitung geschrieben geht die Analyse von hydrologischen Zeitreihen auf Hurst
zurlick [HuRrsTetal-51, HURSTetal-65]. Es gibt aber auch viele neuere Arbeiten zur Korrelations-
analyse [TURCOTTE& GREENE-93, GUPTAetal-94, MATSOUKASetal-00, MONTANARIetal-00, Livi-
NAetal-03a, LIVINAetal-03b] und multifraktalen Analyse [LOVEJOY & SCHERTZER-91, LAVALLEE€tal-
93, TESSIERetal-96, PANDEYetal-98] von hydrologischen Zeitreihen. Ich wende hier wieder die
trendbereinigenden Verfahren an mit dem Ziel, die Fluktuationseigenschaften der Abflusszeitreihen
auf denselben Zeitskalen wie beim Niederschlag zu charakterisieren und zu vergleichen.

Abbildung 11.D.12 zeigt, dass der Jahresgang auch bei den Abflussreihen ein Problem darstellt.
Allerdings lasst er sich besser als bel den Niederschlagsreihen durch Subtraktion des mittleren Jah-
resgangs (und evtl. zusétzlicher Division durch den Jahresgang der Standardabweichung) beseiti-
gen, weil die Abflussreihen im Allgemeinen kein ,, Atom* bei der Durchflussmenge O haben. Schon
an den so bereinigten Daten erkennt man deutlich, dass die Abflussreihen starke Kurzzeitkorrelatio-
nen aufweisen, denn die schwarzen und grauen Bereiche in Abb. 11.D.12, die die Abweichungen
nach oben bzw. nach unten vom mittleren Jahresgang anzeigen, sind stérker ausgepragt als bei den
Temperaturreihen (vgl. Abb. 11.D.1(a)) und den Niederschlagsreihen.

Wir haben lange, tagliche Abflusszeitreihen aus 42 Pegelstationen analysiert [KANTELHARDTetal-
03c, KOsCIELNY-BUNDEetal-04, KANTELHARDTetal-04], von denen sich 18 in Siddeutschland
(Bayern und Baden-Wurttemberg) befinden und 24 in Nord- und Stidamerika, Asien, Afrika, Aust-
ralien und Europa. Die Lange der Datensdtze aus Siddeutschland betrégt zwischen 39 und 111
Jahren (Durchschnitt 77 Jahre) und die Lange der internationalen Datensétze ist 51 und 171 Jahre
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tionen in Abfluss- Geraden der Steigung o = 0.5 (aus [KOSCIELNY-BUNDEetal-04]).

zeitreithen

Abbildung I1.D.13(a) zeigt exemplarisch die DFA-Ergebnisse fur unsere langste Abflussreihe, die
Weser am Pegel Vlotho. Man erkennt, dass die Kurven fir DFA mit verschiedener Ordnung der
Trendbereinigung das gleiche Verhalten aufweisen. Nach einem im Vergleich zu den Temperatur-
und Niederschlagsreihen langen Bereich mit (nichtstationéren) Kurzzeitkorrelationen (einige Wo-
chen, dort o > 1 in Ubereinstimmung mit [MATSOUKASetal-00]) skalieren die Daten mit dem Fluk-
tuationsexponenten a = 0.75 Uber fast drei Zeitdekaden. Dies entspricht Langzeitkorrelationen mit
einem Korrelationsexponenten y = 0.5. Auch bei einer weitergehenden Beseitigung des Jahres-
gangs durch die in Abschnitt 11.D.2 erwdhnten Methoden andert sich dieses Ergebnis nicht wesent-
lich [LIVINAetal-03b]. Die Ursache der starken Kurzzeitkorrelationen ist wahrscheinlich die typi-
sche Zeitdauer fur das Ablaufen eines Hochwassers, die sich auch in der Ausdehnung der schwar-
zen Bereiche in Abb. 11.D.12 zeigt. Eslasst sich kein systematischer Zusammenhang zwischen der
Ubergangs-Zeitskala und der GroRe des Einzugsgebiets nachweisen. Mdglicherweise kommt es fiir
die Ausprdgung der Kurzzeitkorrelationen mehr auf die typische Grof3e der Regenfelder und die
Abflussgeschwindigkeit an als auf das Einzugsgebiet.

Dass das Skalenverhalten wirklich auf Korrelationen zurtickgeht und nicht auf eine breite Vertei-
lung der Abflusswerte, beweist Abb. 11.D.13(b), in der die Ergebnisse fur die gemischte Weser-
Abflussreihe gezeigt sind, die eindeutig o = 0.5 zeigen. Demnach ist die Persistenz der Abflusszeit-
reihen auf einen ,, Josef-Effekt” und nicht auf einen ,,Noah-Effekt” zurtickzufihren. Diese Begriffe
aus den entsprechenden biblischen Geschichten hatten Mandelbrot und Wallis eingefihrt [MAN-
DELBROT& WALLIS-68, MANDELBROT-02], um von Korrelationen verursachte Effekte (Josef-Effekt
wegen den sieben guten und sieben dirren Jahren) von nicht zusammenhangenden Extremereignis-
sen (Noah-Effekt wegen der Sintflut) zu unterscheiden.

Unsere Resultate fir die anderen 41 Abflussreihen sind &hnlich, d.h. sie zeigen auch deutliche
Kurzzeitkorrelationen und dann ein mehr oder weniger gleichmal3iges Skalenverhalten auf grof3en
Zeitskalen. Sie unterscheiden sich aber klar in der Auspragung der Kurzzeitkorrelationen und im
Wert des Fluktuationsexponenten o, der die langreichweitigen Korrelationen charakterisiert. Das
gilt auch fur die eher kleinen Flisse aus Bayern und Baden-Wurttemberg, die zudem weniger durch
wasserbauliche Mal3nahmen in ihrem Fluktuations-Verhalten gestort sind. Daraus ist zu schlief3en,
dass die Abflusszeitreihen ein nicht-universelles Korrelationsverhalten aufweisen. Dieses Ergebnis
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den oder im Winter Abb. 11.D.14: Multifraktale DFA4-Fluktuationsfunktionen Fq(s) fur zwei typi-

. ) sche, lange Abflusszeitreihen, (a) die Weser am Pegel Viotho und (b) die Donau
zufrierenden  Flis- am Pegel Orsova (Ruménien). Die Kurven entsprechen q = -10, -6, =4, -2, -1,
sen schwécher sind.  -0.2, 0.2, 1, 2 (»), 4, 6, 10 (von oben nach unten) und sind zur Verdeutlichung
Fur eine signifikan- vertikal verschoben. Rechts sind die Ergebnisse fir die gemischten Reihen von
te Aussage sind hier () Weser und (d) Donau gezeigt, die unkorrdiertes, nicht multifraktales Skalen-
noch weitergehende verhalten aufweisen (aus [KOSCIELNY-BUNDEetal-04]).

Untersuchungen an

zusétzlichen Beispielen erforderlich. Die nicht-universellen langreichweitigen Korrelationen bei
den Abflussreihen stehen im Gegensatz zu den fehlenden Korrelationen bei den Niederschlagsrei-
hen. Daher kann die Ursache der Korrelationen beim Abfluss nicht in der zeitlichen Struktur der
Regenereignisse liegen, sondern man muss zu ihrer Erklérung réaumliche Korrelationen der Regen-
gebiete, sowie die Speicherwirkung vom Boden und von Wasser-Reservoiren heranziehen. Die
starken Schwankungen in den a-Werten spiegeln wahrscheinlich die Tatsache wider, dass es unter-
schiedliche Mechanismen fir Wasserspeicherung und -abfluss gibt, wobei jeder Mechanismus ein
anderes Skalenverhalten verursacht oder — je nach Stérke des Beitrags — den Exponenten o in die
entsprechende Richtung verschiebt. Beispielsweise kdnnen durch Regen oder Schnee verursachte
Abflusse unterschiedliches Skalenverhalten hervorrufen [GUPTA& DAWDY-95].

b) Teilweise universelle M ultifraktalitat in Abflusszeitrethen

Wir haben auch die multifraktalen Skaleneigenschaften der 42 Abflusszeitreihen untersucht [KAN-
TELHARDTetal-03c, KOSCIELNY-BUNDEetal-04, KANTELHARDTetal-04]. Ein Vergleich der Ergeb-
nisse der MF-DFA (siehe Abschnitt I1.A.4) unterschiedlicher Ordnung und ein Vergleich mit den
Ergebnissen der WTMM-Methode (siehe Abschnitt 11.A.3.f) brachte Ubereinstimmung innerhalb
der satistischen Fehlerbalken [KANTELHARDTetal-03c]. Abbildung 11.D.14 zeigt zwei typische
Beispiele fir die MF-DFA4 Fluktuationsfunktionen Fq(s) fur (a) die Weser und (b) die Donau. Die
Ergebnisse der Standard-DFA sind mit ausgefillten Symbolen eingezeichnet. Der schon im vor-
hergehenden Abschnitt diskutierte Ubergang von deutlichen Kurzzeitkorrelationen zum Skalieren
auf langeren Zeitskalen ist deutlich zu sehen und wird mit abnehmenden q stérker ausgepragt. Hier
soll es aber um das asymptotische Skalenverhalten von Fq(s) gehen. Man erkennt in Abb.
[1.D.14(a) und (b), dass die Steigungen h(g) von positiven zu negativen Momenten hin ansteigen
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(von unten nach oben). Fir
die Weser gilt h(10) = 0.65
und h(-10) = 0.90, was
Multifraktalitét anzeigt.
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lung mit Singularitdten
(Noah-Effekt). Das erkennt
man an der MF-DFA der
gemischten Reihen in Abb.
[1.D.14(c) und (d). Nach
der Subtraktion des Jahres-
gangs wurde die Reihen-
folge der Werte durch Mi-
schen zerstort, und es bleibt
nur unkorreliertes Verhal-
ten, Fo(s) ~ s fur ale q.
Eine beim Mischen bestan-
dige Multifraktalitét ent-
Soréche  ener |, Statisti-
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|. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen
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Abb. I1.D.15: Ergebnisse der MF-DFA2 fir vier reprasentative Abfluss-
reithen (@) der Weser, (b) des Fraser (USA), (¢) des Susquehanna (USA)
und (d) des Niger (Mali). Die verallgemeinerten Fluktuationsexponenten
h(g) wurden durch lineare Regression des asymptotischen Verlaufs der
Fluktuationsfunktionen Fq(s) in doppelt logarithmischen Bildern (wie
Abb. 11.D.14) bestimmt und sind gegen g aufgetragen (w). Die Linien
durch die ausgefillten Symbole stellen Anpassungen des verallgemeiner-
ten binomialen Multifraktalmoddlls, GI. (11.D.2), dar. In der oberen
rechten Ecke jedes Teilbildes ist h(q) nochmals gezeigt (<, um 0.1 nach
oben verschoben) zusammen mit Linien, die einer Anpassung des Love-
joy-Schertzer-Multifraktalmodells, Gl. (11.D.1) entsprechen. Die ge-
punkteten Linien zeigen unkorreliertes Verhalten (h = 0.5) bzw. g = 2 an

wir fur ale 42 Abflusszeit-
reihen erhalten. Aus den
asymptotischen Steigungen der Kurven wie in Abb. 11.D.14(a) und (b) erhalten wir die verallgemei-
nerten Skalenexponenten h(q), die in Abb. 11.D.15 fir vier typische Beispiele gezeigt sind. Die Be-
reiche zur Bestimmung der Steigungen wurden fir jeden Pegel individuell gewahlt, so dass die Ex-
ponenten das Skalenverhalten moglichst gut beschreiben. Es zeigt sich, dass die multifraktalen
Skalenexponenten h(q) fur alle Abflussreihen gut durch das verallgemeinerte binomiale Multifrak-
talmodell, Gl. (11.D.2), beschrieben werden, was eine gewisse Universalitét bedeutet. Die Starke
der Multifraktalitat, ausgedrickt durch Aa, ist nicht universell, sondern schwankt in einem breiten
Bereich, der auch fir die Flisse in Bayern und Baden-Wirttemberg nicht wesentlich kleiner ist als
flr die Flisse aus der ganzen Welt. Man kann nur einen leichten Trend hin zu geringerer Multifrak-
talitdtsstarke bel den Flissen mit grofRerem Einzugsgebiet feststellen, der moglicherweise durch
verstarkte regulierende Wasserbaumal3nahmen bei den grof3en Fllissen verursacht ist.

Abbildung 11.D.15 zeigt auch, dass sich fur die positiven q das universelle Multifraktal-Modell von
Lovejoy und Schertzer, Gl. (11.D.1), gut an die Daten anpassen lasst. Ein direkter Vergleich mit den
Ergebnissen in der Literatur ist wieder schwierig, weil dort oft kiirzere Zeitskalen betrachtet werden
und keine Trendbereinigung erfolgt. Ein Vergleich mit den Ergebnissen fir die Niederschlagsrei-
hen zeigt, dass die Multifraktalitét der Abflussreihen etwas stérker ist; der Mittelwert fur alle 42
analysierten Abflussreihen betragt Aa = 0.49 + 0.16 gegeniber Aa = 0.29 + 0.14 fur die Nieder-
schlagsreihen. Das bedeutet, dass auch die Multifraktalitét nicht allein auf die zeitliche Struktur des
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denreihen der Abfluss-  ten des verallgemeinerten binomialen Multifraktalmodells mit den Parame-
Inkremente (vgl. Ab- tern a und b fur die Weser, (b) die gemischten Modelldaten, (c) die Modell-
schnitt 11.A.2.€) fur 30 daten mit zusétzlichem Jahresgang in der Varianz und (d) die mit unter-
internationale Fliisse zu schiedlichen Generatoren auf kurzen und langen Zeitskalen erzeugten Mo-
nennen [LIVINAetal- delldaten (siehe Text). Die Kurven entsprechen wieder q = -10, -6, -4, -2,
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tifiziert. Das Ergebnis dieser Studie ist, dass die Amplitudenreihen einen wesentlich stérkeren Jah-
resgang aufweisen als die urspriinglichen Reihen. Darlber hinaus waren Langzeitkorrelationen (3
= 0.49 = 0.11, entsprechend Oamp = 1.75 = 0.06, vgl. Abschnitt 11.A.2.€) in der Amplitudenreihe zu
erkennen, allerdings nur fir die Zeitskalen unterhalb von etwa einem Jahr. Demnach werden Nicht-
linearitéten in den Abflusszeitreihen vor allem durch den Jahresgang und durch eine starke Mul-
tifraktalitét auf kurzen Zeitskalen hervorgerufen. Beide Mdglichkeiten greife ich bei der Modellie-
rung im folgenden Abschnitt wieder auf.

-.1 (b) Binomiales Modell, gemischt

L (d) zwei binomiale Modelle

+ Jahresgang

¢) Modellierung von Abflusszeitreihen, Bedeutung des Jahr esgangs

Da das verallgemeinerte binomiale Multifraktalmodell (siehe Abschnitt 11.A.4.b) eine gute Be-
schreibung und Parametrisierung der multifraktalen Skalenexponenten h(q) fir alle Abflussreihen
ermdglicht, gellt sich die Frage, inwieweit dieses Modell auch zu einer Erzeugung kinstlicher Ab-
flusszeitreihen verwendet werden kann. Solche kinstlichen Reihen kénnen wesentlich lénger ge-
macht werden als die Messdaten, und das ist auch notwendig, um Ansétze zur Extremwertstatistik
und besonders zur Statistik der Wiederkehrintervalle von Extremereignissen zu testen.

Abbildung I1.D.16(a) zeigt die MF-DFA2 Untersuchung einer solchen kiinstlichen Datenreihe, die
ich mit dem verallgemeinerten binomialen Multifraktalmodell basierend auf den Parametern a =
0.50 und b = 0.68 fir die Weser erzeugt habe. Man erkennt deutlich das multifraktale Skalenver-
halten, das sich in einer g-Abhangigkeit der Steigungen h(q) auf3ert. Die Kurven stimmen auch gut
mit den Ergebnissen fir die echten Weser-Daten Uberein (vgl. mit Abb. 11.D.14(a), wenn man die
kurzen Zeitskalen und den Ubergang auler Acht Idsst. Auch die gemischte Datenreihe des Modells
ist unkorreliert und nicht multifraktal wie bei den echten Daten (vgl. Abb. 11.D.16(b) mit Abb.
11.D.14(c)). Unterhalb des Skaleniibergangs zeigt das Modell aber nicht das gleiche Skalenverhal-
ten wie die echten Daten. Um das Modell in diesem Bereich zu verbessern, kann man entweder
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einen Jahresgang zu den Modelldaten hinzufiigen oder fir die kleinen Zeitskalen einen verénderten
Multifraktalgenerator benutzen.

Um einen Jahresgang hinzuzufiigen, habe ich die Modelldaten des verallgemeinerten binomialen
Multifraktalmodells mit 0.1 + sin’(1ti /365) multipliziert, wobei i der Index der Tage ist. Das er-
zeugt einen Jahresgang mit der Periode 365 Tage in der Varianz. Abbildung 11.D.16(c) zeigt die
MF-DFA4 Ergebnisse, die jetzt besser mit Abb. 11.D.14(a) Ubereinstimmen. Es ist auch méglich,
den Multifraktalitétsgenerator selbst auf den kurzen Zeitskalen zu verandern, indem ich daftr ande-
re Parameter a8 und b’ verwende; dann missen allerdings auch die a und b fr die langen Zeitskalen
leicht angepasst werden, um dort noch das korrekte Skalenverhalten zu bekommen. Fir Abb.
[1.D.16(d) habe ich a’ = 0.26, b’ = 0.59 auf Zeitskalen unter 128 Tagen verwendet und a=0.48, b =
0.68 auf Zeitskalen Uber 256 Tagen. Wenn man die Analyse der kinstlichen Reihen, Abb.
[1.D.16(c,d), mit der Analyse der echten Daten, Abb. 11.D.14 vergleicht, fallt auf, dass die starken
Kurzzeitkorrelationen bei der Weser eher durch den Jahresgang verursacht sein kénnten, wahrend
bei der Donau das Modell mit den beiden Multifraktalgeneratoren besser zu passen scheint. Diese
Ergebnisse sind auch typisch fir die anderen untersuchten Abflusszeitreihen. Es wére interessant,
zu Uberprifen ob stérker physikalisch motivierte Modelle fur Abflusszeitreihen, wie z.B. das zufél-
lige Baumstruktur-Modell von [GupPTAetal-96], das auch raumliche Aspekte mit einschliefdt, mit
den hier betrachteten Modellen in Verbindung gebracht werden kénnen und so vielleicht eine phy-
sikalische Motivation fur das verallgemeinerte binomiale Multifraktalmodell liefern kénnen.

[1.D.4. Tests rekonstruierter langjahriger Datenreihen

Zum Abschluss des Kapitels Uber geophysikalische Zeitreihen will ich noch Reihen betrachten, die
anhand von historischen Quellen oder natirlichen Profilen wie — in der Reihenfolge ihrer Wichtig-
keit — Baumringen, Eisbohrkernen, Ablagerungen, wie z.B. Stalagmiten oder Sedimentablagerun-
gen in Binnenseen, und Korallen rekonstruiert wurden. Bei der Rekonstruktion wird teilweise von
der Dicke der einzelnen Schichten in den Profilen ausgegangen und teilweise von ihrer chemischen
oder physikalischen Zusammensetzung. Details zu den Datensétzen und den Ergebnissen der Ana-
lysen sind in den Tabellen IV.D.1 bis1V.D.3 im Anhang zusammengefasst. Hier stellt sich die Fra-
ge, wie gut die Rekonstruktionen sind, und ob das gefundene Fluktuationsverhalten realistisch ist.

a) Temperaturreihen

Die meisten Arbeiten beschéftigen sich mit der Rekonstruktion von Temperaturreihen, weil diesen
im Zuge der Klimadiskussion um die globale Erwérmung besondere Bedeutung zukommt (siehe
auch Abschnitt [1.D.1.c). In Abb. 11.D.17 habe ich die meisten in den letzten Jahren vertffentlich-
ten Temperatur-Rekonstruktionen fir die nordliche Hemisphare zusammengestellt; fur die stdliche
Hemisphére gibt es weniger Rekonstruktionen, und die sind auch noch unzuverlassiger. Alle Re-
konstruktionen beruhen auf vielen, teilweise tiber tausend Quellen. Man erkennt, dass die Uberein-
stimmung zwischen den einzelnen Reihen auch fir die noérdliche Hemisphére nicht so grof ist, wie
man vielleicht erwarten wirde. Darum stellt sich die Frage, nach der Zuverlassigkeit der Rekon-
struktionen. Eine Méglichkeit, das unabhéngig zu testen, stellt ein Vergleich der Fluktuationsei-
genschaften mit denen von echten Daten dar. Zwar war es nicht das primére Ziel der Daten-Rekon-
struierer, die Fluktuationen korrekt wiederzugeben, sondern ihnen geht es vor alem um Trends und
Warm- oder Kaltperioden; trotzdem sollte man ein sinnvolles Fluktuationsverhalten erwarten.

Abbildung I11.D.18 zeigt die DFA2-Ergebnisse fur die auf die gesamte Hemisphére hochgerechneten
Temperaturmesswerte der letzten 148 Jahre [ JONES& MOBERG-03] sowie fir die verschiedenen He-
misphédren-Temperatur-Rekonstruktionen, deren Lange von 391 [OvERPECKetal-87] bis 1781
[MANN& JONES-03] Datenpunkten (Jahren) reicht. Die bekanntesten Reihen sind von [MANNetal-
99] und [JoNESetal-98]. Man erkennt, dass diese — anders als die dltere Rekonstruktion von
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Abb. I1.D.17: Zusammenstdlung rekonstruierter Temperaturreihen fur die nérdliche Hemisphére, diein den
letzten Jahren verdffentlicht wurden. Gezeigt ist die Abweichung der mittleren Jahrestemperatur vom Mit-
telwert der Jahre 1960 bis 1990. Die Originalverdffentlichungen sind in der L egende oben rechts zitiert; alle
Datenreihen sind im Internet verfligbar. Zum Vergleich sind fir die letzten 148 Jahre die auf die gesamte
Hemisphére hochgerechneten Temperaturmesswerte nach [JONES& MOBERG-03] eingezeichnet.

[OvERPECKetal-97] sowie die Reihen von [ CROWLEY & LOWERY-00, CROWLEY-00] — keinen starken
Ubergang aufweisen, sondern im Wesentlichen durch einen einzigen Fluktuationsexponenten cha-
rakterisiert werden konnen. Dies ist in Ubereinstimmung mit den DFA-Ergebnissen fiir die gemes-
senen Temperaturreithen der meisten Klimastationen (siehe Abschnitt 11.D.1.a). Auch die Reihen
von [BRIFFA-00] und [EsPeRetal-02] lassen sich durch einen einzigen Exponenten charakterisieren,
obwohl eine gewisse Kriimmung hin zu kleineren a-Werten auf grof3en Skalen bemerkbar ist. Die
Reihen von [BRIFFAetal-01], [MANN& JONES-03] sowie die hochgerechneten Temperaturmessungen
[JONES& MOBERG-03] zeigen auf den grofl3en Skalen ungefahr unkorreliertes Verhalten (a = 0.5),
was bedeutet, dass die langreichweitige Persistenz unterschétzt wird. Die numerischen Werte von a
liegen bei den meisten Reihen mit gutem Skalenverhalten, a = 0.95 fir [MANNetal-99], a = 0.90 fur
[BRIFFA-0Q] und a = 1.07 fur [EsPeRetal-02], merklich Uber denen der Messdaten, selbst wenn man
annimmt, dass die stérker korrelierten Fluktuationen der Temperaturen auf See (a = 0.80 + 0.08,
siehe Abschnitt [1.D.1.c) die Hemispharen-Mittelwerte dominieren. Das bedeutet, dass die lang-
reichweitige Persistenz etwas Uberschétzt wird. Die neue lange Reihe von [ESPERetal-02] ist da-
durch sogar nichtstationédr. Insgesamt scheint das Skalenverhalten der Reihe von [ JONESetal-98], a
= 0.82, am besten den echten Temperaturrethen zu entsprechen, obwohl es eine der dtesten Reihen
ist. Bei der neusten und langsten Reihe [MANN& JONES-03] féllt das Fehlen jeglicher hochfrequen-
ter Fluktuationen auf; sie enthalt nur langsame Trends (siehe auch Abb. 11.D.17).

Neben den Hemispharen-Mittelwerten der Temperaturen wurden in den letzten Jahren auch viele
lokale Temperaturreihen verdffentlicht, die zum Tell eine wesentlich grof3ere Lange haben. Einige
solche Reihen habe ich ausgewahit und in Abb. 11.D.19 analysiert. Die langste Temperaturreihe ist
aus den Sauerstoff-1sotopen-Verhdtnissen im Eisbhohrkern von Vostok (Sibirien) abgeleitet und
reicht mehr als 400 000 Jahre in die Vergangenheit zurlick [PeTITetal-99]; alerdings ist hier keine
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jahrliche  Auflésung
der Daten moglich.
Weil das Eis in tiefen
Schichten stérker zu-
sammengepresst wird,
nimmt die Auflésung
von anfangs 17 Jah-
ren pro Datenpunkt
immer weiter bis auf
631 Jahre pro Daten-
punkt ab, je langer die
betrachteten Ab-
schnitte zurtckliegen.
Die langer zurlicklie-
genden Werte sind
schon allein deshalb
schwierig auszuwer-
ten, weil es dafir
stark unterschiedliche
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Abb. 11.D.18: Fluktuationsanalyse von rekonstruierten Temperaturdaten der
nordlichen Hemisphdre mit DFA2. F(s) ist doppelt logarithmisch gegen die
Skala s in Jahren aufgetragen. Die Quellen der Datensétze sind in der Legende
angegeben und die Farben der Kurven entsprechen Abb. [1.D.17. Zum Ver-
gleich ist ene Gerade mit der Steigung o = 1 eingezeichnet.

Datierungen von verschiedenen Autoren gibt. Mir ist aber aufgefallen, dass in einem langeren Ab-
schnitt mittleren Alters, der immerhin 39% der gesamten Datenpunkte umfasst und von 13 300 bis
115 200 Jahren vor der Gegenwart reicht, die Aufldsung ungefahr konstant bei 78+8 Jahren pro
Datenpunkt liegt. Diesen Abschnitt habe ich mit der DFA analysiert. Das Ergebnis sind ungefahr
1/f-Fluktuationen (a = 1.0) auf Skalen bis zu ca. 3000 Jahren, was konsistent mit den Resultaten fr
die oben betrachten rekonstruierten Hemispharen-Temperaturen ist. Auf langeren Skalen tritt stark
nichtstationéres Skalenverhalten mit a = 1.4 auf, was — wenn die Reihe tatséchlich die Langzeit-
Fluktuationen der Temperatur korrekt wiedergibt — bedeuten wirde, dass das Klimasystem auf Zeit-
skalen von einigen tausend Jahren nicht sationér ist.

Anders als viele rekonstruierte Hemispharen-Temperaturen und der Eisbohrkern weisen die lokalen,

auf Baumringen ba
sierenden Tempera
turreihen auf langen
Zeitskalen stationares
Skalenverhalten  auf,
obwohl sie zum Teil
bis 4000 Jahre zu-
rickreichen. Das
zeigt, dass das Lang-
zeit-Fluktuationsver-
halten der lokalen
Reihen besser mit
dem Verhaten der
Reihen von Klimasta-
tionen Ubereinstimmt
und dass die Nichtsta
tionaritdt schon auf
Zeitskalen unter 2000
Jahren madglicherwei-

—<O— Vostok Eisbohrkern [PETITetal-99]
—X— Tasmanien[COOKetal-98] =
-= Beijing Stalagmiten [TANetal-03]
Pre-Monsun Nepal [COOKetal-03] —o— Baffin, Kanada [MOOREetal-01]
—V— Post-Monsun Nepal [COOKetal-03] —&— Norwegen [KIRCHHEFER-01]

*+I* China [YANGetal-02] T Sibirien [HANTEMIROV&SHIYATOV-03] 1
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Abb. 11.D.19: Fluktuationsanalyse von rekonstruierten lokalen Temperaturda-
ten mit DFA2 entsprechend Abb. 11.D.18. Fur den Vostok Eisbohrkern [PETI-
Tetal-99] und die chinesische Reihe [Y ANGetal-02] ist die Skala s nicht in Jah-
ren, sondern in Einheiten von ca. 78 bzw. 10 Jahren.

95



I1.D. Korrelationsverhalten geophysikalischer Zeitreihen

®e eln Artefakt der He' 103 Fr T T T T T T T A T T T T T T GEEE‘E
. . F AAAA AL o ]
misphédren-Extra- i o pappAAABEAS . — ]
|at . k t r AAAAAA‘“LAAA vvvvvvvvvvvvvv OOOQ i
. - A N/ o ! A 1
PO |9nen seln onp e o A T Y EEEIE’E'E'E S;oooowggoGOOG 0/&0
Nur die auf Stalagmiten 100 E & GTTITT a0 000 .
H < F oV eeo el < fe) 3
berunende Reihe aus g v I aa o o°
. s [ g8t Y ond 00°
Peking [TAnetal-03] - [ =°
i ) @ o S OOO
wird am Ende leicht Lotk 0/0*0/00 Ooooeo —A— Tiirkei [TOUCHANetal-03] -
nichtstationér (a = 1.1). : @G)C’3 —v— Siidost-USA [STAHLE&CLEAVELAND-92] 3
i .. - —B— Nevada, Sommer [HUGHES&GRAUMLICH-96] 4
Ein sehr realistisches 000 © —&— New Mexico [GRISSINO-MAYER-96] 1
. I .0’ —O— Schottland, Stalagmit [PROCTORetal-02]
Skalenverhalten zeigen  [oet . ° "
insbesondere die Reihen 10 100 1000

Skala s [Jahre]
Abb. 11.D.20: Fluktuationsanalyse von rekonstruierten lokalen Nieder-
schlagsdaten mit DFA2 entsprechend Abb. 11.D.18.

zur Klstentemperatur in
Norwegen (o = 0.58,
aus Baumringen,
[KIRCHHEFER-01]) und zur Sommertemperatur auf der Baffin-Insel in Kanada (a = 0.725, aus See-
Sedimenten, [MoOoREetal-01]). Nach den Ergebnissen in Abschnitt 11.D.1.aund b ist bei Kistensta-
tionen (wie bel kontinentalen Stationen) a = 0.65 und bei Inselstationen ein etwas hoherer Wert zu
erwarten. Bei den anderen lokalen Temperaturreihen aus Baumring-Daten ist oft der Fluktuations-
exponent auf den kurzen Zeitskalen zu grof3 (a = 1.2 — 1.5 [Cooketal-00, BAoetal-02, Cooketal-
03]), was zu starke Kurzzeitkorrelationen oder fehlende Variabilitét auf kurzen Zeitskalen bedeutet.
Es konnte sein, dass diese tUberhthten Werte auf eine kiinstliche Gléttung der Reihen zurlickzufih-
ren sind. Die Reihe mit den meisten Datenpunkten, die Sommertemperatur in Yamal (Sibirien)
[HANTEMIROV& SHIYATOV-02], fallt vollig aus dem Rahmen, welil die Werte unterhalb von ca. 100
Jahren unkorreliert sind und dartiber sogar antikorreliert, also eher periodisch als persistent. Hier ist
von einer ziemlich unrealistischen Rekonstruktion auszugehen.

b) Nieder schlags- und Abflussreihen

Neben den Temperaturrethen wurden auch einige historische oder rekonstruierte Niederschlagsrei-
hen und Abflussreihen verdffentlicht. Bei den Niederschlagsreihen wirde man — wie bei den
Messdaten in Abschnitt 11.D.2 gefunden — unkorreliertes Verhalten erwarten. Die Ergebnisse mei-
ner DFA-Untersuchung in Abb. 11.D.20 zeigen, dass nur zwei der funf betrachteten Reihen diesen
Erwartungen entsprechen, namlich die Niederschlagsreihe von Nevada [HUGHES& GRAUMLICH-96],
o = 0.55, die fast 8000 Jahre lang ist und damit die meisten Datenpunkte Uberhaupt hat, sowie die
Fruhlingsregen-Reihe aus der Turkel [ToucHANetal-03]. Letztere erscheint zwar leicht antikorre-
liert (o = 0.45), aber das ist angesichts der Lange von nur 660 Werten noch innerhalb des statisti-
schen Fehlers. Die Niederschlagsreihen aus New Mexico [GRISSINO-MAYER-96] und den gesamten
Sldwesten der USA [STAHLE& CLEAVELAND-92] weisen nicht plausible Langzeitkorrelationen bzw.
Antikorrelationen auf, a = 0.8 bzw. 0.4. Die auf Stalagmiten-Daten beruhende Reihe aus Schott-
land [PrROCTORetal-02], die einem Quotienten aus Temperatur und Niederschlag entsprechen soll,
zeigt nichtstationdres Verhalten, also extrem starke Korrelationen, was nicht plausibel ist. Ein Ver-
gleich mit der ebenfalls aus Stalagmiten-Daten rekonstruierten Temperaturreihe von Beijing [ TAN-
etal-03] zeigt, dass das 1/f-Rauschen (a = 1.0) moglicherweise eher typisch fir Stalagmiten ist.

Nun komme ich noch auf die historischen und rekonstruierten Datenreihen von Fliissen zu spre-
chen, die in Abb. I1.D.21 analysiert sind. Als erstes ist hier die auf historischen Aufzeichnungen
beruhende Reihe der jahrlichen Wasserstandsminima des Nils am Pegel Roda bei Kairo zu nennen,
die ich schon am Anfang des Kapitels erwahnt habe. Hurst bestimmte den Skalenexponent fir die-
se Nil-Reihe zu a = H = 0.77 + 0.06 [HURsSTetal-65, FEDER-88]. Ich erhalte mit der DFA2 einen
etwas groflderen Wert a = 0.85. Krzlich wurde berichtet [WHITCHERetal-02], dass nach den ersten
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Abb. I1.D.21: Fluktuationsanalyse von historischen und rekonstruierten Rei-
hen der Wasserstande bzw. Durchflussmengen verschiedener Fliisse mit DFA2
entsprechend Abb. 11.D.18.

hoher, wie man bei
einer Reduktion der
Kurzzeitfluktuationen
durch  Veringerung
des Messrauschens erwartet.  Beim Vergleich mit neuzeitlichen Pegelmessungen muss beachtet
werden, dass in der historischen Nil-Reihe Minima des Wasserstands aufgezeichnet sind, wahrend
die neuzeitlichen Daten die tagliche Durchflussmenge angeben. Da Abflussreihen multifraktal sind
und kleine Fluktuationen mit einem grof3eren Skalenexponenten beschrieben werden miissen, passt
der erhohte Wert fUr die historischen Nil-Daten gut zu den anderen Ergebnissen, denn die Minima
sollten eher wie kleine Fluktuationen skalieren.

Eine weitere auf historischen Dokumenten basierende Reihe ist die Reihe der Hochwasser der Peg-
nitz [GLASER-01]. Dabel handelt es sich nicht um historische Messungen, sondern um eine Aus-
wertung von historischen Text- und Bilddokumenten, anhand von denen die Hochwasserereignisse
datiert und in drei Kategorien eingeteilt wurden. Die Analyse zeigt, dass die so gewonnenen Daten
auf kurzen Zeitskalen wie weil3es Rauschen skalieren; das méchte ich auf den sicher nicht optima-
len und daher stark verrauschten ,,Messprozess® zurtickfihren. Auf langeren Zeitskalen kann man
Korrelationen erkennen, aber nicht zuverlassig mit einem Exponenten quantifizieren.

Von den restlichen Flissen basieren vier Reihen auf Baumringen und eine basiert auf Korallen.
Dabei zeigen die kirrzeste und neuste Reihe, die des Y ellowstone Rivers in Montana [ GRAUMLICH-
etal-03], und die australische Korrallen-Reihe [ISDALEetal-98] ein Skalenverhalten mit fur Flisse
realistischen Skalenexponenten o = 0.85 bzw. 0.67. Fiur FlUsse zu schwache Persistenz weisen hin-
gegen die beiden langsten Reihen fir den Sacramento [MEKOetal-01] und den White River [CLEA-
VELAND-00] (beide USA) auf, die man als nahezu unkorreliert bezeichnen kann (a = 0.60 bzw.
0.50). Der Clear Creek [WooDHOUSE-00] (ebenfalls USA) schliefdlich ist auf kurzen Zeitskalen
unkorreliert und hat erst auf langeren Zeitskalen ein realistisches Korrelationsverhalten, a = 0.74,
was auf einen stark verrauschten Messprozess hindeutet.
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Il.LE. Auswirkungen von Langzeitkorrelationen auf die Extrem-
wertstatistik und die Wiederkehrintervall-Statistik

Im vorhergehenden Kapitel wurden Langzeitkorrelationen in geophysikalischen Reihen der Tempe-
raturen, Niederschlage und Abfllsse aufgezeigt, zuletzt auch in rekonstruierten langjahrigen Daten-
reihen und Paldodaten. Relevant sind bei diesen Daten besonders die Extremereignisse, so z.B.
extreme Hitzeperioden, starke Regenstirme und Hochwasser. Die Abschdtzung der Wahrschein-
lichkeit fir das Eintreten solcher Extremereignisse ist wichtig, um den Aufwand fur notwendige
Mal3nahmen zur Gefahrenabwehr abzuschétzen. Die Hohe der Binnendeiche entlang von Flissen
beispielsweise wird so festgelegt, dass die Deiche mindestens einem Jahrhunderthochwasser stand-
halten sollen. Eine falsche Abschétzung der mittleren Wiederkehrzeit bis zum néchsten Extremer-
eignis wurde dazu fuhren, dass an einigen Stellen zu viel, an anderen Stellen zu wenig Vorsorge-
aufwand betrieben wird. Die Vorhersage der Wiederkehrzeiten und Eintrittswahrscheinlichkeiten
geht dabei meist von historischen Datenreihen aus. In der konventionellen Extremwertstatistik setzt
man voraus, dass die einzelnen Extremereignisse unabhangig voneinander auftreten, d.h. unkorre-
liert sind. Demnach wére das Auftreten eines Hochwassers unabhéngig davon, wie lange das letzte
Hochwasser zuriickliegt. Bei Langzeit-korrelierten Grof3en liegt es nahe, dass die Extremereignisse
auch irgendwie korreliert sind. Daher sollen in diesem Kapitel die Auswirkungen von Langzeitkor-
relationen auf die Extremwertdatistik und insbesondere auf die Statistik der Wiederkehrintervalle
zwischen aufeinander folgenden Extremereignissen theoretisch und durch Datenanalyse untersucht
werden [BuNDEetal-03b, BUNDEetal-04a, BUNDEEetal-04b, BUNDEetal-04c]. Um Probleme mit Jahres-
gangen zu umgehen, betrachte ich nur jahrliche Datenreihen.

[I.LE.1. Konventionelle Extremwertstatistik

Die konventionelle Extremwertstatistik beschéftigt sich mit der Verteilung von Extremereignissen
in Zeitintervallen einer vorgegebenen Lange R; einen Uberblick geben [GUMBEL-58, GALAMBOS-
etal-94, EMBRECHTSetal-97, VONSTORCH& ZWIERS-02].  Ausgehend von der Zeitreihe (x )Y, der
Lange N mit einer Verteilung D(x) werden die Maxima M, = maxikf(k_l)mpq in aufeinander fol-
genden Segmenten der Lange R bestimmt. Asymptotisch fir grof3e Segmentlange R erwartet man
in den meisten Fallen fir unkorrelierte Zeitreihen eine Fisher-Tippet-Gumbel-Verteilung der My
[FISHER& TIPPET-28, GUMBEL-58, GALAMBOSetal-94, ANTALetal-01, VONSTORCH& ZWIERS-02],

P(M) ~exp[—exp(—-M)] . (I.E.1)

Da man bei der Bestimmung der Maxima tatsachliche Werte der Zeitreihe betrachtet, ist bei dieser
Art der Extremwertstatistik die Verteilung D(x) wesentlich. Wir haben mit der Fourier-Filter-
Methode und dem iterativen Schreiber-Verfahren (siehe Abschnitt 11.A.1.c) verschiedene unkorre-
lierte und langzeitkorrelierte Datenrethen erzeugt mit einer GaulRverteilung D(X) und mit einer Ex-
ponentialverteilung D(X). Es zeigt sich, dass die Konvergenz gegen die Gumbel-Verteilung (11.E.1)
fir R - oo sehr langsam ist, wenn man von Gaul3-verteilten Reihen ausgeht. Bei exponentiell ver-
tellten Ursprungsdaten nahert sich die numerische Verteilung schneller, d.h. schon bel nicht ganz so
grollen R, an Gl. (I1.E.1) an.

Ahnliche Auswirkungen wie eine nicht-exponentielle Werteverteilung scheinen Langzeitkorrelatio-
nen in den Daten zu haben. Ohne Langzeitkorrelationen ist die Konvergenz zu Gl. (I11.E.1) schnel-
ler als mit Langzeitkorrelationen. Dabei scheint es keine abweichende universelle Form der Ex-
tremwert-Verteilung zu geben, die die Fisher-Tippet-Gumbel-Verteilung (11.E.1) ersetzen misste,
sondern nur Unterschiede in der Konvergenzgeschwindigkeit fir endliche Zeitreihen. Diese Unter-
schiede kénnen allerdings in der Praxis durchaus relevant sein, so dass die asymptotische Form der
Verteilung (I1.E.1) mit realen langzeitkorrelierten Messreihen kaum wirklich erreicht wird.
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dieser Schwelle zu analysieren. Dadurch wird die Abb. I1.E.1:  lllustration der Wiederkehr-
Lange der Wiederkehrintervalle zur Zufallsvariable :Qtnef Va“el:ggk), f‘u:r ﬁleWal\éqs;g a?:detle iilmﬁs
anstelle von Werten (Maxima) aus der urspringli- .- glc’) dqé (beiq?kairo, Agqypten). | Fr jedes
chen Zeltrelhe. Der Schwellenvyert wird auch als Quantil ist ein Wiederkehr-Intervall durch e-
Quantil bezeichnet und darum mit g benannt, wah- nen Doppelpfeil gekennzeichnet (nach [BUN-
rend die entsprechenden Wiederkehrintervalle rq DEetal-04]).

heil3en und eine neue Rethe rq(k), k=1, ..., Ny von

Ng < N ganzzahligen Werten bilden. Abbildung

I1.E.1 zeigt fur die historischen Wasserstandsdaten des Nils und fir drei Quantilwerte q die Zeit-
punkte, zu denen Messwerte Uber dem Quantil beobachtet wurden, und illustriert die Definition der
Wiederkehrintervalle rq(K).

a, -

Quantil

[y

a) Mittlere Wieder kehr periode

Fir die mittlere Wiederkehrperiode, den Mittelwert aller rq, gilt
Rq:<r>:i§:r(k):£—»ﬁ (N = ) (ILE.2)
N, N, N, ’

denn die Summe aller Wiederkehrperioden ist gerade N', die Lange N der Reihe minus die (asymp-
totisch bei stationdren Zeitreihen zu vernachlassigenden) Bereiche am Anfang und am Ende, in de-
nen keine Extremwert-Uberschreitungen vorkommen. Daesin dem Bereich der Lange N' genau Ny
Extremwert-Uberschreitungen gibt, ist Ry = N'/Ny der Kehrwert der Wahrscheinlichkeit fur das
Uberschreiten der Schwelle q. Somit lasst sich, wenn D(X) wie oben die normierte Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Werte x; in der urspriinglichen Reihe bezeichnet, R, aus dem Integral Uber diese
Verteilung berechnen,

R= j: D(x) dx. (I.LE.3)

Die Verteilung D(x) der Werte x; in der urspringlichen Reihe bestimmt zusammen mit dem Quantil
g die mittlere Wiederkehrperiode R,;. Eine weiter gehende Rolle spielt die Verteilung D(X) nicht.
Man kann sich leicht klar machen, dass sich weder R, noch die Reihe der rq(kK) andern, wenn man
alle x-Werte oberhalb der Schwelle g und alle x-Werte unterhalb der Schwelle g beliebig verschiebt,
solange keiner dieser Werte die Schwelle Uberquert. Dabei lasst sich die Verteilung D(X) beliebig
modifizieren und nur der Wert von Gl. (11.E.3) bleibt erhalten. Die Ergebnisse der Statistik der
Wiederkehrintervalle hdngen somit nicht von D(x) ab (wie bei der konventionellen Extremwertsta-
tistik), sondern nur noch von Ry, das sich durch die Schwelle q einstellen lasst. Daher ist mit den
Wiederkehrintervallen eine eher allgemeingultige Beschreibung von Extremereignissen moglich als
mit der konventionellen Extremwertdtatistik.

Um eine einfache Vergleichbarkeit der Ergebnisse flr verschiedene gemessene, rekonstruierte oder
simulierte Zeitreihen herzustellen, werden im Folgenden normierte Reihen betrachtet, bei denen der
Mittelwert subtrahiert und durch die Standardabweichung dividiert wurde. Die Quantile g werden
daher immer in Einheiten der Standardabweichung angegeben.
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(b) Historische und 3

(a) Simulation 73
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Abb. 11.E.2: (&) Verteilungen Py(r) von Wiederkehrintervallen r fir die Schwellen g = 1.5 (R; = 15, = ,n),
q=20(Ry=44,; ,e)undq=2.5 (R, = 161, »,a) fur simulierte langreichweitig korrelierte Zeitreihen (n ,@,4)
mit Korrelationsexponenten y = 0.5 (oben), y = 0.3 (Mitte) und y = 0.1 (unten) sowie fir die entsprechenden
gemischten Datensétze (= ,i ,»). Fir die Simulationen habe ich 1000 Reihen der Lange N = 2 x 10° fiir jeden
Wert von y mit der Fourier-Filter-Methode (siehe Abschnitt 11.A.1.c) erzeugt. (b) Verteilungen Pqy(r) von
Wiederkehrintervallen r fir die historische Zeitreihe der Nil-Wasserstande (n) sowie vier rekonstruierte
Zeitreihen, die Abflussreithe des Sacramento (#), die Temperaturreihe der Baffin-Insel (A), den Nieder-
schlag in New Mexico (V) und die Temperatur der nérdlichen Hemisphére (@). Die Ergebnisse der entspre-
chenden gemischten Reihen sind mit offenen Symbolen gezeigt. Die Ergebnisse fir die Daten habe ich Uber
ale Quantile g mit Ry > 3 und mit Ng > 50 Wiederkehrintervallen gemittelt. Die durchgezogenen Kurven in
(@) und (b) entsprechen der gestreckten Exponential-Verteilung (11.E.5) mit den jeweiligen y-Werten, und die
gestrichelten Kurven der Poisson-Vertellung (11.E.4). Nur fir die Rethen mit y = 0.1 (nahe an der Grenze zur
Nichtstationaritét) habe ich den a,-Parameter in (a) und (b) leicht gegentiber dem aus Gl. (I1.E.7) folgenden
Wert erhtht, sonst sind alle Kurven parameterfrel (nach [BUNDEetal-04c]).

b) Verteilung der Wiederkehrintervalle

Neben dem von g abhangigen Mittelwert R, der Wiederkehrintervall-Reihe rq(k), k=1, ..., Ng inte-
ressiert man sich fir die Verteilung der ro-Werte. Fir unkorrelierte Zeitreihen sind alle Extremer-
eignisse statistisch unabhéngig voneinander. Die Wiederkehrintervalle rq sind dann Zeitabstéande
zwischen zufélligen unabhéngigen Ereignissen, und deren Verteilung ist bekanntermal3en die Pois-
son-Verteilung mit Erwartungwert Ry,

F’q(r)=%exp[—r/Rq]. (Il.E.4)

Die Form dieser Verteilung hangt nicht von g ab; RyPy(r) ist stets eine einfache Exponentialfunkti-
on von r/Ry. Abbildung I11.E.2(a) bestétigt Gl. (11.E.4) fir unkorrelierte (gemischte) simulierte Da-
tenreihen fr verschiedene Werte von g.

Fur langreichweitig korrelierte Daten wird die Verteilung der Wiederkehrintervalle verandert.
Durch die Korrelationen kommen besonders kurze und besonders lange Wiederkehrintervalle r hau-
figer vor, und die Wahrscheinlichkeit mittlerer Werte von r ist etwas verringert. Abbildung
I1.E.2(a) zeigt, dass trotzdem noch das Skalenverhalten gilt, d.h. RyPq(r) héngt weiterhin nur von
r/Ry ab, aber nicht mehr als einfache Exponentialfunktion. Vielmehr finden wir fir langreichweitig
korrelierte Daten, die durch den Korrelationsexponenten y (bzw. den Fluktuationsexponenten o = 1
- y/2) charakterisiert werden, eine gestreckte Exponentialfunktion,
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bei der y der Korrelationsexponent ist und die
Parameter a, und b, nicht vom Quantil q ab-
hangen. Es ist wichtig, dass durch diese Un-
abhangigkeit von g auch die gestreckte Expo-
nentialverteilung (11.E.5) das Skalenverhalten
mit Ry zeigt, weil nur durch die Mittelung
Uber viele Quantile g bei den realen Datensét-
zen eine hinreichend gute Statistik zu be-
kommen ist. Auflerdem kann man so vom
Verhalten fur kleine Schwellen g und kurze
mittlere Wiederkehrintervalle R, auf das Ver-
halten fur grof3e Schwellen und lange mittlere
Wiederkehrintervalle schlief3en.

Die y-Abhangigkeit der beiden Parameter a,
und by in Gl. (I1.E.5) ist durch die beiden
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Abb. |1.E.3: Doppdlt logarithmische Darstelung
von —n[Py(r)/Py(1)] in Abhangigkeit von r/Ry fir
simulierte Daten mit y = o, 0.7, 0.4 und 0.1 (von
oben nach unten) sowie q = 1.5 (schwarz) und 2.5
(grau). Die Geraden haben die Steigung y fur die
korrdierten Daten und 1 fur die unkorrelierten Daten
(Y = ) (nach [BUNDEetal-04b]).

Normierungsbedingungen

1=(1) = I: P(rydr und 1= <r/Rq> = I:(r/Rq) P,(r)dr

festgelegt, so dass es keine freien Parameter gibt. Diese Normierungsbedingungen lassen sich mit
Gl. (11.E.5) unter Verwendung von Gammea-Funktionen nach a, und b, auflésen, was auf

__(2y) _ v
R L))
fahrt. Esist anzumerken, dass Gl. (11.E.5) fur die Abstéande r zwischen den Nulldurchgéangen eines
langzeitkorrelierten Prozesses friher von Mathematikern als Abschétzung hergeleitet wurde [NE-
WELL&ROSENBLATT-62]. Hier beschranken wir uns nicht auf das Quantil g = 0 und betrachten die
Abstande zwischen Quantil-Uberschreitungen, wobei auch direkt aufeinander folgende Uberschrei-
tungen mitzahlen, nicht nur Durchgange durch die Schwelle. Wir finden, dass die gestreckte Expo-
nentialverteilung viel allgemeiner gilt, als in der mathematischen Arbeit gezeigt. Zur Uberpriifung,
dass der Exponent in der gestreckten Exponentialfunktion (11.E.5) wirklich der Korrelationsexpo-
nent y sein muss, ist fur simulierte Daten mit unterschiedlichem y in Abb. 11.E.3 der negative Loga-
rithmus von Pq(r)/Py(1) doppelt logarithmisch gegen r/R, aufgetragen. Man erkennt deutlich, dass
die Kurven die entsprechende Steigung y haben.

Weiterhin haben wir auch alle langjahrigen historischen und rekonstruierten Datensétze untersucht,
fr die ich schon in Kapitel 11.D.4 mit der DFA-Methode die Langzeitkorrelationen bestimmt habe.
Die Ergebnisse fur flnf représentative Reihen mit einem gleichmaligen Skalenverhalten ohne
Ubergange ist in Abb. 11.E.2(b) gezeigt. Es handelt sich um die historische Reihe der jahrlichen
Wasserstande des Nils am Pegel Roda bei Kairo (Dauer 663 Jahre, a = 0.85, siehe Abb. 11.D.21,y =
0.3, [TOUSSON-25, POPPER-51, BERAN-94]) sowie um vier rekonstruierte Datenreihen: die Abfluss-
reihe des Sacramento River in Kalifornien, USA (aus Baumringen, Dauer 1109 Jahre, a = 0.6, siehe
Abb. 11.D.21, y = 0.8, [MEKOetal-01]), die Reihe der Sommertemperaturen auf der Baffin-Insel im
Norden Kanadas (aus Seesedimenten, 1241 Jahre, a = 0.725, siehe Abb. 11.D.19, y = 0.55, [Moo-
Reetal-01]), den Jahresniederschlag in New Mexiko, USA (aus Baumringen, 2131 Jahre, a = 0.8,
siehe Abb. 11.D.20, y = 0.4, [GRISSINO-MAYER-96]) und schlief3lich die Temperatur der ndrdlichen
Hemisphére in der Rekonstruktion nach Mann et al. (981 Jahre, a = 0.95, siehe Abb. 11.D.18, y =
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0.1, [MANNetal-99]). Bei der
Auswertung der realen Daten-
reihen ist zur Verbesserung der
Statistik eine Mittelung der
Resultate fir viele verschiede-
ne Quantile g nétig. Dennoch
fluktuieren die Werte von
RyPq(r) insbesondere bei gro-
[3en r-Werten, die seltener vor-
kommen. Man kann trotzdem
gut die Ubereingtimmung mit
den durchgezogenen theoreti-
schen  Verteillungsfunktionen
(I1.E.5) erkennen, in die — au-
Ber dem y bzw. a aus den
DFA-Untersuchungen — kein
freier Parameter eingeht. Ahn-
liche Fluktuationen treten auch
fur die Ergebnisse der gemisch-
ten Datensdtze auf, bei denen
die Korrelationen zerstért sind
und die daher der Poisson-
Verteilung (I1.E.4) folgen.

c) Korrelationen der
Wiederkehrintervalle
und bedingte Wieder -

10° 10
IR,
Abb. I1.E.4: (@) Autokorrdationsfunktion C(s) der Wiederkehrin-
tervalle fir die Schwellen g = 1.5 (e), 1.75 (n) und 2.0 (¥) fur simu-
lierte, langreichweitig korrelierte Rethen mit y = 0.4; die Geraden
haben die Steigung -0.4. (b) Bedingte Vertellungsfunktionen
Pqy(rlro) gegen (r/R,)Y aufgetragen fur simulierte Rethen mit y = 0.4
und g = 2.0 fir die beiden Bedingungen ro = Ry/8 (i ) und ro = 8Ry
(»). Die Geraden markieren den asymptotischen, gestreckt exponen-
tiellen Abfall. (c) RyPq(rlro) aufgetragen gegen r/R, fir simulierte
Reihen mit y =04 und ro = R/2 bel q=1.0, 1.5, 20 und 2.5 (ver-
schiedene Symbole). (d) Gy(rlro) = Py(rlro)/Py(r) aufgetragen gegen
r/Ry fur dieseben Parameter wie in (c); fur unkorrelierte Daten ist
Gq(rlro) = 1. Die Ergebnisse basieren auf der gleichen Statistik wie
bel Abb. 11.E.2(a) (aus [BUNDEEetal-04c]).

kehrintervall-Verteilungen

Die bisher betrachtete Verteilung der Wiederkehrintervalle zeigt zwar, dass sehr kurze und sehr
lange Intervalle bei korrelierten Daten haufiger werden, aber sie macht keine Aussagen Uber die
Anordnung der Wiederkehrintervalle, d.h. tber die Korrelationseigenschaften der Reihe rq(K), k = 1,
..., Ng. Um diese Eigenschaften zu untersuchen, berechnen wir die Autokorrelationsfunktion C;(s)
= (rg(k) ro(k +9)) - qu, denn die Reihe enthdlt keine Trends oder Nichtstationaritéten und der Mit-
telwert R, ist wohl definiert. Abbildung 11.E.4(8) zeigt représentative Ergebnisse fur y = 0.4 und
drei Quantile g. In der doppelt logarithmischen Darstellung sind die drei Kurven nahezu parallele
Geraden mit der Steigung -y = —0.4. Dies Ergebnis bedeutet, dass die Reihen der Wiederkehrinter-
valle langreichweitig korreliert sind mit demselben Korrelationsexponenten y wie die urspriingliche
Reihe. Dementsprechend sind lange und kurze Wiederkehrintervalle nicht zufallig und unabhéngig
angeordnet, sondern man kann erwarten, dass Bereiche (Cluster) aus ahnlichen Werten vorliegen,
so dass nach einem langen Wiederkehrintervall eher ein langes und nach einem kurzen eher ein
kurzes folgen sollte.

Die Konseguenz der Korrelationen in den Wiederkehrintervall-Reihen ist, dass die Wahrscheinlich-
keit, einen bestimmten Wert von r zu finden, von der Vorgeschichte und insbesondere von dem
direkt vorhergehenden Wert in der Reihe abhangt, der hier mit ro bezeichnet werden soll. Dies soll-
te bel Vorhersagen und Risikoabschétzungen beachtet werden. Abbildung I1.E.4(b) zeigt die (be-
dingte) Verteilungsfunktion Pq(r|ro), dass ein Wiederkehrintervall r auftritt unter der Bedingung,
dass das vorhergehende Wiederkehrintervall ro war. Man erkennt, dass sich die Verlaufe fur ver-
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schiedene Werte von ro deutlich aufgrund der Korrelationen unterscheiden und dass beide keine
echten gestreckten Exponentialfunktionen mehr sind. Asymptotisch néhern sich beide Kurven al-
lerdings gestreckten Exponentialfunktionen mit unterschiedlichen V orfaktoren an.

Abbildung I1.E.4(c) zeigt, dass die bedingte Wiederkehrintervall-Verteilungsfunktion Py(r|ro) auch
das schon bei Pqy(r) angesprochene Skalenverhalten fur verschiedene Quantile g aufweist, d.h. dass
RyPq(r|ro) nur von r/Ry und ro/Ry abhéngt, aber nicht vonr, ro und q getrennt. Die Kurven flr ver-
schiedene Quantile q fallen wieder Ubereinander. Um die Abweichungen der bedingten Vertei-
lungsfunktion Pqy(r|ro) von der unbedingten Verteilungsfunktion Pg(r) zu zeigen, die nach Gl.
(11.E.5) eine gestreckte Exponentialfunktion ist, haben wir in Abb. I1.E.4(d) den Quotienten Gy(r|ro)
= Py(r|ro)/Pq(r) gegen r/R, aufgetragen. Als Konsequenz der Korrelationen ist die Wahrscheinlich-
keit flr r = ro = Ry/2 deutlich erhoht, wahrend stark von ro abweichende Werte von r weniger haufig
vorkommen. Fir unkorrelierte Daten ist Gy(r|ro) = 1. Man beachte aber die gedehnte, nicht loga-
rithmische vertikale Achse in Abb. I1.E.4(d); die Veranderungen in der bedingten Wahrscheinlich-
keit sind deutlich schwéacher als der gestreckt exponentielle Abfall, der hier herausdividiert wurde.

d) Bedingte Wieder kehr periode und bedingte ver bleibende Wieder kehr zeit

Die bedingte Verteilungsfunktion Pqy(r|ro) ist eine grundlegende Grof3e, aus der relevante Grofden fir
eine Risikoabschatzung abgeleitet werden konnen. So ist beispielsweise das erste Moment von
Pq(r|ro) die bedingte Wiederkehrperiode,

R, (fo) :j:r P,(r |1,) dr, (I1.E.8)

d.h. die erwartete mittlere Wiederkehrzeit bis zum nachsten Extremereignis unter der Vorausset-
zung, dass zwischen den beiden letzten Extremereignissen die Zeit ro vergangen war. Eine allge-
meinere GroRe, die auch eine seit dem letzten Extremereignis schon vergangene Zeit x berticksich-
tigt, ist die mittlere bedingte verbleibende Wiederkehrzeit

T,(X|1,) :j:’(r = X)P,(r |1,) dr/j:’Pq(r Ir,) dr, (I1.E.9)

wobei T4(0Jro) = Ry(ro). Hier werden drei Extremereignisse betrachtet: Zwischen den ersten beiden
ist die Zeit ro vergangen und das dritte Extremereignis ist innerhalb der Zeit x nach dem zweiten
noch nicht eingetreten. Ttq(X|ro) ist dann die mittlere noch ausstehende Wartezeit bis zum dritten
Extremereignis. Fur unkorrelierte Zeitreihen gilt t4(X|ro) = Ry, auRer dass durch die Diskretheit der
r-Werte und eine moglicherweise nicht exakte Bestimmung von R, bei endlichen Reihen t4(X|ro) =
Ry auftreten kann fur x > 0, siehe auch [SORNETTE& KNOPOFF-97]. Bei unkorrelierten Reihen gilt
aber stets14(0lro) = Ry(ro) = Ry. Aufgrund des Skalenverhaltens von Pq(r|ro) erwarten wir, dass
To(X|ro)/Rq nur eine Funktion von X/Ry und ro/Ry ist und nicht von X, ro und g getrennt abhangt. Das
wird in Abb. I1.E.5(a) bestétigt, denn dort liegen die Kurven flr verschiedene Quantile g wieder
aufeinander. Weiterhin zeigt die Abbildung fir x = O (unterste Kurve) die Auswirkungen der Kor-
relationen: Grol3e Wiederkehrintervalle werden im Mittel von grof3en Intervallen gefolgt und kleine
von kleinen, so dass 14(0Jro)/Ry = Ry(ro)/Ry deutlich > bzw. < 1ist ro/Ry > bzw. < 1.

Es ist auf den ersten Blick Uberraschend, dass mit zunehmender Zeit x seit dem letzten Extremer-
eignis die mittlere bedingte verbleibende Zeit t4(X|ro) bis zum néchsten Extremereignis ansteigt, d.h.
dass die Kurven fur zunehmende x in Abb. 11.E.5(a) immer hther liegen. Wenn schon das Vierfa-
che der Wiederkehrperiode seit dem letzten Extremereignis vergangen ist (x = 4R, oberste Kurve in
Abb. I1.E.5(a)), liegt die mittlere verbleibende Wiederkehrzeit bei etwa 3 bis 5R; je nach dem Wert
des vorhergehenden Wiederkehrintervalls ro. Das bedeutet, dass eine lange Pause seit dem letzten
Extremereignis das néchste Extremereignis nicht mehr, sondern weniger wahrscheinlich macht.
Aufgrund der Langzeitkorrelationen in den betrachteten Zeitreihen ist ein langes Ausbleiben des
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Abb. 11.E.5: (&) Mittlere bedingte verbleibende Wiederkehrzeit t4(X|ro) bis zum néchsten Extremereignis (in
Einheiten von R) fur vier Quantile (q = 1.0, 1.25, 1.5 und 1.75; verschiedene Symbole) und vier Werte der
vergangenen Zeit x seit dem letzten Extremereignis (X = 0, 0.25R;, R, und 4R;; von unten nach oben) fur
simulierte, langreichweitig korrelierte Rethen mit y = 0.4. (b) Mittlere bedingte verbleibende Wiederkehrzeit
T4(XIro) in Abhangigkeit von X/Ry fur ro = Ry/8 (untere Kurve), ro = 8R, (obere Kurve) und gemittelt tiber ale
Werte von r, (unbedingte verbleibende Wiederkehrzeit; mittlere Kurve). Die Simulationen in (a,b) beruhen
auf derselben Statistik wie die fir Abb. 11.E.2(a) und I1.E.4. (c,d) Bedingte verbleibende Wiederkehrzeiten
Tq (X)/Ry und 14" (X)/R, gemittelt Uber alle ro unter- bzw. oberhalb des Medians der Wiederkehrintervalle in
Abhéngigkeit vom Korrelationsexponenten y fir (c) x = 0 und (d) x = Ry/4. Die Symbole gelten fur die
schon in Abb. 11.E.2(b) betrachteten historischen und rekonstruierten Datensétze (ausgefiillte Symbole) bzw.
die entsprechenden gemischten Datensétze (offene Symbole). Die Linien geben Simulationsergebnisse an
fr 14 (X)/Ry (durchgezogen) und fir 14" (X)/R, (gestrichelt), wobei 1000 Reihen der Lange N = 1250 (entspre-
chend der mittleren Lénge der realen Datensétze) betrachtet wurden; die nur nach auf3en gezeichneten Feh-
lerbalken habe ich aus den Schwankungen der Simulationsergebnisse zwischen den einzelnen Reihen ermit-
telt (aus [BUNDEetal-04c]).

nachsten Extremereignisses ein Hinweis auf persistent niedrigere Messwerte, und dadurch erhoht
sich die mittlere Wartezeit bis zum nachsten Extremereignis. Somit widerspricht der Effekt nur auf
den ersten Blick der Intuition. Fir Erdbeben missen diese Ergebnisse aber nicht gelten, denn ers-
tens sind Langzeitkorrelationen dabei (auf3er flr Nachbeben) umstritten und zweitens bauen sich an
Verwerfungen mit der Zeit immer stérkere Spannungen auf, so dass die Wahrscheinkeit fir ein Be-
ben mit der seit dem letzten Beben vergangenen Zeit anstiegt.

Abbildung I1.E.5(b) zeigt — fur zwei feste Werte von ro sowie gemittelt Uber alle ro — die mittlere
bedingte verbleibende Wiederkehrzeit 14(Xro) in Abhangigkeit von der schon abgelaufenen Warte-
zeit x. Man erkennt deutlich den Anstieg mit zunehmendem x aber auch klare Unterschiede zwi-
schen den beiden Kurven flr verschiedene ro. Insbesondere bei kleinen Werten von x reicht es of-
fensichtlich nicht, bei Risikoabschétzungen nur die unbedingte verbleibende Wiederkehrzeit, d.h.
Tq(X|ro) gemittelt tber alle ro (mittlere Kurve in Abb. 11.E.5(b)), zu betrachten, wie es [SORNETTE&
KNOPOFF-97, CORRAL-03] fur Erdbeben-Verteilungen tun, siehe auch [CORRAL-04]. Die Langzeit-
korrelationen in den hier schwerpunktmél3ig betrachteten hydro-klimatischen Zeitreihen fiihren zu
deutlichen Unterschieden in Abhangigkeit vom vorhergehenden Wiederkehrintervall ro, so dass
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man die ro-Abhangigkeit in Pq(r|ro) mit berticksichtigen muss und nicht von der unbedingten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung Pqy(r) ausgehen kann.

Um diese Abhangigkeit vom vorhergehenden Wiederkehrintervall ro, die eine direkte Auswirkung
der Langzeitkorrelationen ist, auch bei den vergleichsweise kurzen historischen und rekonstruierten
Jahresdaten-Reihen beobachten zu kénnen, ist es notwendig, die Statistik durch eine Mittelung tber
viele Quantile g und mehrere Wiederkehrintervalle ro zu verbessern. Wir haben dazu den Median
der Wiederkehrintervalle, rq*, bestimmt, und die mittlere bedingte verbleibende Wiederkehrzeit
Tq(X|ro) fur alerg < rq* bzw. ro > rq* gemittelt, um so die GroRen 14 (X) bzw. 14" (X) zu erhalten; die
Bedingung wird hier durch — und + ausgedriickt. Anschliefend haben wir 14 (X)/Ry und 14" (X)/Ry
tber alle Quantile g gemittelt, fur die Ry > 3 Jahre und Ny > 50 ist (wie fir Abb. 11.E.2(b)). Abbil-
dung 11.E.5(c) zeigt Ry /Ry = 14 (0)/Rq und Ry'/R, = 14" (0)/R, fur simulierte Datensétze (Linien) und
fr die funf reprasentativen historischen und rekonstruierten Jahresdaten-Reihen (ausgefiillte Sym-
bole), die wir schon fir Abb. 11.E.2(b) analysiert hatten, in Abhangigkeit vom Korrelationsexponen-
teny. Der Unterschied zwischen 14 (0) und 14"(0) wird mit abnehmendem Wert von y groRer, steigt
also mit zunehmendem Langzeitgedachtnis in den Zeitreihen an. Die Ergebnisse fur die histori-
schen und rekonstruierten Zeitreihen sind innerhalb der Fehlerbalken in guter Ubereinstimmung mit
den Ergebnissen fur die simulierten Daten. Man erkennt deutlich, dass 14 (0)/R, und 14" (0)/R, ver-
schieden sind, d.h. dass die mittlere verbleibende Wiederkehrzeit signifikant vom vorhergehenden
Wiederkehrintervall ro abhéangt. Um eine Vergleichbarkeit herzustellen und auch die Fehlerbalken
korrekt abzuschétzen, habe ich bei den Simulationen Reihen der Lange N = 1250 Jahre verwendet,
was der durchschnittlichen Lange der betrachteten historischen und rekonstruierten Zeitreihen ent-
spricht. Die (der Ubersichtlichkeit wegen nur in einer Richtung gezeichneten) Fehlerbalken geben
die Schwankungen der Simulationsergebnisse fur solche vergleichsweise kurzen Reihen an.
Abbildung I1.E.5(d) zeigt entsprechende Ergebnisse wie Abb. 11.E.5(c) fiir x = Ry/4 statt x = 0, also
fir eine schon abgelaufene Wartezeit von einem Viertel der Wiederkehrperiode. Die y-Abhéngig-
keit ist nicht nur quantitativ, sondern auch qualitativ verschieden. Wahrend 14 (0)/Ry mit anstei-
gendem y ansteigt, ist 14 (Ry/4)/Ry praktisch unabhangig vom Korrelationsexponenten. Wiederum
ist die Ubereinstimmung zwischen den simulierten und den realen Daten zufrieden stellend. Um
die Signifikanz der Ergebnisse zu zeigen, haben wir auch die entsprechenden gemischten Datenrei-
hen analysiert, sieche offene Symbole und gestrichelte Linien in Abb. 11.E.5(c,d). Wir erhalten
Tq (0)/Rq = 14" (0)/Rq = 1 und 14 (Ry/4)/Ry = 14 (Ry/4)/Rq = 1.1, was anzeigt, dass keiner der Effekte
fur unkorrelierte Daten auftritt, auRer einer leichten Erhohung von 14 (X)/Ry und t4"(X)/Ry flir x > 0.
Fur die gemischten Daten, deren Wiederkehrintervalle der Poisson-Verteilung folgen (siehe Abb.
11.E.2) sind 14 (X)/Rq und T4 (X)/Ry nicht unterschiedlich und héngen nicht von y ab.
Zusammenfassend ist zu sagen, dass die langreichweitigen Korrelationen in hydroklimatischen
Zeitreihen einen natrlichen Mechanismus fir eine Haufung von Extremereignissen in manchen
Abschnitten und das seltene Vorkommen solcher Ereignisse in anderen Abschnitten darstellen.
Diese Haufungen fuhren dazu, dass besonders kurze und besonders lange Wiederkehrintervalle
vermehrt vorkommen und dass die Reihe der Wiederkehrintervalle langzeitkorreliert ist. Diese
Korrelationen verandern die mittlere bedingte Wiederkehrperiode und die bedingte verbleibende
Wiederkehrzeit, so dass sie bel der Abschatzung der Wahrscheinlichkeit fir Extremereignisse be-
ricksichtigt werden missen.
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Il.F. Langzeitkorrelationen in der Festkérperphysik

II.LF.1. Speckle-Fluktuationen

Korrelations- und Fluktuationsanalysen sind auch in der experimentellen Festkdrperphysik von Be-
deutung, weil sie bei der Interpretation raumlich und zeitlich fluktuierender Messdaten helfen. In
diesem Abschnitt geht es um die zeitlichen Fluktuationen von an ungeordneten Proben gestreutem
Rontgenlicht. Die Variationen werden dabei von einer Strukturverénderung durch Diffusion verur-
sacht, die man auf diese Art in einem grof3en Volumenbereich und Uber lange Zeit beobachten, und
deren Mechanismus man so klaren kann.

a) M essung von Speckle-M uster n mit Synchr otr on-Rontgenstrahlung

In einem klassischen Streuexperiment wird Rontgenstrahlung mit einer kleinen Kohérenzlange am
Kristallgitter eines Festkorpers gestreut, so dass man aus den entstehenden Beugungsmustern die
Gitterkonstante und moglicherweise auch die Struktur der Einheitszelle bestimmen kann. Diese
Experimente zeigen immer die durchschnittlichen Eigenschaften der Probe an, weil die in verschie-
denen Regionen der Probe gestreuten Photonen nicht interferieren, sondern sich inkohérent Gberla-
gern. Unordnung in der Probe fuhrt zu einer Verbreiterung der Beugungsreflexe, so dass im Ex-
tremfall breite Beugungsringe auftreten, wenn viele kleine Kristallite mit Defekten in einer poly-
kristllinen oder pulverférmigen Probe bestrahlt werden. Aus der Breite der Beugungsreflexe im
Raum der Streuvektoren Q lasst sich ein MaR3 fur die Stérke der Unordnung gewinnen, d.h. bei-
spielsweise die Grol3e geordneter Doménen in der Probe abschétzen. Mikroskopische Verénderun-
gen in der Probe fihren nicht zu einer Verdnderung des Beugungshilds.
Bei der Benutzung eines Elektronen-Synchrotrons als Strahlungsquelle ist es hingegen mdglich,
eine Probe mit kohdrenter Rontgenstrahlung zu untersuchen. Dazu muss die verwendete Strahlung
durch den Einsatz eines guten Monochromators
und einer kleinen Blende sowohl in longitudina- T AT AR ARAA
ler als auch in transversaler Richtung hinrei-
chend kohérent gemacht werden, so dassalle im 2
bestrahlten Probenteil gestreuten Photonen in-
terferieren kbnnen. Man braucht Synchrotron- i
strahlung, weil sonst die Intensitdt und die 2
&
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transversale Kohéarenz nicht ausreichen. Bei
kohérenter Bestrahlung steht das Beugungshild
in direkter Beziehung zu den Positionen der
einzelnen Atome im bestrahlten Probenteil, und
jede Art von Unordnung in der Probe fuhrt zu 3
einer fluktuierenden , Feinstruktur® der Beu-

gungsreﬂexe’ e|nem 0 genannten ”Speckle“- IHIIH|H5HIII|HIIIIII\|IIIl\gl‘l‘l\gglllll\lllIIIII\|HIII%\-H|:?\'§\II\
(Flecken-) Muster im Raum der Streuvektoren Qz A7)

(Wellenzahlen) Q wie in Abb. 11.F.1 gezeigt. [ : ;

Ein solches statisches Speckle-Muster wurde 190 Bz?nte1n4§fy [phéfgﬁs] 2490
erstmals vor gut 10 Jahren an CuzAu aufge-

nommen [SUTTONetaI-Ql]. Abb. II.F.1; Statisches ,,SpeCkle“-(FleCken-)

ol ; Muster im Raum der Streuvektoren Q fur koh&-
Zusatzllp h muss das Spepkle—l\(lgster nlcht .Sta- rente Rontgenstreuung an einer CogGag-Probe
tisch sein, denn schon eine minimale zeitliche be Raumtemperatur. Der (100)-Uberstrukturre-
Verénderung der StrUKtur der PrObe, Z2.B. durCh flex Zag‘t das Muster aufgrund ungeordnaa' An-

die Diffusionsbewegung einzelner Atome, flhrt tiphasen-Doménen (aus [ STADLERetal-04]).

106



I1. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen

auch zu einer zeitlichen Veranderung des Beugungshilds. Wenn man die zeitlichen Korrelationen
im Speckle-Muster analysiert, kann man etwas Uber die Dynamik in der Probe, d.h. Uber den Me-
chanismus der Veranderungen, lernen. Normalerweise geschieht das durch eine Berechnung der
Autokorrelationsfunktion C(s) der Intensitét in einzelnen Flecken (,, Speckles*) des Beugungsbilds.
Das ist das Prinzip der Rontgen-Photonen Korrelations-Spektroskopie (X-ray Photon Correlation
Spectroscopy, XPCS), die hauptsachlich zur Untersuchung weicher [THURN-ALBERECHTetal-96,
LumMAetal-01, MADSENetal-03, THURN-ALBERECHTetal-03] aber auch harter [BRAUERetal-95,
MALIKetal-98, FRANCOUALetal-03] kondensierter Materie angewandt wird. Im Gegensatz zur E-
lektronenmikroskopie ist es dabei moglich, ein vergleichsweise grofRes Probenvolumen und auch
sehr langsam ablaufende Prozesse zu untersuchen.

Die Analyse der Speckle-Intensitdten mit der Autokorrelationsfunktion hat den Nachteil, dass sie
stationdre Datenreihen erfordert und bei langsamer Dynamik unzuverlassig wird, weil man das a
symptotische Verhalten der Autokorrelationsfunktion schlecht erkennen kann. Nichtstationdr wer-
den lange Aufzeichnungen der Speckle-Intensitét schon dadurch, dass die Intensitét der Syn-
chrotron-Strahlungsguelle ungefahr exponentiell mit der Zeit abnimmt, weil die im Speicherring
umlaufenden Elektronen mit der Zeit durch St6l3e mit Restgasatomen oder andere Prozesse verloren
gehen. Daher haben wir erstmals die trendbereinigende Fluktuationsanalyse (DFA) zur Analyse der
Rdntgen-Photonen Korrelations-Spektroskopie eingesetzt [ STADLERetal-03, STADLERetal-04].

b) Erklarung fur das Korrelationsver halten der Speckle-I ntensitaten

Zusétzlich erlaubt die DFA auch ein besseres, eher mikroskopisches Verstandnis der Fluktuationen
in den Zeitreihen der Speckle-Intensitéten, wahrend die Autokorrelationsfunktion nur ein Abklingen
der Korrelationen zeigt, ohne dass die genaue Ursache daftr deutlich wird. Zur Herleitung unserer
Erkldrung [STADLERetal-04] nehmen wir eine auf den Skalen der Wellenlange der Rontgenstrah-
lung im Wesentlichen kontinuierliche Diffusion der Atome im Festkorper an. Diese fuhrt auch zu
einer diffusionsartigen Veranderung der Phasen der interferierenden Wellen, denn eine kleine Ver-
anderung der Atom-Positionen fihrt zu einer kleinen Phasenverschiebung der gestreuten Wellen.
,Diffusionsartige Veranderung“ bedeutet hier, dass die Phase zum Zeitpunkt t der Phase zum Zeit-
punkt t — At entspricht plus einer kleinen Veranderung. Mit den Phasen der interferierenden Wellen
verdndern sich auch die Phasen der Streuamplituden in dieser Weise. Demnach wechseln die
Speckle-Intensitéten — die Quadrate der Streuamplituden fir verschiedene Streuvektoren Q — nicht
vollkommen zuféllig, sondern das Muster zum Zeitpunkt t ist immer das Muster zum vorherigen
Zeitpunkt t — At plus einer kleinen Veranderung. Dies entspricht fir kurze Zeiten einem Diffusi-
onsprozess fUr die Speckle-Intensitéten und bei der DFA einem Fluktuationsexponenten o = 1.5.

NatUrlich kann dieses nichtstationdare Verhalten nicht flr grof3e Zeiten gelten, denn sonst missten
die Speckle-Intensitdten wie Jt divergieren. Der Grund fir den Ubergang zu unkorreliertem Ver-
halten auf groRReren Zeitskalen ist, dass zwar die Phasen eine diffusionsartige Veranderung auf gro-
[3en Zeitskalen zeigen, aber nicht die Intensitéten. Eine Verdnderung der Phase um 21t fihrt wieder
zu derselben Speckle-Intensitét; das entspricht einer Verschiebung des streuenden Atoms in der
GroRenordnung der verwendeten Rontgen-Wellenlénge. Fir eine realistische Beschreibung der
Intensitdten kann man die Reihe 1o sin[¢(t)] betrachten, wobei ¢(t) die diffusionsartig fluktuierende
Phase ist. Zur Motivation dieser Formel kann eine Interferenz der gestreuten Welle der Phase ¢ (t)
mit einer in einem anderen Teil des Probenvolumens gestreuten Welle mit konstanter Phase ange-
nommen werden; um von der Streuamplitude zur Intensitét zu kommen, muss quadriert werden.

Abbildung I1.F.2 zeigt die Ergebnisse der DFA3 fir verschiedene kunstliche Datenreihen. Wie er-
wartet erhélt man fur unkorrelierte Zahlen A¢; die Steigung a = 0.5 und fir einen auf diesen Zahlen
als Inkrementen basierenden Diffusionsprozess ¢ (t) = ¢ (t — At) + Ad; den Wert a = 1.5. Die Reihe
der simulierten Intensititen losin?[(t)] zeigt dann einen Ubergang von o = 1.5 auf kleinen und
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mittleren Zeitskalen zu a = 0.5 auf grofen
Zeitskalen, weil das Verhalten unkorreliert
wird, sobald die Variationen der Phasen 21
Ubersteigen. Zusdtzlich ist in den Messdaten
noch unkorreliertes Verhalten auf kleinen
Zeitskalen zu beobachten, das seine Ursache
in der statistisch schwankenden Anzahl der in
jeder Zeiteinheit registrierten Photonen hat
(Photonenrauschen) sowie im Rauschen des
Rontgen-Bildsensors. Wenn man zu
losin’[$(t)] noch ein unkorreliertes Rauschen
addiert, erhalt man eine Kurve mit zwei Uber-
gangen (siehe Abb. 11.F.2).

Hier ist anzumerken, dass der erste Ubergang
vom Photonenrauschen zu dem diffusiven
Verhalten mit der Autokorrelationsanalyse
nicht zu sehen ist, denn die Autokorrelations-
funktion zeigt keine unkorrelierten Fluktuati-
onen. Man kann damit nur das Verschwinden

I1.F. Langzeitkorrelationen in der Festkorperphysik
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Abb. I1.F.2: Illustration des Korrelationsverhaltens
von Speckle-Fluktuationen. Fir unkorreierte Zah-
len Ad; (v), einen damit gebildeten Diffusionspro-
zess ¢(t) = ¢(t — At) + A, (), ene entsprechende
kohérente Intensitét 1o sin’[¢(t)] (; ) und eine solche
Intensitét mit zusétzlichem Photonenrauschen (v)
sind die DFA3-Fluktuationsfunktionen gezeigt; die
Kurven sind vertikal verschoben. Die gestrichelte

des diffusiven Prozesses auf grof3en Zeitskalen
sehen, das sich in einem ungefahr exponentiel-
len Abfall von C(s) aufert wie bei Kurzzeit-
korrelationen. So wird bei Untersuchungen der Autokorrelationsfunktion durch Anpassung einer
Exponentialfunktion eine Abklingkonstante bestimmt. Diese gibt an, wann die Phasen der Streu-
amplituden sich gegeneinander im Mittel um etwa 211 verschoben haben, d.h. wann sich die relati-
ven Positionen der Atome typischerweise in der GrofRenordnung der verwendeten Wellenlénge ge-
geneinander verschoben haben. Die Abklingkonstante, die der zweiten Ubergangszeit bei der DFA
entspricht, ist daher ein MaR} fir die Geschwindigkeit der diffusiven Strukturveranderungen in der
Probe. Je schneller die Dynamik ist, desto schneller wird eine Phasenverschiebung von 21t Uber-
schritten. Zur Aufklarung der Dynamik in der Probe interessiert man sich besonders fir die Tempe-
raturabhéngigkeit der Ubergangszeit und fir ihre Abhéngigkeit vom Streuvektor Q.

Ein Problem ergibt sich, wenn die Ubergangszeit sehr lang ist und Nichtstationarititen die Bestim-
mung stéren. Mit einer DFA-Untersuchung der Speckle-Fluktuationen kann die Ubergangszeit
dann zuverlassiger bestimmt werden. Unter Umsténden kann die Geschwindigkeit der diffusiven
Strukturveranderungen in der Probe auch aus dem ersten Ubergang vom Photonenrauschen zum
diffusiven Verhalten abgeschétzt werden, wenn man annimmit, dass das Photonenrauschen konstant
ist oder die bestimmten Werte entsprechend den Veranderungen beim Photonenrauschen korrigiert.
Der Grund ist, dass beide Ubergangszeiten von der Geschwindigkeit der diffusiven Strukturveran-
derungen in der Probe festgelegt werden und — konstantes Photonenrauschen vorausgesetzt — pro-
portional zueinander sind. Bei der Bestimmung aus dem ersten statt dem zweiten Ubergang kann
die Messzeit deutlich reduziert werden, bzw. es kdnnen bei gleicher Synchrotron-Strahlzeit mehr
unterschiedliche Messungen durchgefiihrt oder mehr Proben gemessen werden.

Gerade hat die Steigung a = 0.5, die strichpunktier-
te Gerade a = 1.5 (aus [ STADLERetal-04]).

¢) Dynamik von Antiphasendomanen in Einphasen-L egier ungen

In diesem Abschnitt betrachte ich die Anwendung der Rontgen-Photonen Korrelations-Spektros-

kopie (XPCS) mit DFA-Auswertung zur Klarung der Dynamik von Antiphasendoménen in der ein-

phasigen Legierung CosoGayo [ STADLERetal-04]. Diese Legierung hat kubisch-raumzentrierte Kris-

tallstruktur, wobei die eine Atomart die Ecken der Einheitszelle, die andere das Zentrum besetzt.
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Allerdings bildet sich diese Uberstruktur nicht gleich-
mal3ig Uber den ganzen Kristall aus, sondern es kommt
zu Phasendoméanen in denen die Positionen von Co
und Ga gegeneinander vertauscht sind (siehe Abb.
I1.F.3). Diese so genannten Antiphasendomanen sind
— neben einigen thermisch induzierten Leerstellen —
die Hauptquelle fur Unordnung im Kristall.
Im Rontgen-Beugungsbild wére der (100)-Reflex (der
Uberstrukturreflex) unterdriickt, wenn die Struktur aus
nur einer Atomart bestiinde, nicht aber der (110)-
Reflex (der Fundamentalreflex). Daher kdnnen sich
im Uberstrukturreflex nur die Unordnung und die Dy-
namik der Antiphasendoméanen widerspiegeln. Die
Idee ist, durch einen Vergleich der Speckle-Fluktua-
tionen von Uberstruktur- und Fundamentalreflex die
Eigenschaften der Antiphasendomanen-Dynamik zu Abb. I1.F.3: Illustration von zwe Anti-
extrahieren. Zunéchst kann man aus der Breite des phasendoménen in CosGas, bel denen
Uberstrukturreflexes (siehe Abb. 11.F.1) die mittlere  die Positionen der Atome in der bcc-
GroRe der Antiphasendoménen zu 400 + 15 nm ab- igjugtz]r) vertauscht sind (aus [STADLER-
schéatzen. Die Messungen erfolgten bei verschiedenen '
Temperaturen bis 785°C und mit bis zu 4096 Einzelaufnahmen der Speckle-Muster im Rhythmus
von wenigen Sekunden. Jede Einzelaufnahme (,,frame") umfasst typischerweise 300 x 300 Punkte,
wovon die Punkte im Bereich des Speckle-Musters ausgewahlt wurden und jeweils Zeitreihen mit
bis zu 4096 Werten lieferten. Die Quadrate der Fluktuationsfunktionen wurden fir alle Reihen je-
weils einer Temperatur gemittelt.
Abbildung I1.F.4 zeigt die Ergebnisse der DFA1 bis DFAS3 fiir die Speckle-Fluktuationen des Uber-
strukturreflexes (links) und des Fundamentalreflexes (rechts). Man erkennt, dass es keine qualitati-
ven Unterschiede zwischen den Ergebnissen fir die verschiedenen DFA-Ordnungen gibt, so dass
Trends insbesondere beim Uberstrukturreflex keine groRe Rolle spielen. Die Ergebnisse fir den
Fundamentalreflex zeigen merkliche Auswirkungen von Trends auf grof3en Zeitskalen, die aber bei
DFA3 (Abb. I1.F.4(f)) fast vollstandig beseitigt sind. Es bleibt dann nur eine Steigung a = 0.5, also
unkorreliertes Verhalten Ubrig, das durch das Photonenrauschen verursacht ist. Dieses Ergebnis
verdeutlicht die Notwendigkeit einer Verwendung von trendbereinigenden Analysemethoden. Der
Fundamentalreflex zeigt im betrachteten Temperaturbereich keine Dynamik. Auch der Uberstruk-
turreflex ist bei Raumtemperatur (RT) datisch und zeigt nur Photonenrauschen ohne Dynamik.
Darum konnten in Abb. 11.F.1 ale Einzelbilder summiert werden.
Anders sieht es furr den Uberstrukturreflex bei hdheren Temperaturen aus. Man erkennt einen An-
stieg der Steigungen auf o = 1.5 fiir groRere Zeiten. Der Ubergang zwischen den beiden Bereichen
verschiebt sich systematisch fur die htheren DFA-Ordnungen zu gréfl3eren Zeiten — ein Artefakt der
Trendbereinigung, der durch die Eichkurve in Abb. I1.A.6 korrigiert werden kann. Auf den Abso-
lutwert der Ubergangszeit kommt es hier allerdings nicht an. Fir die hochste Temperatur 785°C
erkennt man bei DFA3 (Abb. 11.F.4(c)) auch den zweiten Ubergang zu wieder unkorreliertem Ver-
halten, weil die Phasen 21t Uberschreiten. Offensichtlich ist die Dynamik der Antiphasendomanen
umso schneller, je hoher die Temperatur ist; das deutet stark auf einen thermisch aktivierten Prozess
hin. Da ein solcher Prozess im Fundamentalreflex nicht beobachtet wird, muss er mit der Bewe-
gung der Antiphasendomanen-Grenzen identifiziert werden.
Um die Aktivierungsenergie der Antiphasendomanen-Dynamik zu bestimmen, haben wir die Zeiten
1 fur den ersten Ubergang in Abb. I1.F.4(c) abgelesen und im Arrhenius-Diagramm Abb. I1.F.5
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Abb. 11.F.4: Trendberenigte Fluktuationsanalyse von Speckle-K orrdlationen im Uberstrukturreflex (a)-(c)
und im Fundamentalreflex (d)-(f) an CogeGaye mit DFAL (a,d), DFA2 (b,e) und DFA3 (c,f). Die einzelnen
Kurven gehtren zu unterschiedlichen Temperaturen (siehe Legende; RT = Raumtemperatur) und sind dop-
pdt logarithmisch gegen die Zeit t in Sekunden aufgetragen, die nicht mit der Anzahl s der Einzelaufnahmen
(,frames") Ubereinstimmt — darum die unterschiedliche horizontale Position der einzelnen Kurven. In verti-
kaler Richtung sind die Kurven zur besseren Erkennbarkeit ebenfalls verschoben. Die zum Vergleich ge-
zeigten gestrichelten bzw. strichpunktierten Geraden in (c) und (f) haben die Steigung a = 0.5 bzw. 1.5. An
der 785°C Kurvein (c) erkennt man das erwartete Verhalten mit zwei Ubergangen, wahrend fir den Funda-
mentalreflex in (f) kein diffusives Verhalten sichtbar ist (aus [ STADLERetal-04]).

halblogarithmisch gegen die inverse absolute Temperatur T+ aufgetragen. Man erkennt, dass die
Abhangigkeit innerhalb der Fehlerbalken fur die Bestimmung des Ubergangs T gut mit einer expo-
nentiellen thermischen Aktivierung der Antiphasendomanen-Grenzen-Dynamik,

T ~ eXp[Eaps/KsT] (I.F.2)
Ubereinstimmt, wobei Eaps = 1.05 + 0.10 €V. Die Ubergédnge bei 415°C und 480°C konnen bei
dieser Bestimmung der Aktivierungsenergie nicht berticksichtigt werden, weil der Bereich mit Stei-
gung o = 1.5 oberhalb der Ubergange dafiir zu kurz ist (siehe Abb. 11.F.4(c)).
Hier ist zu beachten, dass die im Sinne von Abb. I1.F.2 ersten Ubergange zur Bestimmung der Ge-
schwindigkeit der diffusiven Strukturveranderungen in der Probe herangezogen wurden, wozu Kon-
stanz des Photonenrauschens vorauszusetzen ist. Da der erste Ubergang nur in der DFA zu sehen
ist aber nicht in der Autokorrelationsfunktion, kann man die Autokorrelationsanalyse hier grund-
sitzlich nicht zur Auswertung der Daten benutzen. Der zweite Ubergang ist nur bei der hochsten
Temperatur in der verfiigbaren Messzeit deutlich zu erkennen. Allerdings ergibt sich auch aus die-
sem zweiten Ubergang und aus den andeutungsweise in Abb. I1.F.4(c) erkennbaren zweiten Uber-
gangen in den Kurven fir 585°C und 680°C in einer ganzlich vom Photonenrauschen unabhangigen
Bestimmung ungefahr die gleiche Aktivierungsenergie, so dass man davon ausgehen kann, dass das
Photonenrauschen nicht unterschiedlich war.
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Mit etwas Aufwand lasst sich das Ergebnis fur die
Aktivierungsenergie in Beziehung zu Monte-Carlo-
Simulationen setzen, bei denen das Verhdltnis der
Aktivierungsenergien von normaler Diffusion und
Antiphasendoméanen-Grenzen-Diffusion mit 3.5 bis
4.2 bestimmt worden war [WEINKAMERetal-98]; die-
ses Verhdltnis ist so grof3, well sich die Leerstellen
besonders an den Antiphasendomanen-Grenzen kon-
zentrieren. Die Diffusionsenergie fir Co betragt Ep =
2.24 eV [StoLwiKetal-80], wahrend die Diffusion
von Ga vernachlassigbar ist. Von Ep muss die Ener-
gie fur eine Leerstellen-Erzeugung subtrahiert wer-
den, weil dieser Prozess in den Monte-Carlo-Simu-
lationen nicht berticksichtigt wurde. Eine Extrapola-
tion aus Messwerten bei anderen CoGa-Legierungen
[VONOMMEN& DEMIRANDA-81] ergibt hierfir E' =
0.66 eV. Damit kommen wir mit unserer Aktivie-
rungsenergie Eaps auf

EC E,-E'

= =41
EEPB EAPB -E

in guter Ubereinstimmung mit 3.5 bis 4.2 der Monte-
Carlo-Simulation [WEINKAMERetal-98].

(I.F.2)

T[°C]
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Abb. II1.F.5:  Arrhenius-Diagramm der
(ersten) Ubergangszeiten T aus den DFA3-
Kurven in Abb. I1.F.4(c) fur die Speckle-
Fluktuationen im Uberstrukturreflex an
CosoGay. Bei der Bestimmung der Akti-
vierungsenergie mit dem Ansatz 1 ~
eXp[Eaps/ksT] (durchgezogene Linie mit
Eaps = 1.05 £ 0.10 €V) wurden nur die drei
hochsten Temperaturen berlicksichtigt, well
bei den beiden niedrigen Temperaturen die
Ubergangszeiten in der GréRenordnung der
Messdauer liegen (aus [STADLERetal-04]).

d) Vergrdber ungsmechanismen in Zweiphasen-L egier ungen

Als zweite Anwendung der Rontgen-Photonen Korrelations-Spektroskopie (XPCS) mit Fluktua-
tionsanalyse-Auswertung betrachte ich die Bestimmung von V ergréberungsmechanismen in zwei-
phasigen Metall-Legierungen. Die beiden betrachteten Legierungen Al-6at.%Ag bel 140°C und Al-
9at.%Zn bei 0°C gelten als Modellsysteme fir das Wachstum von Ausscheidungen [OSAMURAetal -
88, LANGMAYRetal-92]. Sie haben keine homogene Phase, sondern die Komponente mit dem ge-
ringeren Anteil (Ag bzw. Zn) bildet Ausscheidungen in dem Al, die zunéchst klein sind, dann aber
durch Diffusionsprozesse mit der Zeit wachsen. Dieser Vergroberungsprozess soll untersucht wer-
den. Die Temperaturen sind so gewahlt, dass der Vergréberungsprozess quasi-stationér ist, d.h. die
Grole der Vergroberungen andert sich nicht wesentlich in der Messdauer von einigen Stunden.
Theoretisch sind zwei verschiedene Arten von Vergroberungsprozessen moglich, und es hangt von
der bevorzugten Lage der Gitter-Leerstellen ab, welcher Mechanismus dominiert. In Monte-Carlo-
Simulationen [ROUSSEL& BELLON-01, WEINKAMER& FRANTZL-03] wurde gezeigt, dass die Vergro-
berung durch das Zusammenschlief3en mehrerer kleiner Ausscheidungen erfolgt (Koagulations-
Mechanismus [BINDER& STAUFFER-74]), wenn sich die Leerstellen bevorzugt an den Grenzen der
Ausscheidungen befinden, wahrend die Vergroberung durch ein Wachsen der Ausscheidungen
durch die Diffusion einzelner Atome erfolgt, wenn sich die Leerstellen in der Matrix befinden.
Letzteresist der klassische Lifshitz-Slyozov-Wagner (LSW-) Mechanismus.

Durch die Vergroberungen sind die polykristallinen Proben stark ungeordnet und die Beugungsrin-
ge in der Rontgen-Kleinwinkelstreuung sind sehr breit, wie Abb. 11.F.7 zeigt. Die Speckle-Muster
sind Uber weite Teile des Bildes ausgedehnt, so dass man seine Fluktuationen in Abhangigkeit vom
Streuvektor Q untersuchen kann. Abbildung 11.F.6 zeigt links typische Ergebnisse der FA und der
DFA fur die Speckle-Fluktuationen bei einem bestimmten Streuvektor Q. Zur Verbesserung der
Statistik wurden die jeweils einige 1000 Zeitschritte umfassenden Reihen von 20 benachbarten
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Abb. |I.F.6: Ergebnisse der FA und der DFA fir Speckle-Korrdationen bel kohéarenter Rontgen-Klein-
winkdstreuung an Al-6at.%Ag. Links sind die FA- sowie die DFA1- bis DFA3-Fluktuationsfunktionen (von
oben nach unten) fir einen typischen Streuvektor Q gezeigt, wobel fur die Analyse die Reithen von 20 be-
nachbarten Punkten in den Speckle-Bildern normiert aneinander gehéngt wurden. AulRer bel der FA erkennt
man deutlich den ersten Ubergang zu diffusivem Verhalten (a = 1.5) auf mittleren Zeitskalen. Um bzw.
oberhalb von s = 10* Belichtungsschritten (, frames') setzten Artefakte vom Aneinanderhéngen der Reihen
ein. Rechts sind die in diesem mittleren Skalenbereich bestimmten Fluktuationsexponenten a fir die DFA1
(i , unten), die DFA2 (; , Mitte) und die DFA3 (¢, oben) mit Fehlerbalken gegen den relativen Betrag des
Streuvektors Q/Qma aufgetragen. Die Q-Abhéangigkeit des Korrdationsverhaltens ist charakteristisch fir den
Vergréberungsmechanismus (Abbildungen von L. Stadler).

Punkten im Speckle-Muster normiert und an-

einander gehangt. Aufgrund von Trends in LU
der Synchrotron-Gesamtintensitdt kommt es o
auf Zeitskalen s = 5000 zu Oszillationen, die
sich insbesondere in der FA-Kurve ab-
zeichnen. Man erkennt klar das unkorrelierte 50 100 150 200
Verhalten (o = 0.5) furr kleine Zeiten und den el
Ubergang zu diffusivem Verhalten (o = 1.5)
auf mittleren Zeitskalen. Nur die FA-Kurve
zeigt den Ubergang weniger deutlich, und
zwar unter anderem deshalb, weil o = 1.0 die
Séttigungssteigung fr die FA ist.

Im rechten Teil von Abb. 11.F.6 sind die aus -16
den DFA1- bis DFA3-Kurven im mittleren
Skalenbereich bestimmten Steigungen o ge-
gen den relativen Betrag des Streuvektors
Q/Qmax aufgetragen. Der eigentliche Wert o .
= 1.5 fur den diffusiven Bereich wird in der B + |
numerischen Auswertung der experimentellen ! Intensity [photons] 14
Daten nur erreicht, wenn dieser Bereich hin- Abb. 1l1.F.7:  Speckle-Muster von kohérenter
reichend lang ist. Bei der DE_AS ist das effek- Rontgen-Kleinwinkelstreuung an der Zweiphasen-
tive a am grofdten, weil die Ubergange schér- Legierung Al-6at.%Ag. Die Photonenzéhirate ist
fer sind (siehe linken Teil von Abb. II.F.6).  mit logarithmischer Farbkodierung fir einen aus-
Die beobachtete Abhangigkeit von Q/Qumax ist gewahiten Bereich von Streuvektoren und eine

. .. .. Belichtungszeit von 1.65s aufgetragen. Das kleine
charakteristisch fUr den Vergroberungsmecha: g 7eigt die Zeitabhangigkeit der Photonenzh-

nismus, weil durch kleine bzw. grofle Q/Qmax  rate in dem Punkt, auf den der Pfeil weist (aus
die Dynamik auf grof3en bzw. kleinen Langen- [STADLEREetal-03]).
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skalen gemessen wird. Der effektive Wert
von a ist allerdings eher ein Mal3 fur die rela
tive Stérke der diffusiven Dynamik und weni-
ger ein Mal3 fur die Art der auftretenden Kor-
relationen. Die Position des Ubergangs wére
meiner Meinung nach besser zur Charakteri-
sierung der Dynamik geeignet, aber sie ist
technisch schwieriger zu ermitteln.

AuRerdem waren die Argumente fir den
Ubergang bei der Durchfiihrung von Monte-
Carlo-Simulationen der Dynamik und XPCS
in dem betrachteten System [WEINKAMER&
FRANTZL-03] noch nicht bekannt. Darum
wurde zur Charakterisierung der Simulations-
ergebnisse die FA benutzt, bei der der Uber-
gang zwischen dem ersten und zweiten Ska-
lenbereich nicht scharf ist und die Position des
Ubergangs sich in einer graduellen Verande-
rung des effektiven Skalenexponenten a zeigt.
Um die experimentellen Resultate mit diesen
Simulationsergebnissen vergleichen zu kon-
nen, missen auch an den experimentellen Da-
ten die effektiven Skalenexponenten a der

I1. Fluktuationen und Korrelationen in Zeitreihen
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Abb. I1.F.8: Vergleich der effektiven FA-Exponen-
ten a fur Expeiment (grofRes Bild) und Monte-
Carlo-Simulation (kleines Bild) [WEINKAMER&
FRANTZL-03] in Abhangigkeit vom reativen Betrag
des Streuvektors Q/Qmx. Die a-Werte fur Al-6at.%
Ag (i) und Al-9at.%Zn (v) sowie die auf das Ma-
ximum flr Al-6at.%0Ag umskalierten a-Werte fir
Al-9at.%Zn () sollen mit den Simulationsergebnis-
sen fir den LSW-Mechanismus (=, sowie ; mit
reskalierter Intensitét und zusétzlichem Hintergrund)
und fur den Koagulations-M echanismus (e, sowie v
reskaliert) verglichen werden (aus [STADLERetal-
03)).

FA-Kurven betrachtet werden.
Abbildung I1.F.8 zeigt diese effektiven Skalenexponenten in Abhangigkeit von Q/Qnmax fir die bei-
den Experimente an Al-6at.%Ag und Al-9at.%Zn (grofRRes Bild) sowie fiur die Monte-Carlo-
Simulationen (kleines Bild) [WEINKAMER& FRANTZL-03], bei denen einmal der Koagulations-
Mechanismus und einmal der klassische LSW-Mechanismus fir die Vergréberungsdynamik ver-
wendet wurde. Um einen Vergleich der Ergebnisse zu erméoglichen, wurden die simulierten Intensi-
téten und die experimentellen I ntensitéten fir Al-9at.%Zn auf das experimentelle I ntensitdtsmaxima
far Al-6at.9%0Ag umskaliert und noch ein Hintergrund-Rauschen zu den Simulationen hinzugeftigt.
So findet man eine gute qualitative Ubereinstimmung der Kurvenverlaufe fur Al-6at.%Ag und den
LSW-Mechanismus einerseits sowie fur Al-9at.%2Zn und den Koagulation-Mechanismus anderer-
seits. Demnach scheint in Al-6at.%Ag der LSW-Mechanismus und in Al-9at.%Zn der Koagu-
lation-Mechanismus zu dominieren.

Eine Begrundung fur dieses Verhalten kann man in den Schmelztemperaturen der beteiligten Metal-
le finden. Sie betragt 933 K fur Al, 1234 K fir Ag und 693 K fir Zn. Daher sollten die Leerstellen
in Al-9at.%Zn eher an den Grenzen der Zn-Ausscheidungen zu finden sein — was den Koagulation-
Mechanismus begtinstigt — und in Al-6at.%Ag eher in der Al-Matrix — was den LSW-Mechanismus

begunstigt.
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[11. Fluktuationen und Lokalisierung in elektronischen Systemen

lll. Fluktuationen und Lokalisierung in elektronischen
Systemen

In diesem zweiten Teil der Arbeit behandle ich komplexe elektronische Systeme, bei denen auf-
grund von Unordnung im Kristallgitter Fluktuationen in den messbaren physikalischen GrofRen auf-
treten. Wie in der Einleitung angesprochen hat die Komplexitét hier ihre Ursache in der inhomoge-
nen Potenziallandschaft des ungeordneten Festkdrpers und in der langreichweitigen (Coulomb-)
Wechselwirkung zwischen den einzelnen Elektronen. Eine Separation in kleine Teilsysteme, z.B.
in Einzelelektronen in wenigen Elementarzellen mit periodischen Randbedingungen, ist nicht mog-
lich, ohne dass die Komplexitdt der Dynamik veréndert wird. Wegen der Unordnung und starken
Vielteilchen-Wechselwirkungen kann man sich nicht mit einer Naherungslésung begniigen, sondern
muss ein Modellsystem aus vielen Teilchen simulieren, d.h. die Schrédinger-Gleichung dafir 16sen.
Hier sind die Fluktuationen quantenmechanischen Ursprungs. Wahrend die meisten der im ersten
Teil betrachteten Systeme makroskopischer Art waren und die charakteristischen Fluktuationen in
der zeitlichen Dynamik mit Hilfe der Zeitreihenanalyse beobachtet wurden, geht es in diesem Teil
vor alem um raumliche Fluktuationen. Die Grundidee ist dhnlich: Eine Charakterisierung der E-
lektronensysteme mit vielen Freiheitsgraden und wenigen Erhaltungsgréf3en kann nicht allein durch
den Mittelwert der elektrischen Leitfahigkeit oder die mittlere Einhiillende der Eigenzusténde erfol-
gen, sondern man muss fur eine vollstéandige Charakterisierung die Verteilung der Leitfahigkeiten
und die raumlich fluktuierende Verteilung der Wellenfunktionsamplituden beriicksichtigen.

Ein weiterer Unterschied zwischen den beiden Teilen der Arbeit ist die Art der analysierten Daten.
Wahrend ich im ersten Teil vor allem Messdaten realer komplexer Systeme in Form von Zeitreihen
betrachtet habe, geht es hier hauptsachlich um Simulationsergebnisse. Das Ziel ist dabei, die kom-
plexe Dynamik der Modellsysteme besser zu verstehen und zu klaren, welche Phéanomene die be-
trachteten Modelle beschreiben kénnen und welche nicht. Damit kann indirekt auf die Ursachen
der beobachteten Effekte geschlossen werden. Wenn ein bestimmter Effekt nicht mehr auftritt, so-
bald eine bestimmte Wechselwirkung vernachlassigt ist, kann das als Indiz fir die Relevanz eben
dieser Wechselwirkung fur den betrachteten Effekt gewertet werden. Bei der Analyse von Simula-
tionsergebnissen sind nicht gegebene Datensétze der Ausgangspunkt, sondern die Simulationen
selbst missen erst mit sinnvollen Ansétzen und Parameterwerten entwickelt und dann durchgeftihrt
werden. Anschlie3end besteht die Aufgabe darin, die Simulationsergebnisse zu aussagefahigen
Grofden zusammenzufassen. Zum Teil, und zwar insbesondere bei den wechselwirkenden Elektro-
nensystemen, ist es notwendig, geeignete Groflien zum Vergleich der Simulationsergebnisse mit
physikalisch messbaren GrofRen herzuleiten und zu motivieren, weil die etablierten Methoden oft
nur auf Ein-Elektronen-Wellenfunktionen anwendbar sind. Der Erkenntnisgewinn erfolgt durch
zweierlei Arten von Vergleichen: Einerseits werden die Ergebnisse der mikroskopischen Simulati-
onen mit den Vorhersagen Ubergeordneter, eher abstrakter Theorien, wie der Ein-Parameter-
Skalentheorie und der Zufallsmatrizen-Theorie, verglichen. Andererseits erfolgt ein Vergleich zwi-
schen den Simulationsergebnissen und experimentellen Messergebnissen.

Fluktuationen spielen bei der Miniaturisierung von Bauelementen in der Nanotechnologie eine zu-
nehmend grof3ere Rolle, da beispielsweise beim Einelektronentransistor die einzelnen Energieni-
veaus und ihre Fluktuationen aufgelost werden kdnnen. Sie zeigen sich insbesondere bel Bauele-
menten, die in mindestens einer Richtung nanoskopische Abmessungen haben, und bei tiefen Tem-
peraturen, wenn eine quantenmechanische Beschreibung erforderlich ist. Ein grundlegendes Ver-
stéandnis solcher Systeme ist Voraussetzung fir die weitere Miniaturisierung elektronischer Bau-
elemente. Besonders im Blickpunkt des Interesses steht der Phasenlibergang zwischen isolierenden
und metallischen Zusténden.
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[11.A. Motivation: Metall-1solator-Ubergang in zweidimensionalen Elektronensystemen

Nach einer kurzen Darstellung der experimentellen Resultate zur Motivation in Kapitel 111.A be-
handle ich in den Kapiteln 111.B und 111.C Modelle bzw. numerische Methoden zur Untersuchung
von Lokalisierung und Fluktuationen in ungeordneten und wechselwirkenden Elektronensystemen;
Teile dieser beiden einfihrenden Kapitel sind aus meiner Dissertation [KANTELHARDT-99] gekiirzt
und Uberarbeitet. Die Kapitel I11.D bis I11.G beschreiben und diskutieren die Ergebnisse meiner
numerischen Simulationen fur verschiedene niederdimensionale Modellsysteme.

lI.A. Motivation: Metall-Isolator-Ubergang in zweidimensiona-
len Elektronensystemen

Das Hauptergebnis der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung [ABRAHAMS-79] ist, dass es
in zweidimensionalen Systemen ohne magnetisches Feld keine metallischen Zustande geben kann,
fur die der elektrische Widerstand mit abnehmender Temperatur konstant bleibt oder verschwindet.
Der Grund ist die immer vorhandene Unordnung, die — auch wenn sie nur sehr gering ist — in hin-
reichend grofRen Systemen und bei hinreichend tiefen Temperaturen zu einer Streuung der Elektro-
nen an den Storgtellen und wegen destruktiver Interferenz der gestreuten Wellen zur (Anderson-)
Lokalisierung fuhrt [ANDERSON-58]. Dabel steigt der Widerstand mit abnehmender Temperatur
logarithmisch (schwache Lokalisierung) oder exponentiell (starke Lokalisierung) an [ABRAHAMS-
etal-01]. Obwohl diese Vorhersage nur fir nicht wechselwirkende Teilchen bewiesen wurde, also
quas fur Elektronen im Modell des freien Elektronengases mit einer ungeordneten Potenzialland-
schaft, war man fest von der allgemeinen Gultigkeit des Ergebnisses Uberzeugt. Experimente an
dunnen metallischen Schichten und an Silizium Metall-Oxid-Halbleiter Feld-Effekt-Transistoren
(MOSFETS) in den frihen 80er Jahren bestétigten die Vorhersagen fur schwache Lokalisierung bei
hoher Elektronendichte [DOLAN& OSHEROFF-79, BisHoPetal-80, URENetal-80] und fir starke Loka-
lisierung bei niedriger Elektronendichte [URENetal-80]. Darum hat viele Jahre praktisch niemand
an der Gultigkeit der Skalentheorie der Lokalisierung und dem Vorhandensein ausschliefdlich loka-
lisierter Zusténde in zweidimensionalen Systemen gezweifelt.

[II.LA.1. Experimentelle Ergebnisse zur elektrischen Leitfahigkeit

Es kam daher vollig Uberraschend, dass Mitte der 90er Jahre metallisches Verhalten bei tiefen Tem-
peraturen in Silizium-MOSFETs mit sehr hoher Elektronenbeweglichkeit gefunden wurde [KRAV-
CHENKOetal-94, KRAVCHENKOetal-95, MASONetal-95, KRAVCHENKOetal-96, SARACHIK& KRAV-
CHENKO-99]. Die erste, von Phys. Rev. Lett. abgelehnte Publikation [KRAVCHENKOetal-94] kommt
inzwischen auf ca. 270 Zitate; einen Uberblick geben [ABRAHAMSetal-01, KRAVCHENKO& SARA-
CHIK-04]. In diesen Bauelementen, deren Aufbau in Abb. [11.A.1 skizziert ist, bildet sich an der
Grenzflache zwischen der Halbleiterschicht und der Oxidschicht ein zweidimensionales Elektronen-
gas, wenn die Elektronen durch ein Gber die Metallelektrode (,, Gate") angelegtes elektrisches Feld
zur Grenzschicht gezogen werden. Die Dicke der

Ladungstragerschicht bzw. die Ladungstrager- Source Gate Drain

dichte in der Schicht lassen sich durch die ange- B Aluminium

legte Gate-Spannung variieren, so dass man mit 0 Sio;,

derselben Probe Messun.gen far unterschiedliche m Si, n-dotiert

Ladungstragerkonzentrationen durchftihren kann. . .
0 Si, undotiert

Die bei den neuen Experimenten verwendeten
MOSFETSs hatten eine um etwa eine GroBenord- | A 1: Skizze eines MOSFETs. Das
nung hohere Beweglichkeit der Ladungstréger im  ayeidimensionale Elektronengas entsteht an
Vergleich zu den Experimenten in den 80er Jah- der Grenzschicht zwischen Si und SiO, unter-
ren, weil die Grenzflache mit der modernen Halb- halb des Gates.
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4

leitertechnologie schérfer hergestellt werden 10 i ' '
kann. Daher konnten Messungen bei geringerer 10 ' ' '
Elektronenkonzentration ns = 10*cm™ durch- ! g
gefuhrt werden, bei der die typische Energie der 10° ‘, —

Elektron-Elektron-Wechselwirkung (Coulomb-
Wechselwirkung) mit E,_, =€ ni?/(41%eg,)
= 10meV deutlich groler it als die Fermi-
Energie E; = T°n,/2m =0.58meV (eist hier
die Elementarladung, e, die gesamte Dielektri- <3
zitdtskonstante, m die effektive Ladungstra i
germasse und der Faktor 2 in Er kommt von der
Bandentartung). Das dimensionslose Verhdltnis

E 2rme’m’

= e-e

_ _ 1
. = E. e h’ym,  a,ym,

mit dem effektiven Bohrschen Radius ag, der
auch als dimensionsloser Wigner-Seitz-Radius
bezeichnet wird, charakterisiert die relative ,
Starke der Elektron-Elektron-Wechselwirkun- 0 2 T(‘*K)

gen.. , , , Abb. I11.A.2: Temperaturabhéngigkeit des spezi-
Abbildung I11.A.2" zeigt die experimentellen  fischen elektrischen Widerstands in einem Silizi-
Ergebnisse fiur den spezifischen Widerstand um MOSFET fur 30 Elektronen-Dichten von ng =

p eines typischen Silizium-MOSFETs mit hoher  7.12 x 10%m™ (oben) bis 13.7 x 10™cm™
Beweglichkeit in Abhangigkeit von der Tempe-  (unten); im kleinen Bild sind Ergebnisse flr eine
ratur T bei verschiedenen Ladungstragerdichten ~ @ndere Probe gezeigt (aus [ABRAHAMSetal-01]).
ns, die Werten von rs im Bereich zwischen 15

und 20 entsprechen [KRAVCHENKOetal-95, SARACHIK& KRAVCHENKO-99, ABRAHAMSetal-01].
Man erkennt bei kleinen Ladungstrégerdichten (oben) einen starken Anstieg des Widerstands auf
der logarithmischen Skala mit abnehmender Temperatur, wie man es fr isolierende Zustéande er-
wartet. Oberhalb einer kritischen Ladungstragerdichte von ns = ne = 9.02 x 10°cm 2 hingegen (un-
ten im Bild), andert sich das Verhalten fir tiefe Temperaturen. Dann steigt der Widerstand mit ab-
nehmender Temperatur nur oberhalb von 2 bis 4K leicht an, fallt aber bei tieferen Temperaturen
deutlich ab, was metallische Zustande anzeigt. Im kleinen Bild von Abb. 111.A.2 ist der Ubergangs-
bereich vergroRert fir eine andere Probe gezeigt; auch hier sieht man den Ubergang zwischen iso-
lierendem Verhalten (oben) und metallischem Verhalten (unten) bei einer kritischen Ladungstréager-
dichte von n. = 9 x 10°°%cm™, diers = 18 entspricht. Ahnliche Ergebnisse mit einem Abfall des Wi-
derstands um einen Faktor zwei bis drei fir Ladungstragerdichten ng Uber der entsprechenden kriti-
schen Dichte n. wurden in SiGe- und GaAg/AlGaAs-Systemen mit Locherleitung gefunden [ COLE-
RIDGEetal-97, YoOONetal-99, SIMMONSetal-00] sowie auch in n-dotiertem AIAs [PAPADA-
KIS& SHAYEGAN-98]. In allen Fallen wurde ein Metall-1solator-Ubergang bei rs-Werten zwischen 5
und 20 beobachtet, im Falle der I11-V-Halbleiter allerdings erst unterhalb von 0.5K.

Wie man es fiir einen solchen Ubergang erwartet, zeigen die gemessenen spezifischen Widerstande
Skalenverhalten [KRAVCHENKOetal-95]. Fir S-MOSFETS lasst sich p(T,ns) mit den beiden unab-
hangigen Variablen T und ns im Bereich von T = 0.25 bis 2K als Funktion nur einer Variablen
T/To(ng) schreiben,

7=8.6... 11.0x10" cm™

ofs i 15 2
T(X)

{ !‘ Il p"‘;’"'“‘
(WA

el

S,

(1.A.1) o |

\
3‘; “w W

o

n=7.12x10" em™ ....... 13.7x10" em™

6 8

p(T.n)) =p.f [T/To(n)], (I1L.A.2)
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wobei p. die kritische Dichte ist und die Skalen-
parameter To(ns) geeignet gewdhlt werden mis-
sen. Das Skalenverhalten ist in Abb. I11.A.3 ge-
zeigt. Man erkennt in dem kleinen Bild, dass
To(ng) ungeféhr nach einem Potenzgesetz vom
Abstand zur kritischen Dichte n. abhangt,

To(n)) ~[n,—n,". (I11.A.3)

Der Exponent b betragt auf beiden Seiten des
Ubergangs b = 1.6 + 0.1 [KRAVCHENKOetal-95];
andere Autoren messen etwas kleinere Werte bis
1.25 [PorPovicetal-97]. Bei den I11-V-Halbleitern
ist der Skaenansatz (111.A.2) nicht erfolgreich
[HANEINetal-98]. Die Gite der Skalenansdtze
wurde kirzlich mit einem Modell minimaler An-
nahmen systematisch Uberprift mit dem Ergebnis,
dass es fur die Parameterwerte sehr auf den ge-
wahlten Temperaturbereich ankommt, obwohl die
Skalenansdtze an sich robust sind [LILLIEHOOK&
FURNEAUX-02]. Weiterhin erfolgte eine unab-
hangige experimentelle Bestimmung des kriti-
schen Punktes n; [ SHASHKINetal-01b, JAROSZYNS-
Kietal-02] Uber das Skalenverhalten der Aktivie-
rungsenergie E,, die sich aus dem Ansatz p(T) ~
exp[Ea/ksT] [PEPPERetal-74] fUr den lokalisierten
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Abb. I11.A.3: Skalenverhalten des spezifischen
Widerstands von Si-MOSFETs.  Mit den im
kleinen Bild gezeigten Skalenparametern To(ns)
lassen sich die Kurven von p(T,ns) nach Gl.
(I11.A.2) aufeinander skalieren (aus [ABRA-
HAMSetal-01]).

Bereich ableiten 1&sst.

Experimentell weniger klar ist das Verhalten der zweidimensionalen Elektronensysteme bei noch
hoheren Ladungstragerdichten ns. Da sich in dieser Richtung der schon in den 80er Jahren unter-
suchte Parameterbereich ohne metallische Leitfahigkeit anschliefdt [DOLAN& OSHEROFF-79, BISHOP-
etal-80, URENetal-80], miisste es prinzipiell einen zweiten Ubergang vom metallischen zu isolie-
rendem Verhalten bei groReren Ladungstragerdichten geben. Zwar wurde ein solcher Ubergang fiir
GaAs auch gefunden [HAMILTONetal-99], aber nicht von anderen Gruppen oder in anderen Materia-
lien. AuRerdem erscheint das Konzept eines doppelten Phasentibergangs in Abhangigkeit von der
Ladungstragerdichte nicht besonders attraktiv.

lII.LA.2. Experimentelle Ergebnisse zur Magnetoleitfahigkeit

Einen weiteren Einblick in die Natur der zweidimensionalen Elektronensysteme bei tiefen Tempe-
raturen kann man durch Messung der Leitfahigkeit unter dem Einfluss eines Magnetfelds gewinnen;
einen ausfuhrlichen Uberblick geben [KRAVCHENKO& SARACHIK-04]. In dinnen Schichten aus
normalen Metallen hat ein paralleles Magnetfeld (Feldvektor in der Schichtebene) kaum Einfluss
auf die elektronische Leitfahigkeit, denn Bahneffekte sind stark unterdriickt und das Feld koppelt
praktisch nur an die Elektronenspins. Man erwartet nur schwache Verénderungen der Leitfahigkeit
aufgrund von Elektron-Elektron-Wechselwirkungen [LEE& RAMAKRISHNAN-82, LEE& RAMAKRISH-
NAN-85]. Daher war es Uberraschend, dass in Silizium MOSFETs mit geringer Ladungstrégerdichte
die elektrische Leitfahigkeit durch ein paralleles Magnetfeld stark unterdriickt wird [DOLGOPOLOV-
etal-92, SIMONIANetal-97, PUDALOVetal-97].

Abbildung I11.A.4 zeigt die Abhangigkeit des spezifischen Widerstands vom Magnetfeld fur Si-
MOSFETSs mit (vergleichsweise hohen) Ladungstragerdichten, die ohne Magnetfeld im so genann-
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ten metallischen Bereich liegen. Man erkennt auf 100 g
der logarithmischen Skala einen drastischen An- f

stieg des spezifischen Widerstands tiber teilweise - T=029K By

mehr als eine Groflienordnung, also einen positiven |

Magnetowiderstand. Das entspricht einer negati- 10 Uneaam

ven Magnetoleitfahigkeit, weil die elektrische
Leitfahigkeit mit zunehmendem Feld abnimmt.
Die Abnahme geht mit dem Auftreten einer Mag-
netisierung einher [OKAMOTOetal-99, VITKALOV-
etal-00]. Bei starken Magnetfeldern ist eine Sétti-
gung zu erkennen, die umso eher erfolgt, je naher
die Ladungstragerdichte am Ubergangspunkt zum
lokalisierten Bereich liegt [SHASHKINetal-Ola,
VITKALOVetal-01]. Im Falle der vollstandig pola-
risierten Elektronen ist der Metall-Isolator-Uber-

gang unterdrickt, d.h. es existiert keine kritische GO biis s euowis s s b
Ladungstragerdichte [MERTENSetal-01, SHASH- 0 g 4 6 8 10 12
KiNetal-01b, GAoetal-02]. Die Abnahme der Leit- Magnetic Field (T)

fahigkeit mit zunehmendem Magnetfeld erfolgt

auch bei anderen Richtungen des Feldes in Bezu

auf die Ladungstréger-Eb?ane oder die Stromrichg:J einer Si-MOSFET-Probe im parallelen Feld bel
0.29K. Die Elektronen-Dichte wurde von

tung [SIMONIANetal-97, KRAVCHENKOetal-98, 1 cryqotlem (oben) bis 2.6x10M cm? (un-

PuDALOVetal-02]. ten) variiert (aus [KRAVCHENKO& SARACHIK-

Es gibt zwei etwas unterschiedliche Versuche, ein 04)).

Skalenverhalten der Magnetoleitfahigkeit zu zei-

gen [SHASHKINetal-01a, VITKALOVetal-01]. Die erste Gruppe [ SHASHKINetal-01a] hat sich an der

Theorie von [DoLGoPoLOV& GoLD-00] orientiert und p(H)/p(0) fur T — 0 gegen H/Hq(ns) aufge-

tragen mit einem Skalenparameter Hc, der so normiert ist, dass er dem Séttigungsfeld entspricht.

Das Ergebnisist He(ns) ~ ns— ¢, d.h. der Skalenparameter geht linear gegen 0. Dieser Skalenansatz

funktioniert allerdings nicht in der N&he des Metall-Isolator-Ubergangs bei der kritischen Dichte n.

Die andere Gruppe [VITKALOVetal-01] hat in einem breiteren Bereich von Ladungstrégerdichten ns

und Temperaturen ein Ein-Parameter-Skalenverhalten gefunden, indem sie die spezifische Leitf&

higkeit o(H) anstelle des spezifischen Widerstands p(H) auftrug in normierter Form,

6@=-o(H) _f_ H (I11.A.4)
0(0) - o(x) Ho(n,T) )’ o

wobei hier Hs(ns,T) der Skalenparameter ist. Der rechte Teil von Abb. I11.A.5 zeigt die gute An-
wendbarkeit dieses empirischen Skalenansatzes fir die experimentellen Daten. Sogar Kurven fir
verschiedene Temperaturen zwischen 0.3 und 1.5 K lassen sich auf diese Art Ubereinander skalie-
ren. Wie Abb. 111.A.5(a) zeigt, lasst sich der Skalenparameter Hg(ns, T) mit dem ebenfalls empiri-
schen Ansatz

Abb. 111.A.4: Spezifischer Magnetowiderstand

Ho(n,T) = An)[A(n)? T2, (II1.AS5)

mit zwei anzupassenden, temperaturunabhangigen Parametern A und A gut beschreiben. Wahrend

A weitgehend konstant ist, folgt die n-Abhéangigkeit von A ndherungsweise einem Potenzgesetz,

und A verschwindet ungefahr am Metall-I solator-Ubergangspunkt bei ne, siehe Abb. 111.A.5(b).

Die Messungen legen die Vermutung nahe, dass der grof3e Magnetowiderstand mit dem Elektro-

nenspin in Zusammenhang steht und dass die Sattigung des spezifischen Widerstands auftritt, wenn
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® Abb. I11.A.5: Skalierung der spezifischen Magnetoleit-
fahigkeit einer Si-MOSFET-Probe im parallelen Mag-
netfeld. Im rechten Bild wurden die M essdaten mit Gl.
(I11.A.4) Gbereinander skaliert fur vidle Werte der La-
dungstragerdichte ns im metallischen Bereich; ein hnli-
1,=0.85+0.07; ches Bild l&sst sich auch fr verschiedene Temperaturen
RS T bel konstantem ns erhalten. Die linken Bilder zeigen
0m0.6+0.12 (a) die Temperatur- und Dichte-Abhdngigkeit des Ska-
lenparameters Hq(ns, T), an die Gl. (I11.A.5) angepasst
wurde (durchgezogenen Kurven) und (b) die Abhangig-

keit des Parameters A von ns (aus [VITKALOVetal-01]).
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die Elektronen vollstandig polarisiert sind. Ahnliche Ergebnisse wurden fiir GaAs/AlGaAs mit
Locherleitung erhalten; allerdings gibt es dabei kein Plateau fir grof3e Magnetfelder, sondern einen
langsameren, linearen Anstieg [ Y 0ONetal-00], und das Verhalten hangt im Detail von den Richtun-
gen von Strom und Magnetfeld ab [PAPADAKISetal-00]. Dies wird auf Bahneffekte wegen der gro-
Beren Schichtdicke und die Anisotropie der Kristalle zurtickgeftihrt [DASSARMA& HWANG-00].

[1I.A.3. Umstrittene Erklarungen

Das Problem mit den Messergebnissen zum Metall-Isolator-Ubergang ist weniger eine unzurei-
chende Qualitét oder Unstimmigkeit der Messungen, sondern vielmehr die Tatsache, dass sie klar
im Widerspruch zur bisher anerkannten Skalentheorie der Lokalisierung stehen, die — wie gesagt —
einen Metall-Isolator-Ubergang bei zweidimensionalen Systemen ausschliefit. Das weist auf ein
grundlegendes Problem im Verstandnis der Quanteneffekte in den ungeordneten zweidimensionalen
Systemen hin, das es zu kléren gilt. Die Frage ist, ob die starken Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkungen in den jetzt betrachteten Systemen eine Revision der (Wechselwirkungen vernachl&ssi-
genden) Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung erforderlich machen oder ob das Grund-
prinzip einer Lokalisierung durch Unordnung erhalten bleibt und das beobachtete (scheinbar?) me-
tallische Verhalten anders erklart werden kann. Zusammenfassend heif3t es in dem Uberblick-
Artikels [ABRAHAMSetal-01]: ,, The physics behind these observations is at present not understood
(Die Physik hinter diesen Beobachtungen ist gegenwartig unverstanden).

Es wurde eine Vielzahl von Vorschldgen zur Erkléarung der experimentellen Befunde publiziert,
aber keiner davon liefert ein umfassendes Bild [ ABRAHAMSetal-01]. Der Hauptunterschied der Pro-
ben in den neuen Experimenten im Vergleich mit denen in den @lteren Experimenten sind die (rela-
tiv zur Fermi-Energie) stérkeren Elektron-Elektron (Coulomb-) Wechselwirkungen, die sich in gro-
Ren Werten von rs = 4 bis 20 fir den Ubergang zeigen. Dadie Skalentheorie der Lokalisierung als
Einteilchen-Theorie solche Wechselwirkungen nicht beriicksichtigt, liegt es nahe, darin die Ursache
fr das neue Verhalten zu sehen. Das hat eine Vielzahl von analytischen [DOBROSAVLJIEVICetal-97,
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CASTELLANIetal-98, Sietal-98, CHAKRAVARTY etal-98, KIRKPATRICK& BELITZ-00, SPIVAK-01, PUN-
NOOSE& FINKELSTEIN-02, SPIVAK-03, ROSENSTEIN& MINHTIEN-03, GULACSI-04] und numerischen
Arbeiten [PIKUS& EFROS-94, TALAMANTESetal-96, CUEVAS-99, BENENTIetal-99, WAINTALetal-99,
DENTENEERetal-99, SHEPELYANSKY& SONG-99, SHEPELYANSKY-00, VourAetal-00, KOTLYAR&
DASSARMA-01, BERkOVITSetal-01, BERKOVITS& KANTELHARDT-02, GOLDSTEIN& BERKOVITS-03,
SRINIVASANetal-03, DENTENEER& SCALETTAR-03, NiTAetal-04] zur Folge gehabt, in denen es dar-
um geht, den Ubergang zum metallischen Verhalten durch Elektron-Elektron-Wechselwirkungen zu
erkléren.

Andererseits kann man auch argumentieren, dass die beobachtete Temperaturabhangigkeit des spe-
zifischen Widerstands nicht durch eine metallische Phase bei T = 0 K verursacht wird, sondern
vielmehr eine Auswirkung von niederenergetischen, thermisch angeregten Prozessen ist. So wur-
den Haftzentren im Band [ALTSHULER& MASLOV-99] oder in der benachbarten Isolatorschicht
[NAKHMEDOV& MORAWETZ-02], eine spin-abhangige Streuung im Band [PAPADAKISetal-99,
Y AlsHetal-00], korrelierte Storstellen im Band [HILKE-03], eine Wechselwirkung mit Phononen
[X1ONGetal-03], eine temperaturabhéngige Abschirmung [KLAPWIK& DASSARMA-99, DASSAR-
MA&HWANG-99, ZALAetal-01], ein klassischer Perkolationseffekt [HE& X1E-98] und Quantenperko-
lationseffekte [MEIR-99, MEIR-01, NAZARENOetal-02] im Zusammenhang mit solchen Prozessen
vorgeschlagen. In diesem Fall wére der Metall-1solator-Ubergang nur ein scheinbarer Phasentiber-
gang in einem begrenzten Temperaturbereich, und bei noch tieferen Temperaturen wirde sich wie-
der ein Bereich mit schwacher Lokalisierung anschlief3en. Fir Letzteres gibt es auch experimentel-
le Hinweise [ SIMMONSetal-00, SENzetal-00, PROSKURYAKOVetal-02]. Experimentelle Hinweise auf
temperaturabhéngige Abschirmung und Perkolationseffekte finden beispielsweise [PUDALOVetal-
03] bzw. [WIiEBEetal-03, NoHetal-04]. Gegen diese Effekte spricht aber, dass der Widerstand stark
von der Polarisierung der Elektronen durch ein dul3eres Magnetfeld abhéngt, denn die Effekte sind
primér nicht vom Spin abhangig. Schliefflich gibt es auch den Vorschlag, die lokalisierte Phase sei
ein durch Temperatureffekte verursachter Zwischenbereich mit stérkerer Lokalisierung, wahrend
die so genannte metallische Phase in Wirklichkeit der normale Bereich mit schwacher Lokalisie-
rung ist [DASSARMA& HWANG-03].

Da in den betrachteten Systemen sowohl die Unordnung als auch die Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkungen eine wesentliche Rolle spielen, werde ich in dieser Arbeit zunéchst die Auswirkungen
von Unordnung verschiedener Art auf die Lokalisierung in niederdimensionalen Elektronensyste-
men untersuchen (Anderson-Modell) und dann das Wechselspiel von starker Unordnung und star-
ken Elektron-Elektron-Wechselwirkungen (Anderson-Hubbard-Modell) auch mit einem zusétzli-
chen parallelen Magnetfeld betrachten. Damit gehe ich der Frage nach, ob bzw. inwieweit die bei-
den Komponenten Unordnung und Elektron-Elektron-Wechselwirkungen die experimentellen Be-
funde erklaren konnen. Den Abschluss des zweiten Teils der Arbeit bilden Betrachtungen zu Loka-
lisierungsphanomenen in Quantenpunkten in Kontakt mit Drahten, wobei wiederum Unordnung
und Elektron-Elektron-Wechselwirkungen im Mittelpunkt stehen.
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I1I.B. Das Anderson-Modell fiir ungeordnete Elektronensysteme

Das Anderson-Modell wurde 1958 als , einfaches Modell fur solche Prozesse wie Spin-Diffusion
oder Leitfahigkeit im Storstellen-Band” oder allgemeiner ,,in bestimmten zufalligen Gittern” von
Philip Warren Anderson vorgeschlagen [ANDERSON-58]. Das wesentliche Ergebnis war, dass die
Quanten-Diffusion unter gewissen Umstanden durch Unordnung im System vollstéandig unterbun-
den wird. Damit wurde erstmals gezeigt, dass in hinreichend stark ungeordneten Systemen Lokali-
sierung auftreten kann. Das Modell basiert auf der Schrédinger-Gleichung in Tight-Binding-Nahe-
rung, und inzwischen wurden viele Erweiterungen untersucht. Es ist aufgrund des Umfangs nicht
mdglich, hier einen vollstandigen Uberblick tber das eigentliche Anderson-Modell und seine Er-
weiterungen zu geben; selbst Ubersichtsartikel [ECONOMOU-90, KRAMER& MACKINNON-93, JANS-
SEN-98] mussen sich auf ausgewahlte Aspekte des urspriinglichen Modells beschranken. Bei drei-
dimensionalen Gittern zeigt das Modell einen Ubergang von lokalisierten zu ausgedehnten Zustan-
den; deshalb wird es zur Beschreibung des Metall-Isolator-Ubergangs in dreidimensionalen unge-
ordneten Systemen verwendet. Ein Problem ist das Fehlen eines Ubergangs in zweidimensionalen
Systemen (auf3er mit magnetischem Feld), das im Widerspruch zu den im vorhergehenden Ab-
schnitt behandelten experimentellen Ergebnissen zu stehen scheint.

[11.B.1. Die Schroédinger-Gleichung in Tight-Binding-N&herung

Zur Beschreibung von Elektronen im Festkorper gibt es zwei grundsétzlich verschiedene Ansétze.
Der erste ist das Modell des fast freien Elektrons. Es ist besonders zur Beschreibung von Elektro-
nen in Metallen geeignet. Dabei geht man davon aus, dass sich die Leitungselektronen im Wesent-
lichen frei im Festkorper bewegen kdnnen. Die lonenriimpfe und die anderen Elektronen in dem
periodischen Gitter verursachen ein effektives periodisches Potenzial V(r) =V(r +r,), wobei r,
ein beliebiger Vektor des Gitters ist. Dieses Potenzial wird angenommen oder selbstkonsistent be-
stimmt. Die Lésungen der Schrodinger-Gleichung haben dann nach dem Blochschen Theorem die
Form W(r) = y(r)exp(-iq ), wobei (r) die gleiche Periodizitét wie das Gitter hat. Die Be-
rechnung der elektronischen Eigenzustande im Festkorper erfolgt durch Ldsen der kontinuierlichen
Schrodinger-Gleichung [—45 02 +V(r)] W(r) = EQ(r) fir eine Einheitszelle mit Randbedingungen
entsprechend dem Blochschen Theorem. Das Modell fast freier Elektronen kann aber nur bei nicht
ungeordneten Festkdrpern mit Uberschaubarer Einheitszelle verwendet werden, denn sonst miisste
man wegen der fehlenden Symmetrie die kontinuierliche Schrédinger-Gleichung fir den ganzen
Festkorper 16sen, und das ware zu aufwendig.

Bei dem zweiten Ansatz zur Beschreibung von Elektronen im Festkdrper, dem ,, Tight-Binding” -
Modell (tight binding = feste Bindung), wahlt man den umgekehrten Weg und geht von einzelnen
Atomen aus. Fir ein einzelnes Atom gibt es zahlreiche diskrete Elektronen-Eigenzustande, die alle
um den Atomkern lokalisiert sind. Diese Eigenzusténde sind Ldsungen der Schrodinger-Gleichung
mit dem atomaren Hamilton-Operator Huom, Haon WYY = € UMYy, Beim Tight-Binding-
Modell nimmt man an, dass die atomaren Eigenfunktionen |Q{*) raumlich stark lokalisiert sind, so
dass Y™ (r) schon klein ist, wenn r =|r| so groR wie die Gitterkonstante a wird. In diesem Ideal-
fall beeinflussen sich benachbarte Atome im Festkérper nur wenig, und es gibt komplexe Koeffi-
zienten , fur ale Gitterplatze n so, dass @, WM (r —r,) in der Nahe des Gitterplatzes r,, eine
gute Naherung fur die Gesamt-Wellenfunktion (r) ist. Fur die elektronische Wellenfunktion im
Festkorper macht man dann den Ansatz einer Linearkombination solcher atomarer Eigenfunktionen:

W)= W, W (r -r,) oder |L|J>:an|Jn|n>. (111.B.1)

In der zweiten Form steht schlicht |n) fir den atomaren Eigenzustand [Py an der Gitterposition
n, wodurch zusétzlich unterschiedliche Eigenzusténde bzw. unterschiedliche Atome an den ver-
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schiedenen Gitterpositionen berticksichtigt werden kénnen. Bei dem Ansatz (111.B.1) wird davon
ausgegangen, dass pro Atom immer nur ein atomarer Eigenzustand zu dem globalen Eigenzustand
beitragt; dasTight-Binding-Modell beschreibt dann nur ein Band. Die atomaren Eigenzustande sol-
len bei der Tight-Binding-Naherung raumlich so schnell abfallen, dass sie kaum tberlappen und als
orthogonal aufgefasst werden konnen, (njm) =9, ,.

Zur Herleitung der Tight-Binding-Gleichung schreibt man den Hamilton-Operator fUr den Fest-
korper aus vielen Atomen als Summe aller atomaren Hamilton-Operatoren, die nur auf ihre atoma-
ren Wellenfunktionen |n) wirken, plus einem Operator fur die Wechselwirkung der Atome,

H = zn HAtomn + HWechseIWirkung - (l | | BZ)

Da fur jedes Atom nur ein Eigenzustand eingeht, ndmlich |n), kann (111.B.2) unter Ausnutzung der
atomaren Eigenwertgleichung Huma|N) = €,|N) umgeschrieben werden zu

H = Zn|n>an<n|—Zn'm|n>tn'm<m| mit  t, . = = (N|Hynsmirang | M) - (111.B.3)

Setzt man den Ansatz (111.B.1) und den Hamilton-Operator (111.B.3) in die zeitunabhangige Schro-
dinger-Gleichung H|y) = E|g) ein und multipliziert von links mit (n|, so ergibt sich unter Aus-
nutzung von (njm) =9, , die , Tight-Binding”-Gleichung:

By =g, - > t,0 (111.B.4)

Nachbarn m

In der Praxis beschréankt man sich bei der Summe auf néachste Nachbarn von Gitterplatz n, denn die
atomaren Wellenfunktionen weiter entfernter Atome Uberlappen so wenig, dass man die Wechsel-
wirkung zwischen ihnen vernachlassigen kann. Die , Tight-Binding”-Gleichung (111.B.4) ist eine
Eigenwertgleichung; E ist der Eigenwert und die (& sind die zugehdrigen Eigenvektoren. Die
Diagonalelemente ¢, sind die Eigenenergien der atomaren Eigenzustande |¢{), und die Nicht-
diagonalelemente t,, (aus (111.B.3)) beschreiben die Wechselwirkung der Atome untereinander.
Die Wellenfunktionen werden auf 2.,|Q®) =1 normiert.

[11.B.2. Das Standard-Anderson-Modell fur Einteilchen-Zustande

Beim ursprunglichen Anderson-Modell [ ANDERSON-58, ECONOMOU-90, KRAMER& MACKINNON-
93] betrachtet man die , Tight-Binding”-Gleichung (111.B.4) fir regelméiige Gitter (lineare Kette,
Quadratgitter oder kubisches Gitter), gibt aber den einzelnen Gitteratomen unterschiedliche Eigen-
schaften, beschrieben durch unterschiedliche Koeffizienten €, und t,, =t, .. Diese Koeffizienten
bilden eine diinn besetzte, orthogonale Zufallsmatrix. Praktisch wird das Standard-Anderson-
Modell in zwei unterschiedlichen Varianten verwendet: Bei der so genannten ,,diagonalen Unord-
nung” werden die Eigenenergien €, der atomaren Eigenzusténde (die Potenziale) fur jeden Platz
zufallig und unkorreliert z.B. entsprechend einer Gleichverteilung mit der Breite w gezogen,
-w/2<eg,<w/2. Die Wechselwirkungsenergien t, , =t , sind fir benachbarte Gitterplétze n und
mgleich (und sonst 0), so dass man durch t =1 die Energieeinheit festlegen kann. Der Parameter w
steuert die Stérke der Unordnung und bestimmt im Wesentlichen die Eigenschaften der Anderson-
Wellenfunktionen. Bei der zweiten Modellvariante mit ,, nichtdiagonaler Unordnung” werden die
Diagonalelemente €, alle 0 gesetzt (Energienullpunkt), und die Wechselwirkungsenergien t, , (die
Nichtdiagonal-Terme) fir benachbarte Gitterpldtze n und m zuféllig, meist aus einer Gleichvertei-
lung um den Mittelwert 1 (Energieeinheit), gewahlt: 1-% <t,,, <1+%. Natirlich kann auch dia-
gonale und nichtdiagonale Unordnung kombiniert werden.

Abbildung I11.B.1 zeigt Beispiele fur Anderson-Wellenfunktionen (& mit diagonaler Unordnung
auf einer linearen Kette und auf dem Quadratgitter, die ich durch Diagonalisierung der Hamilton-
Operator-Matrix mit dem Lanzcos-Algorithmus [LANCzOS-50, CULLUM&WILLOUGHBY-85] be-
rechnet habe. Abgesehen von den starken Fluktuationen der Wellenfunktionen findet man, dass die
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(@) (b)

il

Abb. I11.B.1: Eigenfunktionen des Anderson-Modells in der Bandmitte bei E 0O (a) fur eine lineare Kette
mit 600 Platzen und (b) auf eénem 100x100 Quadratgitter mit periodischen Randbedingungen. Die Breite-
parameter fUr die diagonale Unordnung sind (8) w=1.0 und (b) w=7.0. In (@) ist die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit [,f linear Uber der Position aufgetragen und in (b) ist |ljJX,y|2 farbkodiert mit logarith-
mischer Skalierung aufgetragen; die rote Farbe markiert die grofiten Intensitaten (Y, > 109, Orange,
Gelb, Grun und Hdlblau signalisieren kleinere Intensitéten (in dieser Reihenfolge) und Weil3 steht fir
|ljJX,y|2 <10™. Neben der Lokalisierung sind die Fluktuationen der Eigenfunktionen gut zu erkennen (nach
[KANTELHARDT-99].

Eigenzustéande im Mittel ,,exponentiell lokalisiert” sind [KRAMER& MACKINNON-93]. Das bedeutet,
dass asymptotisch fiir groRe Abstéande r von dem Platz ny mit der maximalen Amplitude Q<] der
Logarithmus der Amplituden |{®)| im Mittel linear abfallt:

E
Wy _

_/, Jw)] .
<|n‘L|Jf:)‘>_<ln|LIJ(O)| = AW fir r >A(w). (111.B.5)

Der Parameter A(w) wird als , Lokalisierungslange”’ bezeichnet, denn er gibt an, auf welcher typi-
schen Lange die Wellenfunktionen abfallen. In der Definition (111.B.5) wird der Logarithmus der
Wellenfunktionsamplituden |P{®)| gemittelt, um das typische Verhalten zu bekommen, das nicht
von zufallig besonders grof3en oder besonders kleinen Amplituden dominiert wird. Daher heil3t
diese Mittelwertdefinition auch typischer Mittelwert. Die Lokalisierungslénge A(w) ist fur Eigen-
zustande in der Bandmitte, E C O, fir das Anderson-Modell auf einer linearen Kette analytisch zu
bestimmen: Man kann A(w) aus einer Rekursionsgleichung fur die Wellenfunktion, die aus der
» Tight-Binding”-Gleichung (I11.B.4) folgt, mit Hilfe von Greenschen Funktionen berechnen,
A(w) C105.045/w? [KAPPUS& WEGNER-81, ECONOMOU-90]. Dieses theoretische Ergebnis wurde
von mehreren Autoren auch numerisch getestet, siehe z.B. [PICHARD-86]. Es gibt auch Abschét-
zungen, die fir E#0 gelten: A(w)=24(4-E?)/W* [THOULESS-79], siehe auch [HOFFMANN&
SCHREIBER-96]. An den Bandkanten gilt ein anderer Zusammenhang [RuRretal-98].

Auch beim klassischen zweidimensionalen Anderson-Modell wurden in numerischen Simulationen
nur lokalisierte Eigenzustdnde gefunden [MACKINNON& KRAMER-83, KRAMER& MACKINNON-93,
ZHAREKESHEVetal-96, BATSCH-97, MARKOSetal-04], wenn man von der Bandmitte (E =0) bei
nichtdiagonaler Unordnung absieht, wo das Lokalisierungsverhalten kritisch ist [EILMESetal-98].
Die Lokalisierungslange A(w) ist nicht analytisch bekannt. Es gibt zwar eine auf der Signaltheorie
basierende analytische Rechnung, die auch Aussagen Uber die Lokalisierungslange und insbesonde-
re deren Divergieren bei bestimmten Energien fur kleine Unordnungsstarken umfasst [Kuzovov-
etal-02], aber die Vorhersagen dieser Rechnungen stimmen nicht mit numerischen Ergebnissen
Uberein und sind mdglicherweise auf eine unzulassige Symmetrieerweiterung zurlckzufihren
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[MARKOSetal-04]. Inder Literatur stehen mehrere unterschiedliche Aussagen Uber die numerischen
Werte der Lokalisierungslange und die Abhangigkeit von der Unordnungsbreite w nebeneinander
[MACKINNON& KRAMER-83, ZHAREKESHEV etal-96, BATSCH-97].

Kirzlich wurde fur das Standard-Anderson-Modell die Lokalisierung in dinnen Filmen in Abhan-
gigkeit vom Magnetfeld B und von der Filmdicke mit numerischen und mit zwei verschiedenen
analytischen Methoden untersucht [BROJEN-SINGH& KUMAR-02, BROJEN-SINGH& KUMAR-04].
Wahrend die numerischen Ergebnisse auf eine mogliche metallische Phase auch bei T = 0 hindeu-
ten, zeigt die eine analytische Betrachtung nur lokalisierierte Zusténde, aber gleichzeitig einen
Ubergang in Abhangigkeit von B bei endlichen Temperaturen (d.h. endlichen Phasenkohérenzlan-
gen), wahrend die andere analytische Betrachtung fur B > 0 ausgedehnte Zustande auch bei T =0
nicht ausschliefdt. Die Diskrepanz zwischen numerischen und analytischen Ergebnissen wird auf
Unterschiede zwischen dem diskreten und kontinuierlichen Anderson-Modell zurlickgeftihrt.

Beim dreidimensionalen Anderson-Model, das meist auf dem kubisch primitiven Gitter mit diago-
naler Unordnung verwendet wird, gibt es einen Delokalisierungs-Lokalisierungs-Ubergang [MAC-
KINNON& KRAMER-81], der physikalisch einem Metall-Isolator-Ubergang entspricht [LEE& RAMA-
KRISHNAN-85, IMADAetal-98]. Bis zu einer kritischen Unordnungsbreite w, =16.5 [MACKINNON&
KRAMER-83, SCHREIBER& GRUSSBACH-91, HOFSTETTER& SCHREIBER-94, GRUSSBACH& SCHREIBER-
95, SLEVIN& OHTSUKI-99], dem kritischen Punkt, sind die elektronischen Eigenzustande ausge-
dehnt, das heifdt ihre Lokalisierungslange A ist unendlich, und man beobachtet keinen exponentiel-
len Abfall der Wellenfunktionsamplituden. Oberhalb des kritischen Punktes (fur starke Unordnung
w>Ww,) sind die Zustéande wieder lokalisiert. Beim Anderson-Modell mit nichtdiagonaler Unord-
nung in d =3 sind die Zustéande nur in der N&he der Bandkanten lokalisiert, und sonst unabhangig
von der Unordnungsbreite ausgedehnt [CAINetal-99]. Direkt am kritischen Punkt sind die elektro-
nischen Wellenfunktionen im Anderson-Modell in d =3 multifraktal [ SOUKOULIS& ECONOMOU-84,
EVANGELOU-90, SCHREIBER-90, SCHREIBER& GRUSSBACH-91, HUCKESTEIN& SCHWEITZER-94,
GRUSSBACH& SCHREIBER-95, HUCKESTEIN& KLESSE-97]. Das heifdt vereinfacht ausgedrickt, dass
die verschiedenen Momente der Eigenfunktionsamplituden ({®)¢ den Raum nicht in gleicher
Weise, sondern mit unterschiedlichen fraktalen Dimensionen D(q) fullen. Aufgrund der stark von-
einander abweichenden Multifraktalitétsexponenten D(q = 2) in den verschiedenen Arbeiten wurde
postuliert, dass sogar fur jede einzelne Eigenfunktion ein unterschiedlicher Satz multifraktaler Di-
mensionen D(q) zur Beschreibung notwendig ist [PARSHIN& SCHOBER-99]. Auch in den neusten
Arbeiten wurde in dieser Frage noch kein eindeutiges Bild erzielt [EVERS& MIRLIN-00, VARGA-02,
MILDENBERGERetal-02, OBUSE& Y AKUBO-04].

Wahrend die Struktur der Eigenfunktionen am kritischen Punkt also intensiv untersucht wurde, hat
man sich bei den lokalisierten Zustanden mit der Annahme eines einfach exponentiellen Abfalls
und einer Angabe der Lokalisierungslange nach (111.B.5) begnigt. Die — wie Abbildung I11.B.1
zeigt — auch bei lokalisierten Zustdnden sehr wesentlichen Fluktuationen der Amplituden wurden
bisher kaum ndher untersucht.

[11.B.3. Die Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung

Die Existenz eines gewohnlichen Lokalisierungs-Delokalisierungs-Ubergangs nur fir Raumdimen-
sionen d > 2 folgt allgemein aus der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung [ABRAHAMS-
etal-79], sehe auch [LEE& RAMAKRISHNAN-85, KRAMER& MACKINNON-93]. Die wesentliche An-
nahme dieser Skalentheorie ist, dass es nahe dem Ubergang von lokalisierten zu ausgedehnten Zu-
standen nur eine einzige relevante Skalenvariable gibt, mit der sowohl die Leitfahigkeit (auf der
metallischen Seite) als auch die Lokalisierungsléange (auf der isolierenden Seite) beschrieben wer-
den konnen. Physikalisch bedeutet diese Annahme, dass nahe dem Ubergang nicht verschiedene
Lokalisierungsmechanismen unterschieden werden. Um die Leitfahigkeit g(L) eines Hyper-
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y . § .
Wirfels mit dem Volumen LY zu beschreiben, Kritischer B(9) . -

wird angenommen, dass der effektive Exponent 3 Punkt ~-. 1T —— =

aus ot - q

d=3

2

1

_B@ _ding Ing _

nur von der Leitfahigkeit g selbst abhéangt, aber
nicht explizit von L, von der Unordnung oder von
der Energie. Die Skalenfunktion (3(g) ist fur die /
Grenzfalle sehr kleiner und sehr grofRer Unord-
nung bekannt, die sefir groBen bzw. sehr kleineng a1 B2 Zur Skalentheorie der Lokalisie
entsprechen. Im metallischen Bereich gilt das rung: Die B(g)-Funktion fur die T = 0 - L eitf&

Ohmsche Gesetz g(L) ~ol®? mit der spe- higkeit g ungeordneter Systeme mit der Di-

zifischen Leitfahigkeit o, und daher 3(g)=d -2, mension d = 1 bis 3. Die Bedingung 3 =0 legt
siehe Abb. 111.B.2. Im isolierenden Bereich den kritischen Punkt in d =3 fest, der dem
nimmt die Leitfahigkeit exponentiell mit wach- Anderson-Ubergang - entspricht; ein - solcher
sender SystemgroRe L ab, g(L)~exp[-L/A] Punkt existiert nur fur d> 2. Fir B <0sind die

und daher B(g) =-1 dclirI]_L =—L=Ing. Zwischen Zusténde lokalisiert.

diesen Grenzféllen wird stetig interpoliert. We-

gen g(L) ~ LP bestimmt der Exponent 3 das Lokalisierungsverhalten im Grenzfall unendlicher Sys-
temgroRe: Fur B <0 sind die Zustande lokalisiert, fir B> 0 ausgedehnt, und bei =0 ist man am
Ubergangspunkt. Abbildung 111.B.2 zeigt daher, dass es nur fir d >2 einen Ubergang zu ausge-
dehnten Zustdnden geben kann, weil fir d <2 die Kurven vollsténdig im Bereich nicht positiver 3
liegen. Der unordnungs-induzierte Metall-Isolator-Ubergang in d = 3 erfolgt auRerdem immer bei
der gleichen (systemgrdf3enunabhangigen) kritischen Leitfahigkeit g., wenn die Skalenfunktion
B(g) universell ist, das heifdt nur von der Raumdimension d abhéngt. Diese Ergebnisse der Skalen-
theorie der Lokalisierung wurden sowohl numerisch fur das Anderson-Modell als auch in zahlrei-
chen Experimenten erfolgreich Uberprift (siehe z.B. [LEE& RAMAKRISHNAN-85, KRAMER& MAC-
KINNON-93]), wobei besonders wichtig war, dass g, konstant ist.

Um zusétzlich zum Lokalisierungsverhalten auch das Fluktuationsverhalten untersuchen zu kénnen,
wurde die Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung schon friih erweitert [ANDERSONetal-80].
Man betrachtete in der erweiterten Standard-Form im Rahmen der Zufalls-Phasen Hypothese (siehe
[DEYCHetal-00, DEYCHetal-01]) den Parameter

V(L)=2—1Lln(1+1/9)- (11.B.7)

Es wurde gezeigt, dass der Mittelwert von y(L) flr groRe Systeme gegen die inverse Lokalisie-
rungslange, den Lyapunov-Exponenten y, konvergiert,

(Y(L))=A"=y firL> ], (111.B.8)
wahrend die Fluktuationen von ¥(L) (die Varianz) wie 1/L verschwinden,
(V(L))=(W(L))* =/AL =y/L firL > X, (111.B.9)

Daher charakterisieren der Lyapunov-Exponent y oder die Lokalisierungslénge A vollsténdig das
asymptotische Skalenverhalten der Verteilung von y(L), d.h. ein einziger Parameter reicht aus zur
Beschreibung der Lokalisierungstarke und der Fluktuationen. Bisher wurde in numerischen Simu-
lationen anhand des Anderson-Modells hauptsachlich Gl. (111.B.8) getestet, aber nicht Gl. (111.B.9).

In jungster Zeit hat sich die Diskussion um die Gultigkeit der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lo-
kalisierung wieder belebt, was unter anderem auf die experimentellen Ergebnisse zum Metall-
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Isolator-Ubergang in zweidimensionalen Systemen zuriickzufiihren ist (siehe Abschnitt 111.A), denn
ein solcher Ubergang ware nach der Theorie nicht moglich. Die Skalentheorie wurde unter der An-
nahme von Korrekturen in der Skalenfunktion B(g) =d -2+ A/g® +... flr grofl3e Leitfahigkeiten
g - o mit A>0 auf die neuen Experimente angewendet [DOBROSAVLJIEVICetal-97], siehe auch
[SHENG& WENG-99].

Auf der Seite der Simulationen wurden vor allem eindimensionale Systeme betrachtet, um die Gul-
tigkeit der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung zu Uberprifen. Fir das Lloyd-Modell,
das mit dem klassischen eindimensionalen Anderson-Modell Ubereinstimmt bis auf eine Cauchy-
Verteilung der Diagonalelemente €, wurde gezeigt, dass die Zustéande an der Bandkante kein Ein-
Parameter-Skalenverhalten zeigen und dass eine neue Langenskala, die von der Anzahl der Zustan-
de bis zur Bandkante abhéangt, fur die Abweichungen verantwortlich ist [DEY CHetal-00, DEY CHetal -
01]. Auferdem zeigte sich, dass im Inneren des Bandes die Fluktuationen doppelt so grof3 sind wie
Gl. (111.B.9) angibt, dass dort aber sonst keine Verletzungen der Skalentheorie vorliegen. Auch bei
der Statistik der Wellenfunktionsamplituden, der Leitfahigkeiten und in der lokalen Zustandsdichte
gibt es Anomalien [ TITOV& SCHOMERUS-03].

Fur das klassische eindimensionale Anderson-Modell selbst konnte nachgewiesen werden, dass es
ebenfalls einen Bereich an den Bandkanten gibt, in dem die Ein-Parameter-Skalentheorie nicht gilt.
Dort kann aber die Verteilung der Leitfahigkeiten wieder durch eine Skalentheorie beschrieben
werden, in der das Verhdltnis von Lokalisierungslange und neuer, auf die Zustandsdichte bezogener
Langenskala als Variable auftritt [DEYCHetal-02]. Auch in der Bandmitte (E = 0) des klassischen
eindimensionalen Anderson-Modells gibt es Abweichungen von der Ein-Parameter-Skalentheorie
[ScHOMERUS& TITOV-03]. Dort bricht wie an der Bandkante die Zufalls-Phasen-Hypothese zu-
sammen, die eine Grundlage der Ein-Parameter-Skalentheorie ist. In [DEYCHetal-03] wurden diese
Ergebnisse erklart, indem die Bandmitte als Berihrungspunkt von eigentlich zwei Bandern aufge-
fasst wird, fur den dann auch die Skalentheorie mit dem Verhéltnis von Lokalisierungslange und
neuer, auf die Zustandsdichte bezogener Langenskala gilt. Weiterhin finden [V AGNERetal-03] fur
die Leitfahigkeiten eines eindimensionalen Drahtes Abweichungen von der Ein-Parameter-
Skalentheorie, die vor allem die Schwéanze der Leitfahigkeits-Verteilungen betreffen, aber sich auch
im Zentrum der Verteilung bemerkbar machen. Solche Abweichungen wurden experimentell bei
Messungen an quasi-eindimensionalen Golddrahten bestétigt, die eine klare Asymmetrie der Leitfa
higkeitsverteilungen erbrachten im Widerspruch zur Ein-Parameter-Skalentheorie [MOHANTY &
WEBB-02]. Fir zweidimensionale Modelle wurden allerdings solche Abweichungen kaum unter-
sucht, weder durch Simulationen, noch experimentell.

[11.B.4. Verallgemeinerte Anderson-Modelle mit Korrelationen

Neben dem klassischen Anderson-Modell mit unkorrelierten zufélligen Potenzialen €, oder Nicht-
diagonalelementen t, ,, besteht besonderes Interesse an verschiedenen verallgemeinerten Modellen
mit ungeordneten, aber raumlich korrelierten Potenzialen €,,. Korrelationen treten in vielen realen
ungeordneten Festkdrpern auf, wie z.B. in Polymeren, sowie in porésen und amorphen Materialien.
Ein Grund dafur kénnen z.B. chemische Bindungen sein, bei denen es nicht nur auf die unmittelba-
ren Bindungspartner ankommt, sondern auch auf die ndheren Umgebungen, so dass bestimmte An-
ordnungen bevorzugt und kurzreichweitige Korrelationen hervorgerufen werden. Modelle mit
raumlich korrelierten Potenzialen weisen zum Teil auch bei ein- und zweidimensionalen Systemen
ausgedehnte Zusténde auf, die nur durch die Korrelationen zustande kommen. Bei den eindimensi-
onalen Systemen liegt ein besonderes Interesse auf der Folge der Basenpaare in der DNS, die die
Erbinformation speichert; auch dort spielen Korrelationen eine Rolle (siehe Abschnitt 11.C.1).

Das einfachste Modell mit zufalligem, kurzreichweitig korreliertem Potenzial ist das Dimer-Modell
[DuNLAPetal-90]. Die Potenziale €, haben eine bindre Verteilung, €, (€., €5}, und €4 (0der auch
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€g) tritt immer nur paarweise auf, z.B. €,,€4,€5,€0:€0+E0,E01E8:E8:E01E01E81EA Eps...  Die
Nichtdiagonal-Terme t,, in der Tight-Binding-Gleichung (111.B.4) werden fur néchste Nachbarn
alle gleich 1 gesetzt. Durch numerisches Losen der zeitabhangigen Tight-Binding-Gleichung fir
ein lokalisiertes Wellenpaket als Anfangsbedingung konnte gezeigt werden, dass fir —2 < ga — &g <
2 das mittlere Verschiebungsguadrat des Wellenpakets proportional zu t¥2 ansteigt, und daher aus-
gedehnte Zustande existieren missen. FUr |ea — €g| = 2 ist die Ausbreitung diffusiv, und sonst sind
alle Zusténde lokalisiert. Die lokalisierten Zustéande weisen teilweise Abweichungen von einer ex-
ponentiellen Form der lokalisierten Eigenfunktionen auf [IZRAILEVetal-96, VARGA& PIPEK-98]. Die
Anzahl der ausgedehnten Zustande ist nach [FLORES& HILKE-93, HUANGetal-97] proportional zu
JL, wobei L die Lange der betrachteten linearen Kette ist. Daher wird der Anteil ausgedehnter
Zustande an der Gesamtzahl L der Zustande fur grof3e Systeme (L — o) vernachléssigbar [HIL-
KE& FLORES-97] und sollte in makroskopischen Systemen keine Rolle spielen. In einer analytischen
Arbeit [ SEDRAKYAN-04] wurde kirzlich allerdings berichtet, dass nur an den beiden Punkten E = €a
und E = e wirklich ausgedehnte Zustande auftreten (falls |ea — €g| < 2), so dass man eigentlich
nicht von einem Metall-Isolator-Ubergang sprechen kann. In einer experimentellen Arbeit wurden
an Halbleiter-Ubergittern mit Dimer-Struktur erhdhte elektrische Leitfahigkeiten gegentiber einer
unkorrelierten Vergleichsprobe gefunden und als experimenteller Nachweis der ausgedehnten Zu-
stéande prasentiert [BELLANIetal-99]. Halbleiter-Ubergitter werden mit Molekularstrahl-Epitaxie
hergestellt und bestehen aus bis zu 400 Schichten von abwechselnd GaAs und AlGaAs, die wenige
Nanometer dick sind und wegen der unterschiedlichen Bandllicken der beiden Materialien Quanten-
topfe bilden. Fir die Dimer-Struktur wurde das lokale Potenzial Uber die Breite der Quantentopfe
eingestellt. Ein Beweis fUr ausgedehnte Zustande sind diese Experimente aber keineswegs.

Schon vor den zufélligen Dimer-Modellen wurden verallgemeinerte langreichweitig korrelierte An-
derson-Modelle mit inkommensurablen bzw. quasiperiodischen Potenzialen untersucht; einen
Uberblick geben [HIRAMOTO& KOHMOTO-92]. In solchen Systemen sind die Platz-Energien ¢,
durch eine nicht zuféllige, periodische Funktion gegeben, €, = f(nw), deren Periode 2n/w in-
kommensurabel mit der Gitter-Periodizitét ist, was bedeutet, dass w eine irrationale Zahl ist. Am
haufigsten wird hier das Harper-Modell verwendet, bei dem f(nw) =% cos(nw) gesetzt ist. Indie-
sem Modell sind fir w < 4 alle Eigenzustande ausgedehnt, bei w, =4 sind sie kritisch und dartber
lokalisiert [AUBRY & ANDRE-80]. Interessant ist bei den quasiperiodischen Potenzialen das Auftre-
ten multifraktaler Eigenzustéande am kritischen Punkt [SIEBESMA&PIETRONERO-87]. Ebenfalls
langreichweitige, raumlich nicht abklingende Korrelationen im Potenzial mit einer zusétzlichen
Zufallskomponente wurden kiirzlich von [HILKE-03] untersucht, der ein zweidimensionales Ander-
son-Modell betrachtet mit Storstellen, die zufallig auf einem (Uber-) Gitter mit groRerer Gitterkon-
stante verteilt sind. Dafir tritt ein Ubergang zu ausgedehnten Zustanden in Abhangigkeit vom An-
teil der korrelierten Stérgtellen auf. Auch das Fibonacci-Modell, bei dem die Potenziale nach der
Fibonacci-Reihe gewdhlt sind, €, — €,€5 — €A|€AE — EAERIEAEAER — EAEAER|EAEREAEAER — ---)
zahlt zu den quasiperiodischen Anderson-Modellen und wurde vielfach untersucht [KOHMOTO-83,
OsTLUND-83]. Es weist ausschliefdlich kritische Zustande auf. Experimentell realisiert wurde ein
Halbleiter-Ubergitter mit Schichten nach dem Fibonacci-Modell in der 13. Generation [MERLINetal-
85]. Daflr wurden mit Rontgenbeugung und Raman-Streuung potenzgesetzartige Singularitdten im
Spektrum nachgewiesen.

Weiterhin wurde die inverse Lokalisierungslange mit analytischer Stérungstheorie fir eindimensio-
nale Systeme mit stationdren langreichweitig korrelierten Potenzialen berechnet mit Energien nicht
nahe an den Bandkanten oder der Bandmitte [1ZRAILEV& KROKHIN-99, |ZRAILEVetal-01]. Eswurde
dabei gezeigt, wie sich Potenziale €, konstruieren lassen, fur die es einen Lokalisierungs-Delokali-
sierung-Ubergang gibt. Allerdings wurde das Ergebnis in der Nachfolgearbeit [IZRAILEV& MAKA-
ROV-03] etwas relativiert, indem auch fir den so genannten delokalisierten Bereich eine Lokalisie-
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rungslange eingefuihrt wird, die zwar groRRer als die Systemgrol3e, aber eben doch endlich ist. Daher
wirde ich eher von Ubergangen zwischen starker und schwacher Lokalisierung sprechen, die nicht
im Widerspruch zur Skalentheorie der Lokalisierung stehen, wie die Autoren auch einraumen. Die
Ubergange wurden durch Mikrowellen-Transmissions-Experimente in Wellenleitern mit eingebau-
ten, korrelierten Streuzentren nachgewiesen [KuHLetal-00].

Das Anderson-Modell mit zufélligen, langreichweitig korrelierten Potenzialen wurde auch grind-
lich untersucht [Ruretal-99, Rur-02]. Hier gibt es zwar keine ausgedehnten Zustande, aber die Lo-
kalisierungslénge wird in der Nahe der Bandkante so grol3, dass es schwierig ist, die Lokalisierung
nachzuweisen. Weiterhin gilt in der Nahe der Bandkante eine andere Skalentheorie als in der
Bandmitte, weil dort auch die Wellenlange der Zustande als zweiter Parameter neben der Lokalisie-
rungslange beriicksichtigt werden muss. In der Skalentheorie tritt dann das Verhaltnis von Lokali-
sierungsléange und Wellenlange auf, und zwar in @hnlicher Art wie das Verhdltnis von Lokalisie-
rungslange und neuer, auf die Zustandsdichte bezogener Langenskala beim Anderson-Modell ohne
Korrelationen [ DEY CHetal-00, DEYCHetal-01, DEYCHetal-02].

Insgesamt scheinen auch die Anderson-Modelle mit korrelierten Potenzialen in eindimensionalen
Systemen keine wirklich ausgedehnten, sondern eher schwach lokalisierte Zusténde hervorzubrin-
gen, die der Ein-Parameter-Skalentheorie genligen, soweit die Modelle nicht deterministisch sind.
Trotzdem tauchen immer wieder Publikationen auf, in denen von ausgedehnten Zustéanden in sol-
chen Modellen berichtet wird. Einen gewissen Schwerpunkt bilden dabei Arbeiten zu Anderson-
Modellen mit selbst-affinen Potenzialen [DEMOURAetal-98, DEMOURAgtal-99, CARPENAEetal-02,
YAMADA-04], bei denen die Korrelationen so stark sind, dass die Autokorrelationsfunktion C(s)
nicht definiert werden kann, weil die Bedingung der Stationaritét nicht erflllt ist. Das Potenzial €,
am Platz n ergibt sich bei selbst-affinen Systemen aus dem vorhergehenden Potenzial €,-1 in der
Kette plus einem Inkrement &, mit Mittelwert (3,) =0,

n

g, =€,,+0, oder g =g, +> 3, . (111.B.10)
m=1

Bei unkorrelierten Inkrementen &, ist das entsprechende selbst-affine Potenzial die Spur eines Irr-
|aufers (Random Walker), und es gilt fiir das mittlere Verschiebungsquadrat ((g,.c —€,)?) ~s. All-
gemein, d.h. auch fur langreichweitig korrelierte oder antikorrelierte &, lasst sich ein selbst-affines
Potenzial wie bei den Profilen in der Zeitreihenanalyse (siehe Abschnitt 11.A) durch die Exponenten
o und 3 charakterisieren, wobei (vgl. Glgn. (11.A.5), (11.A.14), (11.A.15) und (I1.A.18))

<(sn+s—an)2>~sz", R(f)~f™ und P(f)~f™*? mit a:%. (111.B.11)

P¢( f) bezeichnet hier das Frequenzspektrum der Potenziallandschaft und Ps( f ) das Frequenzspekt-
rum der Inkremente. Eine solche Potenziallandschaft 1&sst sich am besten mit der Fourier-Filter-
Methode erzeugen (siehe Abschnitt 11.A.1.c), und zwar entweder fur die &y, oder direkt fur die €.
Ein Problem ist, dass die Potenziale nach Gl. (111.B.11) nichtstationdr sind, d.h. mit wachsender
SystemgroRe L wie (g2) ~ L** divergieren. Um das zu umgehen, haben [DEMOURAetal-98, DE-
MouRAetal-99] die Potenziale firr jede SystemgroRe auf (g2) =1 normiert, [CARPENA€tal-02] ha-
ben sie auf die Vorzeichen reduziert, €, — sign(eyn), und [Y AMADA-04] hat einen chaotischen Gene-
rator mit von vornherein beschrénktem Wertebereich verwendet. Die Schlussfolgerungen dieser
Autoren in Bezug auf ausgedehnte Zusténde diskutiere ich im Zusammenhang mit eigenen Ergeb-
nissen in Abschnitt I11.D.

Eine weitere Moglichkeit der Verallgemeinerung des Anderson-Modells, die nun wirkliche ausge-
dehnte Zustande hervorbringt, besteht darin, die Nichtdiagonalterme t,, der Tight-Binding-Glei-
chung (111.B.4) nicht mehr auf néchste Nachbarn zu beschranken, sondern weitere Spriinge der
Elektronen zu erlauben; einen Uberblick gibt [MIRLIN-00]. Eine Mdglichkeit ist dabei die Ver-
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wendung von Potenzgesetz-artig mit dem Abstand der Gitterplétze abfallenden Werten von
tom ~ [Fn = rml®, Was zu einem Lokalisierungs-Delokalisierungs-Ubergang fiir Bc = d (hier = 2) fiihrt
[LEVITOV-89, LEVITOV-90, POTEMPA& SCHWEITZER-02]. ES wurde am kritischen Punkt auch eine
multifraktale Analyse der Eigenzustande durchgefihrt. Weiterhin kann man die Nichtdiagonalele-
mente tnn der Hamilton-Operator-Matrix zuféllig aus einer Verteilung wahlen mit (|t [ =0 und
(tym B ~1/[1+(In=m|/b)*], was ebenfalls kritische Zustanden fiir B = 2 zur Folge hat [MIRLIN-
etal-96, KRAVTSOV& MUTTALIB-97, CUEVAS-02, CUEVAS-03a, CUEVAS-03b], die auch mit einer
multifraktalen Analyse charakterisiert wurden.

[11.B.5. Erweitertes Anderson-Modell mit Coulomb-Wechselwirkung

Da in den Messungen der elektrischen Leitfahigkeit von zweidimensionalen Elektronensystemen
die Stérke der Elektron-Elektron-Wechselwirkungen grof3 ist im Vergleich zur Fermi-Energie, ist es
sinnvoll auch ein erweitertes Anderson-Modell zu betrachten, bei dem die Coulomb-Wechselwir-
kungen explizit berticksichtigt sind. Das bedeutet einen wesentlich erhéhten numerischen Aufwand
im Vergleich zum Einteilchenmodell, denn jetzt miissen quantenmechanische Vielteilchen-Wellen-
funktionen berechnet werden. Um den Aufwand etwas zu begrenzen, wird zunéchst ein Modell
ohne Spin-Freiheitsgrad betrachtet, in dem alle Elektronen polarisiert sind, d.h. alle Spin-Kompo-
nenten senkrecht zur Schicht (s;) in dieselbe feste Richtung ausgerichtet bleiben.

Die Basis der Zusténde fur das zweidimensionale System kann nun nicht mehr |k, j) sein und es
reicht nicht mehr ein Koeffizient ; fur jeden Gitterplatz (k, j) mit den Koordinaten k und j. Statt-
dessen wird die Basis gebildet aus allen mdglichen Anordnungen der Elektronen. Da es sich um
Fermionen handelt, kdnnen in dem zunéchst betrachteten Modell ohne Spin-Freiheitsgrad keine
zwei Elektronen auf demselben Gitterplatz sein. Trotzdem sind der Rang der Basis und damit auch
die lineare Dimension der entsprechenden Hamilton-Operator-Matrix sehr gro3. Fir ein System
aus n x m Gitterpléatzen (Atomen) und N Elektronen (N < nm wegen des Fermi-Prinzips, weil jedes
Atom nur einen Zustand beitrégt) besteht die Basis aus

(nm}& (111.B.12)
N (nm-N)! N!

statt nur nm Zustanden. Darum ist es geschickter, die Tight-Binding-Naherung der Schrodinger-
Gleichung mit Erzeuger- und Vernichter-Operatoren zu schreiben. Aus dem Hamilton-Operator
(111.B.3) wird dann

Hnon—WW :Zak,j é':,jé'k,j -t Z[ ét-<r,j+1 ék,j +é'l;r+1,j é'k,j +é':,j ék,j+1+ét-<r,j é'k+1,j:|’ (”IBlB)
K, j K,

wobei der Operator & ; ein Elektron am Platz (k, j) erzeugt und &, ; ein solches vernichtet. Hier
wurde gleich eine Beschrankung der Nichtdiagonalterme auf néchste Nachbarn und nur diagonale
Unordung vorgenommen; t kann wieder als Energieeinheit verwendet werden. Hinzu kommt der
Term der Coulomb-Wechselwirkung, die alle Elektronenpaare verknipft und invers proportional
zum Abstand der Platze (k, j) und (I, p) ist,

AT ~ AT ~
How =U > M mit U/t =2r, /m, (111.B.14)
k,j<l,p ‘rk'j _rl'p‘/s nm

wobei s die Gitterkonstante bezeichnet und U die (relative) Starke der Coulomb-Wechselwirkung
ist. Inder Matrix-Darstellung des Hamiltonoperators H = Hpon-ww + Hww geht die Coulomb-Wech-
selwirkung nur in die Diagonalterme ein, weil dadurch keine Elektronen verschoben werden. Die
Nichtdiagonalterme sind # O fur alle die Elektronen-Anordnungen, die sich durch die Verschiebung
von genau einem Elektron auf einen benachbarten Platz unterscheiden. Damit ist die Matrix trotz
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der exakt berlicksichtigten Coulomb-Wechselwirkung noch diinn besetzt, und es ist fir kleine Sys-
teme moglich, die Vielteilchen-Eigenwerte fur N Elektronen, E}', und die entsprechenden Eigen-
funktionen |a™) mit dem Lanzcos-Algorithmus [LANCZOS-50, CULLUM& WILLOUGHBY-85] zu
berechnen.

In den Experimenten wird meist die Ladungstragerdichte ns ~ N/nm variiert, um den Metall-
Isolator-Ubergang zu erreichen bzw. zu durchfahren. Dasist in der Simulation mit dem erweiterten
Anderson-Modell nicht moglich, weil die Anzahl N der Elektronen, die mit der derzeitig verfligba
ren Rechenkapazitét fur die Vielteilchen-Wellenfunktionen beriicksichtigt werden kénnen, zu ge-
ring ist. Die Dichte N/nm kénnte nur in viel zu grof3en Spriingen gedndert werden, und die Simula-
tionen wéren dann nicht vergleichbar. Stattdessen wird in den Simulationen die Wechselwirkungs-
stérke U verandert (was experimentell natlrlich nicht méglich ist) wahrend die anderen Parameter
konstant gelassen werden. Da das entscheidende Verhédltnis rs von Coulomb- und Fermi-Energie
nach GI. (111.B.14) sowohl zu (ny) "2 als auch zu U proportional ist, sind beide Méglichkeiten phy-
sikalisch aquivalent.

Zusétzlich kann in dem erweiterten Anderson-Modell mit Coulomb-Wechselwirkung noch ein
senkrecht zu dem zweidimensionalen Elektronensystem stehendes Magnetfeld H berlicksichtigt
werden. In der Landau-Eichung wird ein solches Feld durch ein in einer Ebenenrichtung linear an-
wachsendes V ektorpotenzial beschrieben, das in die Schrédinger-Gleichung tber den Quasi-Impuls
eingeht und damit in die Nichtdiagonalterme der Tight-Binding-Naherung. Der Nichtdiagonalterm
in Hpon-ww aus Gl. (111.B.13) wird dann zu

-t Z[exp(lq)ﬁ(k)) ét-<r,j+1 ék,j +é:+Lj ék,j +eXp(—|CDﬁ(k)) é:,j é'k,j+1-'-é'l-<r,j ék+1,j:|’ (”IBl5)
K,j

wobei ® = 2mHs?/d, mit dem Flussquantum ®o und fi(k) =k fir k < n/2 sowie fi(k) = n—k fir k
> n/2. Das entspricht einem Magnetfeld von —H in der unteren und +H in der oberen Hélfte des
betrachteten Systems. Der Grund fiur dieses Feld ist, dass bei periodischen Randbedingungen (To-
rusgeometrie) sonst ein Sprung im Vektorpotenzial auftreten wirde.

[11.B.6. Erweitertes Anderson-Modell mit Spin-Freiheitsgrad und Hub-
bard-Wechselwirkung

Bei der Betrachtung von zweidimensionalen wechselwirkenden Elektronensystemen mit einem
Magnetfeld parallel zur Systemebene ist es nétig, den Spin-Freiheitsgrad der Elektronen zu beriick-
sichtigen. Dieses Feld koppelt bei hinreichend dinnen Schichten nur an die z-Komponente des
Elektronenspins, wahrend Bahneffekte vernachléssigbar sind. Da die Elektronen Spin-%2 Teilchen
sind, kénnen sich auf jedem Platz ein Teilchen mit Spin o = +%2 und ein Teilchen mit Spin 0 = %
aufhalten. Daher muss fir jeden Gitterplatz (k, j) der zusétzliche Index o eingefuihrt werden, der
den Spin bezeichnet, und der Standard-Anderson-Teil des Hamilton-Operators wird
Hnon—WW = Z ak,j é':,j;cék,j;c

k,j.0

_ -~ A AT A AT A AT A
t Z[ a'k,j+],‘0 ak,j;c +ak+1,j;0 ak,j;c +ak,j;0 a'k,j+],‘0 +ak,j;0 ak+1,j;0:|'

k,j.0

(111.B.16)

Als Einheit fur die Energie wird wieder die (hier nicht ungeordnete) Stérke der Nichtdiagonalterme
t = 1 verwendet. Elektronen mit entgegen gesetztem Spin kénnen sich nun auf dem gleichen Git-
terplatz (k, j) aufhalten. Dann verursacht deren Abstof3ung einen zusétzlichen Energiebeitrag, die so
genannte Hubbard-Energie,

H Hubbard = U H Zé‘l,j;+1/2ék,j;+1/2é:,j;—]/2ék,j;—1/2 ' (I I I 817)
K,
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Fur das Hubbard-Modell ist der Hamilton-Operator mit dieser extrem kurzreichweitigen Wechsel-
wirkung schon vollstandig. Hier soll aber zusétzlich auch die langreichweitige Coulomb-Wechsel-
wirkung berticksichtigt werden, weil diese Wechselwirkungseffekte fir die zweidimensionalen Pro-
ben stark sind. Bei dem Gl. (111.B.14) entsprechenden Ausdruck

A

" a. -KJ& 4. .-K
Heoios =U D, (ak'“’ak'“’ )(a'p"’a*'p"’ )mit U/t =2r, /;"\'—m, (111.B.18)

k,j<l,p0,0° ‘rk,j —Il/S

muss jetzt eine Hintergrund-Ladung K = N/nm berlicksichtigt werden, damit auch Systeme mit den
Randbedingungen einer harten Wand betrachtet werden kénnen, ohne dass die Elektronen alle von
den Coulomb-Kréften an die Wande gedriickt werden. Der Grund fir das Weggehen von periodi-
schen Randbedingungen ist, dass sich so unphysikalische, stark ausgedehnte Zustéande bei der nied-
rigsten und héchsten Energie im Band vermeiden lassen [BERKOVITS& KANTELHARDT-02].

Das Verhdltnis der beiden Vorfaktoren Uy und U fir die Stérken der Hubbard- und der Coulomb-
Wechselwirkungen ist nicht exakt bekannt. Es héngt davon ab, wie nahe sich die Elektronen mit
entgegen gesetztem Spin auf einem Gitterplatz kommen im Vergleich mit der Nahe von zwei Elek-
tronen auf benachbarten Gitterplétzen. Der im Hubbard-Modell meist betrachtete Extremfall U = 0
entspricht einem Vernachlassigen der Wechselwirkung mit benachbarten Elektronen. Das andere
Extrem mit besonderer Betonung der langreichweitigen Wechselwirkungen ist U = Uy, denn es ist
nicht vorstellbar, dass U groRRer als Uy werden kann. In Hubbards Originalarbeit [HUBBARD-63]
wird U = 0.3 Uy flr schwach Uberlappende wasserstoffartige Wellenfunktionen abgeschétzt, aber
fur typische Halbleiter-Materialien existiert keine Abschétzung. Daher sollen hier auch Zwischen-
werte betrachtet werden.

Schliefdlich kommt fur den Hamilton-Operator noch das parallele Magnetfeld B hinzu, das nur mit
dem Gesamtspin aller Elektronen im System wechselwirkt und daher mit S, = > o lautet

H viagneterd = ~OHeBS, (111.B.19)

mit dem g-Faktor fur Elektronen und dem Bohrschen Magneton .
Da Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in allen Termen von

H = Hnon—WW + HHubbard + H + HMagnetfeId (I ”BZO)

Coulomb

nur mit gleichem o hintereinander auftreten, d.h. das Modell keinen Mechanismus zum Umklappen
der Spins besitzt, wechselwirken nur die Elektronenkonfigurationen mit konstantem S,. Aus diesem
Grund kann fur die Berechnung der Eigenzustéande eine Block-Matrix-Diagonalisierung eingesetzt
werden, die den Rechenaufwand merklich verringert. Damit erhdlt man die Vielteilchen-Eigen-
werte fir N Elektronen, EX>, und die entsprechenden Eigenfunktionen |a™*). Bei B = 0 gelten
wegen der Spin-Symmetrie E™% = EM*% und |aM %) =|a™*%). Das Magnetfeld verursacht bei
den Energieeigenwerten nur eine Verschiebung um den durch GI. (111.B.19) angegebenen Wert
gusBS,, wahrend die Eigenvektoren unveréndert bleiben. Daher kann die Abhangigkeit vom Mag-
netfeld in diesem Modell ohne neue Berechnung der Eigenwerte und -funktionen analysiert werden.
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I1I.C. Methoden zur Untersuchung von Lokalisierung und Fluk-
tuationen in elektronischen Systemen

Die Charakterisierung der Lokalisierungseigenschaften erfolgt am haufigsten durch die Angabe
einer Lokalisierungslange A, siehe Gl. (111.B.5). Die effektivste Methode zur numerischen Bestim-
mung von Lokalisierungslangen ist die Transfer-Matrix-Methode, bei der allerdings keine echten
Eigenfunktionen berechnet werden, weil die betrachteten Energien E im Allgemeinen keine Eigen-
werte sind. Darum kdnnen auch die Fluktuationen damit nicht vollstandig charakterisiert werden.
Um Eigenfunktionen zu erhalten, muss die Matrix-Darstellung des Hamilton-Operators diagonali-
siert werden. Bei einer grof3en, diinn besetzten Matrix geschieht das am besten mit dem Lanczos-
Algorithmus. Damit erhdlt man Eigenwerte E und Eigenfunktionen ((&)); mit beiden kénnen die
L okalisierungseigenschaften charakterisiert werden. Hier gehe ich nach einer kurzen Beschreibung
der Transfer-Matrix-Methode und ihrer Voraussetzungen zuerst kurz auf die Eigenwerte und dann
auf die Eigenfunktionen ein. Im letzten Tell stelle ich eine Verallgemeinerung der Lokalisierungs-
definitionen fir Vielteilchen-Eigenfunktionen vor.

[11.C.1. Die Transfer-Matrix-Methode und ihre Grenzen

Die Transfer-Matrix-Methode wird schon seit langem fir numerische Simulationen verwendet [Is-
HII-73, MACKINNON& KRAMER-83, DERRIDA€tal-87, MUTALIBetal-87, KRAMER& MACKINNON-93].
Dabei wird eine Energie E vorgegeben und die Lokalisierungslange A abgeschétzt, die eine Eigen-
funktion flr diesen Eigenwert haben wirde, wenn es sie gabe. Es wird immer ein System mit qua-
si-eindimensionaler Geometrie betrachtet; fir ein dreidimensionales Modell ein balkenférmiges
Gitter mit den Abmessungen M xM x L (mit L > M) und fir ein zweidimensionales Modell ein
streifenformiges M x L -Gitter. Alle Wellenfunktionsamplituden (,, in einer M x M -Schicht bzw.
auf einer Linie mit M Amplituden werden zu Vektoren W, zusammengefasst, wobei der Index ¢ die
Nummer der Schicht bzw. der Linie bezeichnet. Fur die lineare Kette gilt M =1 und W, =y, . Die
Tight-Binding-Gleichungen (I11.B.4) fur alle Amplituden im Vektor ¥, werden dann in Vektor-
form umgeschrieben,

EW,=¢, WY, +T_ WY, _+T, ¥, (111.C.2)
Dies ist mdglich, wenn die Wechselwirkung auf néachste Nachbarn beschrankt wird, und somit alle
Amplituden @, von Nachbarplétzen in den benachbarten Vektoren W,, und W, oder in W,
selbst liegen. Die &, und die T, sind M?* x M%*-Matrizen. &, enthélt die Diagonalelemente €,
und die Nichtdiagonalelemente t, ., aus (111.B.4) fir alle Plétze n und m in ¥,, wahrend T, die
Nichtdiagonalelemente t, ,, fir die Pldtize nin W, und min W,_; umfasst. Gleichung (111.C.1) l&sst
sichnach W,,; auflésen,

W, =T HE-¢)W, -T T ¥, , (111.C.2)

was auch als Blockmatrix-Rekursionsgleichung geschrieben werden kann,

W, 1(E - -T* W, v,
e | | T (E-¢) -T7T, “=m, “. (11.C.3)
Y, 1 0 WY Wi

Unter Ausnutzung der Rekursion kann W, aus den beiden Anfangsvektoren W, und W, und der
Produktmatrix 3, berechnet werden,

l'IJK+1 _ l'IJl . — i
[%J_mﬁ[lpj mit mﬁ_Dme. (111.C.4)

B, erfillt das Theorem von Oseledec [OSELEDEC-68], d.h. es existiert die Grenzmatrix
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& =1im (P, B’

deren kleinster Eigenwert I durch Logarithmieren in den so genannten Lyapunov-Exponenten
y=Inl" umgerechnet werden kann. Die Lokalisierungslénge ist der Kehrwert des Lyapunov-
Exponenten, A =1/y. Diese Definition der Lokalisierungsiénge entspricht (vgl. Gl. (111.B.5))

1 1
y_X_L@zmwM%L (111.C.6)

), (111.C.5)

In der Praxis berechnet man das Matrizenprodukt 3, B,” fir das quasi-eindimensionale System mit
der (hinreichend grof3en) Lange L und der Breite 1, M oder M x M, bestimmt seinen kleinsten Ei-
genwert Iy und rechnet diesen in eine Naherung fir den Lyapunov-Exponenten yy bzw. die Lokali-
sierungsléange Ay um,

Vi =)\i =2—1L|n{min[5pekt|rum(q3L ) |} (11.C.7)

Durch den Vergleich der Resultate yy fur verschiedene Breiten M (verschiedene Balken- bzw. Strei-
fenquerschnitte) wird auf den Lyapunov-Exponenten y fir M — o extrapoliert (,Finite-Size-
Scaling”). Fur die lineare Kette kann dieser letzte Schritt entfallen, weil M =1 fest ist.

Bei der Transfer-Matrix-Methode wird vorausgesetzt, dass dieses Finite-Size-Scaling funktioniert
und dass die Grenzwerte L — oo und M - o wie beschrieben nacheinander ausgefihrt werden kon-
nen. Dasist allerdings nicht trivial, denn man betrachtet so immer nur eine quasi-eindimensionale
Geometrie. So werden moglicherweise Effekte in der kritischen Dimension d = 2 nicht korrekt er-
fasst, die nur auftreten, wenn die Systeme wirklich zweidimensional sind.

Weiterhin ermittelt die Methode nur einen Wert fur y bzw. fur die Lokalisierungslange A und ist
darum fUr eine Untersuchung von Fluktuationen eher ungeeignet. Natdrlich besteht die Mdglich-
keit, die Fluktuationen von yy oder Ay fUr viele Systeme einer gegebenen Lange L zu untersuchen,
die ich in Abschnitt I11.D aufgreife. Eine andere Mdglichkeit zur Untersuchung der Fluktuationen
im Rahmen der Transfer-Matrix-Methode wurde kirzlich publiziert [DEQUEIROZ-02], siehe die
Diskussion in Abschnitt 111.E. Auch dabei wird aber vorausgesetzt, dass die Verteilung der yy oder
Awm hicht sehr breit wird, so dass die Logarithmen in den Gleichungen (111.C.6) und (111.C.7) selbst-
mittelnde Grof3en bleiben. Damit gibt es Probleme bei deutlichen Abweichungen von einfach ex-
ponentiell abfallenden Wellenfunktionen oder wenn die Ein-Parameter-Skalentheorie nicht gilt. Fir
die Mittelung von yu oder Ay Uber mehrere Konfigurationen muss dann eine besonders angepasste
Mittelungsprozedur verwendet werden. Insgesamt ist die Transfer-Matrix-Methode zur Untersu-
chung von anomaler Lokalisierung, Fluktuationen und Abweichungen von der Ein-Parameter-
Skalentheorie nicht optimal. Ihren Hauptnutzen sehe ich eher darin, mit geringem Aufwand einen
schnellen Uberblick tiber die Lokalisierungseigenschaften zu bekommen.

[11.C.2. Niveau-Statistik und die Zufallsmatrix-Theorie

Die Eigenwert-Statistik ist eine elegante, erst in jungster Zeit etablierte Methode zur Bestimmung
der Lokalisierungseigenschaften von Eigenzustéanden in Modellen fir ungeordnete Festkdrper. Der
wesentliche Vortell ist, dass man dabei ganz auf die aufwendige Berechnung der Eigenzustande
(W(B) verzichten kann, weil die Lokalisierungseigenschaften aus den statistischen Eigenschaften
des Eigenwert-Spektrums gefolgert werden. Allerdings lasst sich damit nur feststellen, ob die Zu-
stéande im betrachteten Spektralbereich (Energie-Intervall) alle lokalisiert oder ale ausgedehnt sind.
Man kann weder zwischen einzelnen Zustanden differenzieren, noch Abweichungen von der Ein-
Parameter-Skalentheorie erkennen, die die Form der einzelnen Zustdnde oder ihre Fluktuationen
betreffen.
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Eigenwertspektren wurden erstmals in der Kernphysik statistisch diskutiert [WIGNER-51]. Man
wollte die komplexen Anregungsspektren schwerer Atomkerne verstehen. Dies gelang im Rahmen
der Theorie der Zufallsmatrizen [DYSON-62]. Zu einer Anwendung dieser Theorie auf die chaoti-
schen Eigenwertspektren ungeordneter Festkérper kam es in den achtziger Jahren [EFETOV-83,
ALTSHULER& SHKLOVSKII-86], und schlieBlich wurde der Zusammenhang mit Metall-lsolator-
Ubergangen erkannt und zur numerischen Bestimmung des Ubergangspunktes durch Eigenwert-
Statistik verwendet [ALTSHULERetal-88, SHKLOVSKIIetal-93, HOFSTETTER& SCHREIBER-93].  Uber-
sichtsartikel zur Zufallsmatrix-Theorie und zur Eigenwert-Statistik in ungeordneten Festkdrpern
sind [METHA-91, GUHRetal-98, MIRLIN-00].

Unter dem so genannten ,, GaulR3schen orthogonalen Ensemble’” (GOE) von Zufallsmatrizen versteht
man die Menge von symmetrischen 2 x 2-Matrizen (A, ,) mit statistisch unabhangigen, reellen
Matrixelementen A,, A, =A,, und A,,, die sich durch orthogonale Transformationen ineinander
UberfUhren lassen. Mit Hilfe infinitesimaler Transformationen lasst sich herleiten, dass die Verte-
lungen der Matrixelemente A, . unterschiedlich breite Gaul3-Verteilungen fir die Nichtdiagonal-
und die Diagonalelemente sein missen. Der Mittelwert E, und die Standardabweichung o der Di-
agonalelemente sind dabei freie Parameter. Statt durch die Matrixelemente kann man die Zufalls-
matrizen auch durch ihre beiden Eigenwerte E, und E; oder — damit der freie Parameter E, heraus
fallt — durch den Eigenwertabstand s=|E, — E;| charakterisieren. Normiert man die Verteilung
P(s) der Eigenwertabstéande auf (s) =1, so lautet sie

Puigres (5) =$exp{—§sz] (111.C.8)
Das ist die so genannte Wigner-Verteilung, die nach dem Pionier der Zufallsmatrix-Theorie, E. P.
Wigner, benannt ist. Sie schliefdt eine Entartung der Eigenwerte (Niveaus) aus, und eng benachbar-
te Eigenwerte sind stark unterdrtickt: Wegen R4« (S) — O fir s » 0 stoRRen sich die Niveaus E,
und E; ab. AulBerdemist der schnelle (GauRR-artige) Abfall fir grof3e Niveauabstande s charakteris-
tisch.

Zufallsmatrizen mit komplexen Matrixelementen und hermitescher Symmetrie, die durch unitére
Transformationen ineinander Uberfihrt werden, bilden das ,GaulRsche unitéare Ensemble” (GUE)
und entsprechen einer gebrochenen Zeitumkehrinvarianz, z.B. durch ein magnetisches Feld. Das
, Gaulsche symplektische Ensemble” (GSE) schliefdlich wird durch Zufallsmatrizen mit Quaternio-
nen-Matrixelementen gebildet, bei denen die Transformationen symplektisch sein missen, und ent-
spricht einer gebrochenen Rotationsinvarianz, z.B. durch Spin-Bahn-Wechselwirkung. Fir GUE
und GSE gelten dhnliche Eigenwert-Abstandsverteilungen wie Gl. (111.C.8), aber mit P(s) ~s? und
B=2bzw. 4flr s - 0.

Numerische Untersuchungen zeigen, dass die Wigner-Verteilung (111.C.8) nicht nur die Abstande
der Eigenwerte von zufélligen symmetrischen 2 x 2-Matrizen beschreibt, sondern auch eine sehr
gute Naherung fir die Verteilung der Abstande benachbarter Eigenwerte grof3er symmetrischer
Matrizen mit zufalligen Matrixelementen ist, sogar fir dinn besetzte symmetrische Matrizen. Da
her kénnen auch die normierten Abstdnde benachbarter Eigenwerte der Tight-Binding-Gleichung
unter gewissen Voraussetzungen durch die Wigner-Verteillung beschrieben werden. Diese Voraus-
setzungen konnen nicht direkt quantitativ abgeleitet werden, sondern zeigen sich in numerischen
Experimenten. Es kénnen zwei Féalle formuliert werden, in denen die Wigner-Verteillung (111.C.8)
sicher nicht stimmen kann: (i) Die Matrizen sind nicht ungeordnet. Die Eigenwerte eines geordne-
ten oder fast geordneten physikalischen Systems liegen fast &quidistant und einige sind entartet oder
fast entartet. (ii) Die Eigenzusténde sind lokalisiert. Eigenzustande, die an verschiedenen Orten in
einem ungeordneten System lokalisiert sind, Gberlappen nicht und sind deshalb unabhangig. Daher
konnen sich die Eigenwerte solcher Zustande nicht abstol3en und sind unabhéngig voneinander.
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Es zeigt sich, dass dies die beiden einzigen wesentlichen Félle sind, bei denen Abweichungen von
der Wigner-Verteilung auftreten. Die Verteilung der Absténde unabhangiger (Eigen-)Werte ist die
Poisson-Verteilung,

Phoisson (S) = €xp[—s]. (111.C.9)

Die Poisson-Vertellung hat keine Niveauabstol3ung, sondern mit Ps,.,,(0) =1 sogar ein Maximum
fur Entartung s=0. AuRBerdem féllt sie fir grof3e s nur exponentiell ab, und damit wesentlich lang-
samer als die Wigner-Verteilung (111.C.8).

Fur eine unendliche Systemgrof3e wirde die Bestimmung der Niveauabstandsverteilung P(s) direkt
Rickschliisse auf die Lokalisierung der Eigenzusténde erlauben. Aber selbstverstandlich kdnnen
bei numerischen Experimenten nur endlich grof3e Systeme untersucht werden, und daher findet man
far die Niveauabstandsverteilung P(s) praktisch immer eine Zwischenform. Entscheidend ist da-
her die Systemgrof3enabhangigkeit. Es muss getestet werden, wie sich P(s) mit zunehmender Sys-
temgroRe L andert. Wenn sich P(s) monoton in Richtung auf eine Wigner-Verteilung andert, sind
ausgedehnte Zustande fir das unendlich groRe System zu erwarten. Andert sich P(s) monoton in
Richtung auf eine Poisson-V erteilung, muss man von lokalisierten Zusténden ausgehen.

Der erste Schritt fur die praktische Anwendung der Niveau-Statistik ist die Entfaltung des Eigen-
wertspektrums, wobei die echten Eigenwerte E, umgerechnet werden in ,entfaltete” Eigenwerte
€,, deren mittlerer Abstand (€, —¢€,,) auf Eins normiert ist. Ausden Abstdnden s, =¢, —¢€_, be-
nachbarter Eigenwerte wird dann die Niveauabstandsverteilung P(s) kongtruiert. P(s) ds bezeich-
net die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eigenwertabstand im Intervall [s,s+ds| liegt; die beiden
Normierungsbedingungen lauten (1) =[5 P(s)ds=1 und (s)=]; sP(s)ds=1. Aus praktischen
Grunden untersucht man nicht die Form der Niveauabstandsverteilung P(s) selbst, sondern be-
trachtet die SystemgroéfRenabhéngigkeit daraus abgeleiteter Grof3en. In letzter Zeit wurde haufig das
zweite Moment von P(s) betrachtet, was die Vorteile hat, dass schon eine einzige Zahl zur Charak-
terisierung von P(s) ausreicht und dass nicht bestimmte Bereiche der Verteillung willkirlich weg-
gelassen werden. Die Grol3e

l,(L) E%<52>E%Tsz P(s) ds (111.C.10)

hat fur die beiden Grenzfalle (111.C.8) und (111.C.9) die Werte |, yige [10.6366 Und | sy = 1; bEI
unitérer Symmetrie gilt 1,y 00.5890. In numerischen Simulationen fur Systeme mit einem
L okalisierungs-Delokalisierungs-Ubergang zeigt sich, dass 1,(L) — g wige 9ilt fr Unordnung un-
ter dem kritischen Wert und 1,(L) — 14 pyson fUr Unordnung tiber dem kritischen Wert.

[11.C.3. Eigenfunktions-Analyse

a) Anteils-Verhaltnis (Participation Ratio)

Zur Charakterisierung des Lokalisierungs- und Fluktuationsverhaltens von echten Eigenfunktionen
(Y(B) gibt es verschiedene Ansétze, die sich wesentlich in ihrer Zielsetzung unterscheiden. Die
einfachste Grol3e, das Anteils-Verhaltnis (,, Participation Ratio") berlicksichtigt vor alem die Regi-
onen, in denen die Amplitude der Wellenfunktionen gro3 ist. Dabei geht man von einer normierten
Eigenfunktion aus (3, [®[* =1) und betrachtet die GroRe

SRS

Wenn die Wellenfunktion tber N Gitterpldtze gleichméidig ausgedehnt ist, gilt wegen der Normie-

rung |L|Jn|2 = ]/\/W so dass P = N; fur eine Delta-Funktion (stérkste mogliche Lokalisierung) ist P =

1. Daher gibt der Participation Ratio an, Uber wie viele Gitterplatze die Wellenfunktion etwa
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gleichmal3ig ausgebreitet ist. Es spielt praktisch keine Rolle, ob die Amplitude auf Randplatzen
exakt 0 oder sehr klein ist. Der Participation Ratio hangt bei ausgedehnten Wellenfunktionen linear
von der Anzahl der Pldtze im System ab, wahrend er bei lokalisierten Zusténden unabhangig von
der Systemgrof3e ist. Charakterisiert wird der Kernbereich der Wellenfunktionen, nicht das asymp-
totische Lokalisierungsverhalten.

b) L yapunov-Exponent und L okalisier ungslange

Auch aus den Eigenfunktionen kdnnen ein Lyapunov-Exponent y und eine Lokalisierungslange A
bestimmt werden, indem Uber die Amplituden auf allen Plétzen n in einem gegebenen, grofl3en Ab-
stand r vom Lokalisierungszentrum no gemittelt wird. Diese Definition der Lokalisierungslénge
wurde bereits in Gl. (111.B.5) angegeben,

AUE I /WO
< ILD(E)|> < |L|J(O)|>_ N T Ty furra, (111.C.12)

und charakterisiert das asymptotische Lokalisierungsverhalten, namlich den Abfall der Wellenfunk-
tion in den Bereichen mit kleiner Amplitude, weit weg vom Lokalisierungszentrum. Auch A und y
hangen nur bel ausgedehnten Wellenfunktionen von der SystemgréRe ab und sind konstant bei loka-
lisierten Zustanden. Allerdings miissen flr eine zuverlassige Bestimmung wesentlich grofRere Sys-
teme betrachtet werden als beim Participation Ratio.

Zur Definition des Lokalisierungszentrums ng kann entweder das Maximum herangezogen werden,

\wi,f)\ - mr?x{ ﬂ} , (111.C.13)

oder — eine geeignete (nicht fraktale) Struktur vorausgesetzt — der Schwerpunkt der Wellenfunktion.
Der Schwerpunkt ist dabel der Platz no, fur den das ,, Massentrégheitsmoment” minimal ist,

[(xn X )2+ (Yo = )];mrin{Zw -ym)z]}. (111.C.14)

Das Amplitudenquadrat | ‘" [ kann hierfir als Masse auf dem Platz (x,, yr) interpretiert werden.

¢) Vertellung der Eigenzustandsamplituden fir (quasi-) ausgedehnte und kriti-
sche Zustande

Grundsétzlich gibt es zwei verschiedene Méglichkeiten, die Verteilung der Amplitudenquadrate
|W® P von Eigenfunktionen in der N&he einer vorgegebenen Energie E zu untersuchen. Entweder
man betrachtet die Verteilung aller Amplitudenquadrate in dem ganzen System gemeinsam, ent-
sprechend einer Mittelung Uber alle Platze. Oder man betrachtet zunachst nur die Amplituden auf
den Plétzen in einem gegebenen Abstand r vom Lokalisierungszentrum. Fur jeden Abstand r ergibt
sich dann eine andere Verteilung.

Bei der ersten Mdglichkeit schenkt man dem Zentrum der Lokalisierung keine Beachtung und be-
trachtet alle N Gitterplétze im System in gleicher Weise. Die Methode ist daher besonders zur Un-
tersuchung und Beschreibung kritischer und ausgedehnter Eigenzustéande geeignet, bei denen so-
wieso kein Lokalisierungszentrum definiert werden kann. Die Verteilungsfunktion f(t) fur alle ska-
lierten Amplitudenquadrate t =|@!® F N wird so definiert, dass f(t) dt die Wahrscheinlichkeit ist,
auf einem gegebenen Platz n einen Wert zwischen t und t + dt zu finden [MULLERetal-97],

f(t)E<%Z'\_‘:6(t— 2N)> . (111.C.15)
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Die Summe lauft Gber alle Gitterpléatze, d(X) ist die Delta-Funktion, und die Mittelung erfolgt tber
mehrere Eigenfunktionen mit Eigenenergie E' = E und Uber verschiedene Konfigurationen des un-
geordneten Systems. Der Faktor N, die Anzahl der Platze im betrachteten System, wurde in die
Definition aufgenommen, damit f(t) bei ausgedehnten Eigenzustanden nicht systemgroéf3enabhéngig
ist, obwohl die Eigenfunktionen auf 2 |L|Jn|2 =1 normiert sind. Mit Hilfe der Theorie der Zufalls-
matrizen (siehe z.B. [METHA-91, GUHRetal-98] und Abschnitt 111.C.2) lasst sich die Form der Ver-
tellung f(t) im Grenzfall unendlicher Systemgrof3e bei ausgedehnten Eigenfunktionen (GOE) ablei-
ten. Diesigt die so genannte Porter-Thomas-Vertellung [PORTER& THOMAS-56, BRODY etal-81],

for (1) Zﬁexp(—t/z). (111.C.16)

Die Gultigkeit der schon lange bekannten Naherung (111.C.16) wurde fir das zwei- und dreidimen-
sionale Anderson-Modell mit schwacher Unordnung auch numerisch bestétigt [MULLERetal-97,
Uskletal-98, NikoLIc-01]. Dabel wurden ausgedehnte bzw. schwach lokalisierte (quasi ausgedehn-
te) Eigenzustéande betrachtet.
Sollen allerdings stark lokalisierte Eigenzustande untersucht werden, deren Lokalisierungslénge
deutlich kleiner als die Systemgroéle ist, A < L, so wird die Amplitudenverteilung (111.C.15) sys-
temgroRenabhangig und gibt keine praktische Beschreibung mehr [KANTELHARDT& BUNDE-02].
Die analytische Form von f(t), die man durch Einsetzen einer einfachen Exponentialfunktion ohne
Amplitudenfluktuationen fur g in Gl. (111.C.15) erhélt, erwies sich als konsistent mit numerischen
Ergebnissen fir echte fluktuierende Anderson-Eigenzusténde [MULLERetal-97]. Daher kann die
Definition (111.C.15) nicht zu einer Charakterisierung der Amplituden-Fluktuationen verwendet
werden, denn die Fluktuationen beeinflussen f(t) nicht. Weiterhin kann f(t) auch keine Abweichun-
gen vom einfach exponentiellen Abfall zeigen und keine Abweichungen von der Ein-Parameter
Skalentheorie.
Eine weitere Moglichkeit zur Untersuchung der Fluktuationen von Eigenfunktionen besteht in einer
multifraktalen Analyse der (raumlichen) Wahrscheinlichkeitsverteilung P(r.) =" f [Soukou-
LIS& ECONOMOU-84, SCHREIBER& GRUSSBACH-91], siehe [JANSSEN-98] fiir eine Uberblick. Dazu
muss wieder Zn|L|Jn|2 =1 normiert sein. Da es keine Trends oder Nichtstationaritéten gibt, wird
immer der Standard-Formalismus, die Kastchen-Zahl-Methode (,box counting method“) ange-
wandt, bei der die so genannte verallgemeinerte Zustandssumme (,, partition function*) Z(s) zu be-
rechnen ist; siehe Abschnitt I1.A.3.d und insbesondere Gl. (11.A.36). Hier wird die Definition aber
nicht auf eine Dimension beschrankt. Fir eine gegebene Skala s teilt man das System in Kastchen
der Kantenldnge s. Je nach Raumdimension werden [L/s], [L/s]? oder [L/s]? nicht-iiberlappende
Kastchen hineinpassen, wenn L die lineare SystemgroReist. Umdie Statistik zu verbessern, kann —
insbesondere bei Systemen mit periodischen Randbedingungen — statt dessen auch jeder Gitterplatz
Mittelpunkt eines solchen Kastchens mit Kantenldnge s sein, was dann insgesamt L? Kastchen er-
gibt. Dann wird fUr jedes Kastchen v mit Mittelpunkt r, = (X,,v,2,) die Aufenthalts-Wahrschein-
lichkeit p(v,s) berechnet (vgl. Gl. (11.A.38)),

pv.s)= > > > P(r) (111.C.17)

—-§/2<X-X,<§2 -5/2<y-y, <2 -52<7-7,<9/2

mit r = (X,y,2 und natdrlich mit weniger Summen fir Raumdimensionen unter drei. Dann kann
man die multifraktalen Skalenexponenten (Renyi-Exponenten) 1(q) fur verschiedene reelle Momen-
te g aus dem Skalenverhalten der verallgemeinerten Zustandssumme (siehe Gl. (11.A.36)) ermitteln,

Z,(5) =2 [pv,9)]" ~s, (111.C.18)
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wobei die Summe Uber alle Kastchen v lauft. Anstelle von t(qg) wird fir die elektronischen Systeme
meistens die ,, verallgemeinerte Dimension*

D(g) =1(g9)/(a-D (111.C.19)

angegeben, siehe z.B. [ SCHREIBER& GRUSSBACH-91], wo die Schreibweise D, verwendet wird.

Die multifraktale Analysemethode erlaubt eine gute Beschreibung der Fluktuationen bei ausgedehn-
ten, kritischen und quasi-ausgedehnten Zustanden; letztere sind lokalisiert mit einer Lokalisierungs-
lange, die groRer als die SystemgrolRe ist. Die Methode wurde vielfach zur Charakterisierung von
Anderson-Eigenfunktionen am kritischen Punkt fir dreidimensionale Systeme der orthogonalen
Symmetrieklasse (nach Gl. (111.B.4)) [ SOUKOULIS& ECONOMOU-84, EVANGELOU-90, SCHREIBER-90,
SCHREIBER& GRUSSBACH-91, GRUSSBACH& SCHREIBER-95, TERAO-97] und der symplektischen
Symmetrieklasse (zusétzlich mit Spin-Bahn-Wechselwirkung) [Y AKuBO& ONO-98] sowie fir zwei-
dimensionale Systeme der unitdren Symmetrieklasse (zusédtzlich mit Magnetfeld) [HUCKESTEIN&
SCHWEITZER-94, HUCKESTEIN& KLESSE-97, TERAO-97, EVERSetal-01, MIRLINetal-03] eingesetzt.
Es wurde gezeigt, dass diese Zustande eine multifraktale Charakterisierung erfordern (siehe auch
Abschnitt 111.B.2). Die multifraktale Analyse der Verteilung P(ry) ist allerdings fur eine Beschrei-
bung von lokalisierten Zustanden nicht optimal, weil der ungefahr exponentielle Abfall immer eine
starke Multifraktalitdt vortauscht, ohne dass es auf die Fluktuationen ankommt. Fur lokalisierte Zu-
stéande charakterisiert die Multifraktalitétsanalyse daher — wie die Amplituden-Verteilung (111.C.15)
— im Limes grol3er Systeme nicht die Fluktuationen, sondern den exponentiellen Abfall, wie wir
fruher fUr ein- und zweidimensionale Systeme gezeigt haben [KANTELHARDTetal-95].

d) Vertellung der Eigenzustandsamplituden fir lokalisierte Zustande

Um das Verhalten lokalisierter Eigenzustéande zu charakterisieren, ist es besser, die Amplitudenver-
tellungen in Bezug auf das Lokalisierungszentrum zu betrachten [KANTELHARDT& BUNDE-02].
Dazu muss zunéchst der Platz np mit dem Lokalisierungszentrum nach Gl. (111.C.13) oder (111.C.14)
bestimmt werden. Um die Ergebnisse unabhanglg von der Systemgrol3e zu machen, ist es sinnvoll,
die Eigenzustande nicht durch 2 ‘ =1z normieren, sondern |Y'® F durch seinen maxima-
len Wert zu dividieren. Fir jede E|genfunkt|on und jeden Gitterplatz n wird der Abstand r, zum
Lokalisierungszentrum und der Logarithmus der normierten Amplitude A, berechnet,

= 06 =%+ (Y.~ v,)* und A =-In( ©)). (111.C.20)

Mit diesen Werten lassen sich dann fir gegebene Abstande r vom Lokalisierungszentrum die
Histogramm-V erteilungsfunktionen definieren,

H(Ar) = <N( Zé(r—r)é(A A1)> (111.C.21)

wobei N(r) =2 &(r —r,) die Anzahl der Gitterplétze im Abstand r bezeichnet und die Mittelung
wieder Uber mehrere Eigenfunktionen mit Eigenenergie E' = E und Uber verschiedene Konfigurati-
onen des ungeordneten Systems erfolgt.

Ein zusdtzlicher Vorteil bei der Betrachtung der Verteilung von A (Definition (111.C.21)) anstelle
der Verteilung von t (Definition (111.C.15)) liegt darin, dass sich jetzt leicht eine Verbindung zu den
Vorhersagen der Ein-Parameter Skalentheorie (siehe Abschnitt 111.B.3) herstellen lasst. Nach den
Gleichungen (111.B.5), (111.C.20) und (111.C.21) gilt

T _ B(r) -
<A(r)>=£AH(A,r)dA——<I v (E)‘> < ||L|J(0)||> —=ry furr>A  (11.C22)

139



[11.C. Methoden zur Untersuchung von Lokalisierung und Fluktuationen

T T T T T T T T T
010F v =1600 7
' w=10, A=105
0081~ || =3200 T
—~0.06 F r = 4800 |
| r = 6400 _
<
T 0.04 - =
- 28800 |
0.02 | .
000 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 50 100 150 200 250 300

A

Abb. I11.C.1: Unskalierte Amplituden-Histogramm-Verteilungen H(A,r) fir das eindimensionale Einteil-
chen-Anderson-Modell mit diagonaler Unordnung w = 1.0. H(A, r) ist fir feste Abstdnde r zum Lokali-
sierungszentrum (von r = 1600 bis r = 28800 mit Schrittweite 1600) Uber dem negativen Logarithmus der
Amplitude, A = =In|(r)/|w(0)|, aufgetragen. Die Kurven sind in guter N&herung Normalverteilungen, deren
Position und Varianz proportional zu r sind. Es wurden mehr als 10° Eigenfunktionen auf K etten der Lénge
L = 30000 nahe der Bandmitte E = 0 analysiert, die mit der Iterations-M ethode [ROMAN& WIECKO-86] be-
rechnet wurden (nach [KANTELHARDT& BUNDE-02)).

Identifiziert man nun r mit der Systemlange L der Skalentheorie, so entspricht A(r) fir r > A nach
Gl. (111.B.8) dem Produkt r ¥(r), und nach Gl. (111.B.9) gilt

(A(r)) = (AM)° :[<Vz(r)>—<\7(r)>2}r2 :%: ry=(A(r)) firr> A, (11.C.23)

Diese Vorhersage der Standard-Ein-Parameter-Skalentheorie mit Zufalls-Phasen-Hypothese bedeu-
tet, dass die Varianz der logarithmischen Amplituden A(r) im Abstand r vom Lokalisierungs-
zentrum genauso skaliert wie der Mittelwert. Um Abweichungen davon zu testen, soll hier der
» Fluktuations-Parameter*

o(r) = 2[<A2(r)> —<A(r)>2}/<A(r)> = 2[<A2(r)> —<A(r)ﬂ@ (111.C.24)
betrachtet werden, der asymptotisch fur r > A gegen 2 konvergieren sollte. Fir das Lloyd-Modell

(siehe Abschnitt 111.B.3) wurde die Konvergenz von o(r) bestétigt, allerdings nicht mit dem Stan-
dard-Wert 2, sondern mit o(r) — 4 [DEYCHetal-00, DEYCHetal-01].

e) Standard-L okalisierung beim eindimensionalen Ander son-M odell

Als einfaches Beispiel fur die Histogramm-Verteilungsfunktion (111.C.21) betrachte ich hier das
gewohnliche Einteilchen-Anderson-Modell mit unkorrelierter, diagonaler Unordnung auf der linea-
ren Kette; siehe Abschnitt 111.B.2 zur Einfihrung in das Modell. Jede Eigenfunktion (W') hat
genau zwei Pldtze in einem gegebenen Abstand r vom Zentrum der Lokalisierung. Abbildung
[11.C.1 zeigt beispielhaft die Form der Amplituden-Verteilungen H(A r) fur verschiedene Abstande
r, die deutlich groRer als die Lokalisierungslénge A (siehe Definition (111.B.5)) sind. In groReren
Abstanden r vom Lokalisierungszentrum sind die Amplituden kleiner und entsprechen grof3eren A-
Werten. Zusétzlich wachsen die Amplitudenfluktuationen mit r an, so dass die Histogramm-
Verteilungen auch breiter werden. Die Form legt die Vermutung nahe, dass es sich um Normalver-
tellungen handelt. Nach der Standard-Skalentheorie (Glgn. (111.C.22) und (111.C.23)), sollten au-
Rerdem die Position des Zentrums der Verteilungen und ihre Varianz proportional zu r sein, was
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eine entsprechende (logarithmische) Normalver- 10+
tellung als Ansatz fur die Amplituden im Ab- I
stand r vom Lokalisierungszentrum nahe legt,

H(A) = / { (A= r/)‘) } (111.C.25)

Der Vorfaktor ergibt sich aus der Normierung,
und A bezeichnet wieder die Lokalisierungslan-
ge, weil die wahrscheinlichste Amplitude im
Abstand r vom  Lokalisierungszentrum
[W(r) |7 |W(0) |=exp(-A) =exp(-r/A) ist. Der
Breite-Parameter o, der die Starke der Amplitu-
denfluktuationen charakterisiert, wurde bereits
in Gl. (111.C.24) eingefihrt.

Um den Ansatz (111.C.25) zu Uberprufen, habe 06

0.8

@ w=4.0,
(b) w=20, A=259

ich in Abb. I11.C.2 die reskalierte Histogramm-
Verteilung 0.8 (© w=10, A =105
(d) w=05, A=425
H(A.r)=H(Ar)J/mor/x.  (111.C.26) 10'_ (€) w=035, A =867 i
gegen die reskalierten logarithmischen Ampli- -2 -1 0 1 2
tuden A,

Abb. 111.C.2: Skalierte Amplitudenverteillungen
Hy(As,r) fur das e ndimensionale Standard-Ander-

=(A=r/A)/JJor/x.

(11.C.27)

aufgetragen. Die notigen Lokalisierungsléangen
A, die in der Abbildung angegeben sind, stim-
men gut mit der analytischen, in Stérungstheorie
gewonnen Vorhersage A(w) = 105.045/W [KAP-
PUS& WEGNER-81, ECONOMOU-90] Uberein.
Selbst bei der stérksten Unordnung w = 4.0, bei

son-Modell bel funf verschiedenen Unordnungs-
starken w = 4.0 bis 0.35 fur (a) bis (€) (von oben
nach unten) und fir r = 20\ bis 250A. Die Kur-
ven fur verschiedene w sind vertikal um Vielfache
von 0.2 verschoben. Die untere durchgezogene
Linie entspricht dem Ansatz (111.C.25). Zur Be-
rechnung der Verteilungen wurden (a) 4200000,

(b) 340000, (c) 1100000 (d) 200000 und (e€)
170000 Eingenzustande auf Ketten mit Langen L
> 250 A(w) berechnet (nach [KANTELHARDT&
BUNDE-02)).

der die Stérungstheorie problematisch ist, betra-
gen die Korrekturen weniger als 3%. Im Rah-
men der numerischen Genauigkeit ist auch der
fir den Daten-Kollaps notwendige Wert der
Fluktuationsbreite o = 2.1 + 0.15 konsistent mit der Standard- Ein-Parameter-Skalentheorie (o = 2).
Die logarithmische Normalverteilung (111.C.25) der Amplituden exp(—A) = |Ynl/|Wno| kann mit Hilfe
der Transfer-Matrix-Methode (siehe Abschnitt 111.C.1) motiviert werden. Nach den Glgn. (111.C.3)
und (111.C.4) ergibt sich Y, aus Yo und Y1 durch Multiplikation mit n — 1 Matrizen 9t,,

[%j:ﬁm([wl} mit m(:(E—& _J
l-l"n—l (= 4 l'l"O 4 1 O

fur das diagonale Anderson-Modell. Das Matrizenprodukt enthélt viele Produkte der potenziellen
Energien €, und solche Produkte von unabhangigen, gleichverteilten Zufallsvariablen folgen
asymptotisch einer logarithmischen Normalverteilung aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes; die
genauen Bedingungen sind hier nicht relevant. Daher ist es plausibel, dass Q| asymptotisch fiir
grof3e n einer logarithmischen Normalverteilung folgt.

Der sehr gute Daten-Kollaps der numerischen Daten fur 5 verschiedene Unordnungstérken w und
15 bis 17 verschiedene Absténde r vom Lokalisierungszentrum in Abb. 111.C.2 zeigt, dass die Ein-
Parameter-Skalentheorie fur das betrachtete Modell ohne Abweichungen bei den Fluktuationen gilt.

(11.C.28)
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Dabei stimmen nicht nur die Formen der Verteilungen tberein, sondern auch die Werte der beiden
Parameter A und o entsprechen sehr weitgehend den V orhersagen.

[11.C.4. Die Tunnelamplitude fir Mehrelektronensysteme

Fur Ein-Elektronen-Zustande gibt es viele, gut etablierte Methoden zur Charakterisierung des Loka-
liserungs- und Transportverhaltens, wie in den vorhergehenden Abschnitten beschrieben. Bei
wechselwirkenden quantenmechanischen Mehrelektronensystemen ist dies viel schwieriger. Der
Grund ist, dass ein ausgedehnter Mehrelektronen-Zustand keineswegs elektronischen Transport
ermdglichen, d.h. einem metallischen Verhalten entsprechen, muss. Diese Zustdnde werden aus
mehreren ununterscheidbaren Teilchen gebildet, und selbst wenn diese Teilchen Uberall im System
verteilt sind, kdnnen sie — jedes an seinem Platz — unbeweglich (,lokalisiert”) sein. Im Allgemei-
nen werden Mehrelektronen-Zustande sogar immer ausgedehnt sein, schon weil sich die Elektronen
abstofRen und daher Uber das gesamte System verteilen. Die Unterscheidung zwischen ,,lokalisiert"
und ,,ausgedehnt” taugt daher nicht zu einer Charakterisierung von isolierendem oder metallischem
Verhalten. Obwohl die Zusténde Uber das ganze System ausgebreitet sind, ist die Eigenwertab-
stands-Verteilung sowohl im metallischen als auch im isolierenden Bereich die Poisson-Verteilung
(111.C.9) [BERKOVITS-94]. Der Grund ist, dass es keine Niveauabstol3ung gibt, weil mit mehreren
Elektronen (mit mehreren Freiheitsgraden) zu viele Kombinationsméglichkeiten vorhanden sind.
Dementsprechend sind weder die in Abschnitt [11.C.2 beschriebene Eigenwertstatistik noch die in
Abschnitt 111.C.3 beschriebenen Methoden zur Charakterisierung von Eigenfunktionen fir Mehr-
elektronensysteme direkt anwendbar.

Es wurde zwar gezeigt, dass sich flr polarisierte Elektronen durch die Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkung eine qualitative Anderung in mehreren Eigenschaften des Systems ergibt, wie z.B. in der
Eigenwertstatistik von zwei (oder mehreren) Teilchen [TALAMANTESetal-96, CUEVAS-99, SHEPE-
LYANSKY & SONG-99, SHEPELYANSKY-00, TALAMANTES& POLLAK-00, WAINTALetal-00, BENENTI&
SHEPELYANSKY-01], in den Mustern des persistenten Stromflusses ohne Feld [BERKOVITS& AVI-
SHAI-98, BENENTIetal-99, SELVA& WEINMANN-00, BENENTIetal-00], sowie in der Veranderung der
Ladungstragerdichten als Antwort auf eine externe Stérung [WAINTALetal-99]. Aber trotzdem
wurde keine erhohte elektrische Leitfahigkeit beobachtet [BERKOVITS& AVISHAI-96, VOJTA€etal-98,
BERKOVITSetal-01]. Das zeigt, dass die betrachteten Eigenschaften nicht direkt mit dem Trans-
portverhalten in Verbindung stehen. Persistente Stromfliisse ohne Feld wurden auch fir wechsel-
wirkende Elektronen mit Spin betrachtet [RAMINetal-95, KAMALetal-95, ROMER& PUNNOOSE-95,
WANGetal-96, KOTLYAR& DASSARMA-01, SELVA& PICHARD-01].

Hier will ich zur Untersuchung der Transporteigenschaften in wechselwirkenden Elektronensyste-
men ohne und mit Spinfreiheitsgrad den Participitation Ratio der Tunnelamplitude <ON a’ ON‘1>
betrachten, was im Folgenden motiviert und erklart werden soll.

a) Motivation: Ein- und Vielteillchen-Zustandsdichte und -L eitfahigkeit

Wie in Abschnitt I11.B.5 und 6 beschrieben fihren die Anderson-Modelle fir N wechselwirkende
Elektronen auf Vielteilchen-Eigenwerte EY bzw. EN* und die entsprechenden Eigenzusténde
laV) bzw. |a™*) angtelle von Einteilchen-Eigenwerten E, und Einteilchen-Wellenfunktionen
Wn(r). Die Indizes a bzw. n sollen hier die Eigenzustande durchnumerieren, wahrend die Ortsab-
hangigkeit durch Vektoren r ausgedriickt wird. In der Rechnung werden die Zustande |a™) bzw.
|aN*) dargestellt als Linearkombination in der Basis aller moglichen Anordnungen der Elektronen
im Gitter, d.h. man bekommt einen Koeffizienten dafr, dass die N Elektronen auf den Plétzen 1 bis
N sind, einen dafir dass sie auf den Plétzen 1 bisN -1 und N + 1 sind, usw. Bei einer einfachen
Projektion der Eigenzustande in den Ortsraum geht die Information Uber die einzelnen Teilchen
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verloren, und alle Zustande erscheinen ausgedehnt, well Uberall im System Elektronen vorkommen.
Die Ortsinformation muss also extrahiert werden, ohne alle Teilchen zu mischen. Durch Analogie-
betrachtungen soll nun motiviert werden, warum fir Vielteilchen-Systeme die Tunnelamplitude
(0" |&" |ON™y zwischen dem Grundzustand |O“™) mit N-1 Elektronen und dem Grundzustand
|O™) mit N Elektronen, bei der auf dem Platz r ein Elektron hinzugefiigt wird, die Rolle der Ein-
tellchen-Wellenfunktionen Yn(r) einnimmt.

Um mit der Energie E einen Elektronentransport durch das System durchzufiihren, muss auf einem
beliebigen Gitterplatz r ein Elektron hinzugefuhrt werden, und dann auf einem anderen Gitterplatz
r' ein Elektron abgefihrt werden, wobei die Elektronen ununterscheidbar sind. Wenn keine Elek-
tron-Elektron-Wechselwirkungen berticksichtigt werden, kommt es fir die Wahrscheinlichkeit bei-
der Prozesse auf die Amplitudenquadrate der Einteilchen-Wellenfunktionen, |yn(r)[? und |@n(r)f,
an. Wenn hingegen N Elektronen im Spiel sind, muss das eine zusétzliche Elektron zunachst auf
dem Platz r erzeugt werden, 4" |O"™*)y. Wenn sich dieser (angeregte) Zustand mit N Elektronen
sehr vom Grundzustand |0") unterscheidet, ist der Prozess eher unwahrscheinlich. Das Betrags-
quadrat des entsprechenden Matrixelements (0" |4" |O"™) gibt daher die Wahrscheinlichkeit des
ersten Teilprozesses an. Dementsprechend ist das Betragsquadrat von (0" |4,. |0" ), dem komplex
Konjungierten von (0" |&" |0"™), ein sinnvolles MaR} furr die Wahrscheinlichkeit des zweiten Teil-
prozesses. Man sieht, wie (O™ |&" |O™™) hier die Funktion von |yi(r)[? tbernimm.

Eine eher formale Motivation lasst sich aus dem Vergleich der Formeln fir die Zustandsdichte und
die Transmission gewinnen. In der Einteilchen-Naherung ist die Zustandsdichte gegeben durch

V(E)= Y XE-E) =Y [|,0) cr SE-E,). (111.C.29)
Fur Vielteilchensysteme lautet sie hingegen [EFROS& PIKUS-95]
2
V(E) = \(a"| >.a" 0" ) 5| E-(EY -E57) |. (111.C.30)

Ahnliches gilt fur die Transmission t(r, r', E) eines Elektrons mit Energie E zwischen den Platzen r
und r', die in der Einteilchen-Naherung

t(r,r',€) :ZLp*n(r) P, (r') d(e—¢,) (111.C.31)
lautet, wahrend fur wechselwirkende Systeme
tr,r',E) =Y. (0|4 [0"*)(0"| 4. o) 3 E~(E) - B ] (111.C.32)

angesetzt werden muss [MEIR& WINGREEN-92]; vgl. obige Erklarung dieses Ausdrucks in Worten.
Die Transmission geht direkt ein in die Landauer Formel fur die elektrische Leitfahigkeit des ge-
samten Systems [LANDAUER-57, BUTTIKER-86],

o(E) :e—hZZ|t(r,r', E), (111.C.33)

rr'

bei der die Summe Uber alle Punkte auf den Kontaktflachen der Probe lauft. Ohne Wechselwirkung
reduziert sich GI. (111.C.30) zu (111.C.29) und GI. (111.C.32) zu (111.C.31). Diese Motivation legt es
nahe, dass die Tunnelamplitude (0" |4 |O"™*) geeignet ist, die Rolle der Einteilchen-Wellenfunk-
tionen Yn(r) einzunehmen. Ein verwandtes Konzept wurde von [ JEONetal-99] vorgeschlagen.

b) Definition und Normierung der Tunnelamplitude

Wenn nun die Tunnelamplituden (O |&" |O"™) die Einteilchen-Wellenfunktionen yn(r) ersetzen
sollen, fallt als erstes auf, dass sie nicht normiert sind. Ein Vielteilchen-Eigenzustand ist bei einer
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Stoérungstheorie eine Uberlagerung vieler unterschiedlicher Slater-Determinanten, und es dominie-
ren die Matrixelemente von Zustanden, die Quasiteilchen entsprechen [MAHAN-90]. Die Quasiteil-
chen (anstelle von normalen Teilchen) als Basisobjekte haben aufgrund der Wechselwirkung eine
endliche Lebensdauer, was zur Verletzung der Normierung fahrt. Hier wird zwar keine Stérungs-
theorie aufgestellt, aber die Ursache fir die Verletzung der Normierung ist ahnlich. Die Elektron-
Elektron-Wechselwirkungen haben zwei unterschiedliche Auswirkungen auf die Eigenschaften des
Systems. Die erste Auswirkung, die unabhéngig von der Quanten-Lokalisierung ist, besteht in der
Variation der Zustandsdichte bei einer gegebenen Energie, wahrend die zweite Auswirkung, die den
Kern der Quanten-Lokalisierung betrifft, sich durch eine Veranderung der Korrelationseigenschaf-
ten der Tunnelamplitude zwischen zwei Punkten &uf3ert. Daher ist es fir eine Untersuchung des
Einflusses der Wechselwirkung auf die Quanten-Lokalisierung sinnvoll, eine normierte (effektive)
Tunnelamplitude zu definieren,

A+

a0
(S0

Diese verwende ich in Abschnitt 111.F zur Untersuchung der Transporteigenschaften des wechsel-
wirkenden Systems. Da aufgrund der Wechselwirkungen nur kleine Systeme betrachtet, und keine
asymptotischen Lokalisierungslangen berechnet werden kdnnen, bietet es sich an, die Lokalisie-
rungseigenschaften der normierten Tunnelamplitude durch das Anteils-Verhdltnis (Participation
Ratio) zu charakterisieren (vgl. Gl. (111.C.11)),

P= 3 o)l

Dabel muss natirlich die normierte (effektive) Tunnelamplitude @(r) nach Gl. (111.C.34) verwendet
werden. Zur numerischen Berechnung der Tunnelamplitude werden die Grundzustande von Syste-
men mit N-1 und mit N Elektronen bendtigt, aber keine angeregten Zusténde, was den Rechenauf-
wand in Grenzen hélt. Solange die Rechnung ohne Beriicksichtigung des Elektronenspins durchge-
fahrt wird (polarisierte Elektronen), sind die Grundzustande einfach die Zusténde mit den tiefsten
Energien E) ™ und E) .

(11.C.34)

&

-1

(111.C.35)
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I1I.D. Anomale Fluktuationen und Lokalisierung in selbst-
affinen eindimensionalen Potenzialen

In Abschnitt 111.B.4 wurden bereits Einteilchen-Anderson-Modelle mit korrelierten Potenzialland-
schaften angesprochen. Ein besonderes Interesse an diesen Modellen besteht, weil einige Autoren
dafir ausgedehnte Zustande fanden und auch weiterhin finden [DUNLAPetal-90, HIRAMOTO& K OH-
MOTO-92, |ZRAILEV& KROKHIN-99, |ZRAILEVetal-01, HILKE-03, SEDRAKYAN-04], was nicht in die
Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung passt, nach der die Zusténde von ein- und zweidi-
mensionalen Systemen lokalisiert sind (siehe Abschnitt 111.B.3). Inzwischen ist zwar sicher, dass
einige Systeme nicht im gesamten Energiespektrum der Skalentheorie folgen, weil insbesondere in
der Nahe der Bandkanten weitere Langenskalen relevant sind [Ruretal-99, DeycHetal-00, DEY CH-
etal-01, Rur-02, DEYCHetal-02]. Das bedeutet aber keineswegs, dass es einen echten Ubergang zu
metallischen Zustdnden gibt. Bei den wirklich ungeordneten Systemen ohne Periodizitét oder Qua
siperiodizitét scheint es sich vielmehr um einen Ubergang zwischen stark und schwach lokalisierten
Zustanden zu handeln [I1zRAILEV& MAKAROV-03], wobei ,, schwach lokalisiert” bedeutet, dass die
Lokalisierungslange die Systemgrol3e Ubersteigt und man dadurch fast metallisches Verhalten mit
gewissen Korrekturen sieht. Aus diesem Grund wird in der Literatur leider oft nicht klar zwischen
ausgedehnten und schwach lokalisierten Zusténden unterschieden; obwohl nur erstere im Konflikt
mit der Skalentheorie der Lokalisierung stehen.

Der mittlerweile weitgehend geklarten Situation bei stationdren korrelierten Potenzialen steht eine
Kontroverse bei selbst-affinen Potenzialen gegentiber, die ungeordnet und besonders stark fluktuie-
rend sind. In mehreren Arbeiten wird dafiir die Existenz eines Metall-1solator-Ubergangs behauptet
[DEMOURAE€tal-98, DEMOURAetal-99, CARPENA€tal-02, YAMADA-04]. In diesem Abschnitt unter-
suche ich das Lokalisierungs- und Fluktuationsverhalten der Zusténde in solchen Potenzialen und
beleuchte kritisch die in den genannten Arbeiten gemachten Annahmen. Die Anfange der Arbeiten
finden sich in meiner Dissertation [KANTELHARDT-99] (und missen hier wegen des Zusammen-
hangs wiederholt werden), die Theorie dazu haben wir spéter aufgestellt. Wesentliche Teile von
Abschnitt 1 sind in [BUNDEetal-00, Ruretal-01] publiziert und wesentliche Teile von Abschnitt 2 in
[KANTELHARDTEetal-00, BUNDEetal-00].

[11.D.1. Nichtstationare selbst-affine Potenziale

Selbst-affine Signale sind sehr stark korreliert, weil sich ein Wert aus dem vorhergehenden Wert
plus einer kleinen Veranderung ergibt, € =¢ ,+8, mit (3,)=0 und (&) =A* (siehe Gl.
(111.B.10)). Wie die Spur eines Irrldufers (das Profil eines Random Walks) sind sie nichtstationar
und koénnen durch den Exponenten a charakterisiert werden, der angibt, wie die Varianz mit der
Systemgrof3e L ansteigt (vgl. Gl. (111.B.11)),

<(£L —80)2> ~<(an —<an>L)2>L = <aﬁ>L ~(g,) =0%(,) ~** mita>0. (111.D.2)

Dabei ist die Mittelung (...), Uber viele Konfigurationen der Lange L gemeint. Die Schwankungs-
breite der Potenziallandschaft lasst sich unabhéangig von der Systemgrofe am besten durch
A =(&°)¥? charakterisieren. Der Anstieg der Standardabweichung oy (€,) mit zunehmendem L nach
Gl. (111.D.1) fuhrt — selbst wenn A klein ist — fUr hinreichend grof3e Systeme (grof3e L) stets zu einer
Schwankungsbreite der €, die die Breite des Bandes im Anderson-Modell Ubersteigt. Diese Breite
ist Emax — Emin = 2dt mit dem Nichtdiagonalelement t (Energieeinheit) und der Raumdimension d.
Wenn mehrere hintereinander folgende Potenzialwerte €, aul3erhalb des Bandes auftreten, ist das
System in diesem Bereich nicht mehr transparent, und alle Eigenzustande klingen schnell exponen-
tiell ab. Dadurch kommt es ab einer von A und E abhangigen Systemgréf3e L zu einer Veranderung
des Lokalisierungsverhaltens von normaler (starker) Lokalisierung zu extrem starker Lokalisierung.
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Diese Verdnderung ist mit starken Fluktuationen der Lokalisierungslénge A im Vergleich unter-
schiedlicher Konfigurationen v verbunden. Daher ist es nicht sinnvoll, nur eine Lokalisierungslan-
ge A =(A\™) anzugeben, denn dadurch wird die breite Verteilung der Lokalisierungslangen nicht
vollstéandig charakterisiert. Die Vertellung wird so breit, dass unterschiedliche Mittelwerte ver-
schiedenes Verhalten aufweisen. Konkret werden hier die drei Mittelwerte

1o 1< v 18 ]
?\athWZA ,)\typsexpth)\( >} und ALWUHOV{NZ_;(A( ) } (111.D.2)

v=1 v=l

betrachtet, wobei N die Anzahl der Konfigurationen ist. Der arithmetische Mittelwert A wird
besonders von den Konfigurationen v mit groRRer Lokalisierungslange A dominiert und im Lyapu-
nov-Mittelwert Aiyapunov (B€zeichnung wegen des Lyapunov-Exponenten y = 1/A) dominieren die
Konfigurationen v mit kleiner Lokalisierungslange A\". Der typische Mittelwert Ay, zeigt das typi-
sche Verhalten ahnlich wie ein Median und liegt zwischen den anderen beiden Féllen. Da er kaum
von extremen A" beeinflusst wird, sind die numerischen Ergebnisse fiir den typischen Mittelwert
stabiler. Im Sinne der Multifraktalitdtsanalyse wére prinzipiell eine Betrachtung von beliebigen
Momenten der Lokalisierungslange vorstellbar, aber hier gentigt es, sich auf die drei in Gl. (111.D.2)
angegebenen Falle zu beschranken. Zusétzlich beschreibe ich die zugehérigen Fluktuationen der
Lokalisierungslangen A" der einzelnen Konfigurationen v durch

1 o 1 v
O i = {NZO\(V))Z _)\grith:| N 0Ny, = expﬂﬁZInz)\M - (|n7\typ)2} }
v=1 arith v=l

(111.D.3)
1 "2
und 6)\Lyapunov E{NZ()\(V))—Z—)\S@MW} )\Lyapunov'
=1

Abbildung 111.D.1 zeigt die numerischen Ergebnisse der Transfer-Matrix-Methode (siehe Abschnitt
[11.C.1) fur die Systemgroéf3enabhéngigkeit der Mittelwerte und der Fluktuationen der Lokalisie-
rungslangen in nichtstationéren selbst-affinen Potenzialen. Fur schwach lokalisierte (quasi-ausge-
dehnte) Zustande, deren Lokalisierungslange eigentlich grofRer als die Systemgrofle sein misste, A =
A(0) > L, steigt die effektive Lokalisierungsléange A(L) als Funktion der Systemgroi3e linear an,
wahrend bei normal lokalisierten Zustdnden A(L) fir L — oo gegen einen konstanten Wert konver-
giert. Abbildung I111.D.1(a) zeigt, dass die Zustande fur kleine L zunéchst schwach lokalisiert sind.
Entgegen dem Verhalten fir normale lokalisierte Zustande im Anderson-Modell geht A(L) far gro-
Bere Systeme nicht in einen konstanten Verlauf Uber, sondern es gibt einen scharfen Abfall Uber
mehrere GroRenordnungen, teilweise wie A(L) ~ L™. Die SystemgréRRe ¢, bei der der Abfall erfolgt,
hangt empfindlich von A, a und E ab und auch von der verwendeten Mittelungsprozedur; ¢ wird
unten analytisch hergeleitet aus der Bedingung dass die Schwankungsbreite des Potenzials die
Bandbreite Ubersteigt. Fur noch groRere Systeme stabilisiert sich der Wert der Lokalisierungslange
dann auf sehr niedrigem Niveau, A(L —» o) < 10. Ein solches Verhalten |&sst sich nicht durch die
Ein-Parameter-Skalentheorie beschreiben, weil man mindestens zwei Lokalisierungsiangen (eine
groRe und eine kleine) und Ubergangsbereiche bendtigt. Man kann das Verhalten vielmehr als ei-
nen Ubergang zwischen einem schwach lokalisierten Bereich fiir kleine A und L und einem extrem
stark lokalisierten Bereich fir grof3e A und L verstehen.

Abbildung I11.D.1(b) zeigt, dass es in dem Ubergangsbereich, in dem die Mittelwerte der Lokalisie-
rungslénge schnell fallen, starke Fluktuationen zwischen den einzelnen Konfigurationen gibt, die im
Wendepunkt der A(L)-Kurven maximal sind. Die Ergebnisse fur die Fluktuationen in arithmeti-
scher oder Lypunov-Mittelung sind numerisch instabil, weil sie von einzelnen extrem grof3en oder
extrem kleinen Einzelwerte A" wesentlich beeinflusst werden, aber die typischen Fluktuationen
zeigen einen glatten Verlauf. Fur sehr kleine oder sehr grof3e Werte von L werden die Fluktuatio-
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nen gering, und dann stimmen
auch die verschiedenen Mittel-
werte ungefahr Uberein. So-
wohl in Abhangigkeit von der
Systemgrof3e as auch in Ab-
hangigkeit von der Energie
lasst sich der Ubergang von
schwach lokalisierten zu ex-
trem lokalisierten Zustanden
am einfachsten anhand des
Maximums in den Fluktuatio-
nen dAyp erkennen; siehe auch
[DEYCHetal-98], wo eine ahn-
liche Prozedur fur ein anderes
Problem wohl erstmals ver-
wendet wurde.

Um die Ursache fir das Auftre-
ten der extrem starken Lokali-
sierung zu ergrinden, die im
normalen Anderson-Modell
nicht vorkommt, ist es sinnvoll,
explizit die Form von Eigenzu-
stéanden zu betrachten. Abbil-
dung 111.D.2 zeigt drei Beispie-
le fur Eigenfunktionen bei un-
terschiedlichen Energien zu-

[11. Fluktuationen und Lokalisierung in elektronischen Systemen

5T T L T T T T T T T T

10

Abb. 111.D.1: SystemgriRRenabhéngigkeit (a) der Lokalisierungs-
lange A und (b) ihrer Fluktuationen dA fir selbst-affine Potenzial-
Landschaften mit o = 3/2, die durch Aufsummieren von unkorre-
lierten Zufallszahlen mit verschiedenen Varianzen A? generiert
wurden. Die Rechnungen erfolgten mit der Transfer-Matrix-
Methode bel E = 0.5 (nahe bei aber nicht exakt an der Bandmitte)
fur 10* Konfigurationen. Die Symbole entsprechen verschiedenen
Mittelwerten nach Gl. (111.D.2) bzw. den entsprechenden Fluktua-
tionen nach GlI. (111.D.3) und verschiedenen A: Mittelwert Ay, und
A =0.005 (2), 0.01 (=), 0.02 (v), Mittelwert Agim, und A = 0.01 (o)
und Mittelwert Apygouno, Und A = 0.01 (») (nach [Ruretal-01]).

sammen mit den Potenzialland-

schaften. Bei E = 0 (Abb.

[11.D.2(a)) sieht man, dass starke Abfélle der Amplitude genau dort auftreten, wo das lokale Poten-
zial €, den Wert 2 Ubersteigt oder unter den Wert —2 fallt. Die Stérke des Abfalls ist direkt propor-
tional zur Breite des Bereichs, in dem das Potenzial auf3erhalb dieser Grenzen liegt. Esist klar, dass
der Anteil solcher Bereiche wegen Gl. (111.B.11) fir groéfere Systeme zunimmt, so dass die mittlere
Lokalisierungslange Ayp abnimmt. Hier ist anzumerken, dass die flr die Bestimmung der Lokali-
sierungsléangen verwendete Transfer-Matrix-Methode (siehe Abschnitt 111.C.1) immer einen Mittel-
wert der Lokalisierungslénge Uber die gesamte Systemgrofde ermittelt.  Schon ein Blick auf Abb.
[11.D.2(a) geniigt aber, um zu erkennen, dass solche Eigenzusténde nicht durch einen exponentiellen
Ansatz mit einer einzigen Lokalisierungslange charakterisiert werden kénnen. Vielmehr muss man
zwischen Bereichen unterscheiden, in denen die Potenziallandschaft innerhalb der Grenzen | €, | < 2
bleibt und Bereichen, in denen diese Grenzen Uberschritten sind. Die tatsachlichen Lokalisierungs-
langen in beiden Bereichen unterscheiden sich drastisch, so dass die Zustdnde eher aus praktisch
konstanten Bereichen und fast schlagartig abfallenden Bereichen bestehen, im Gegensatz zu norma-
len Anderson-Eigenfunktionen, die einen gleichmaldigen Abfall mit gleichmaldigen Fluktuationen
aufweisen. Das ist auch der Grund fur die starken Fluktuationen der Lokalisierungslangen in der
Region des Ubergangs, in der beide Bereichstypen etwa gleich haufig vorkommen. Die Abbildun-
gen 111.D.2(b) und (c) zeigen, dass fur Eigenzustande mit E # 0 die Grenzen des Potenzialbereichs,
aulderhalb von dem extreme Lokalisierung eintritt, verschoben sind auf | €, — E | = 2 (Siehe horizon-
tale Linien). Dort treten die starken Abfélle auf, sobald das lokale Potenzial grof3er als 2 + E oder
kleiner als 2 — E wird. Dieses Verhalten l&sst sich dadurch verstehen, dass in der Tight-Binding-
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Abb. I11.D.2: Dre Beispidle von extrem lokalisierten Eigenzustdnden (untere Kurven, rechte Skalen) mit
Eigenwerten (a) E= 0, (b) E= 1 und (c) E = -1 in Potenzial-Landschaften (obere Kurven, linke Skalen) mit
o = 1/2, wobel einige Platzenergien €, grofer als E + 2 oder kleiner als E — 2 sind (in den grau unterlegten
Regionen). Man sieht, dass diese Regionen enen starken Abfall der Eigenfunktionsamplituden auslésen
(nach [Ruretal-01]).

Gleichung (111.B.4) eine Verschiebung der Energie E und aller Potenziale (Diagonalelemente) €, um
denselben konstanten Wert nichts andert.

Fir H < 1 I1asst sich die SystemgrofRe ¢ abschétzen, bei der der Ubergang von schwacher zu extre-
mer Lokalisierung erfolgt. Das mittlere Verschiebungsquadrat € des Potenzials nach ¢ Schritten
mit der mittleren Weite A betragt nach der Random-Walk-Theorie [BUNDE& HAVLIN-94]

N
mit nicht universellen Konstanten A; und A,. Die Zusténde werden extrem lokalisiert, sobald | €, —

E | groRRer as 2 wird innerhalb des Systems der Lange L. Darum muss hier € mit dem Minimum
von 2 — E und 2 + E identifiziert werden, d.h. mit 2 — |E|, so dass wir

~N\Ya
§~A/" oder f(é):A(Azsj (111.D.4)

Ya
2-|E
E(E,A,a):AL[AZ%] (111.D.5)
als charakteristische Langenskala in dem selbst-affinen System erhalten. Der Ubergang von schwar
cher zu extremer Lokalisierung erfolgt, wenn /(EcA,0) mit der Systemgrof3e L Ubereinstimmt.
Darum kann aus /(E.,A,a) = L die kritische Energie E. fiir den Ubergang bestimmt werden,

E =+ 2—£[£JG . (11.D.6)
AlA

Abbildung 111.D.3 zeigt das daraus resultierende Phasendiagramm in der E-a-Ebene fir verschiede-
ne Wertevon A und L. Die durchgezogenen Linien entsprechen Gl. (111.D.6). Die Konstanten A; =
15.2 £ 1.0 und A; = 0.58 £ 0.03 wurden aus Random-Walk-Simulationen mit Gl. (111.D.4) be-
stimmt, wie in dem kleinen Bild in Abb. 111.D.3 zu sehen. Die kritischen Linien sind symmetrisch,
0(E) = a(-E), und der Bereich extrem lokalisierter Zustéande (oben im Bild) wéachst mit zunehmen-
dem L und zunehmendem A. Unabhéngig von Gl. (111.D.6) wurden die Ubergangspunkte zwischen
schwach und extrem lokalisierten Zusténden aus Transfer-Matrix-Rechnungen bestimmt, wobei die
Lage des Maximums der Fluktuationen Sy, als Ubergangspunkt betrachtet wurde. Man erkennt
eine sehr gute Ubereinstimmung der analytischen und numerischen Ergebnisse fir den Ubergang.
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[11.D.2. Reskalierte selbst-
affine Potenziale

Wie eben gezeigt treten bel nichtstatio-
néaren, selbst-affinen Potenzialen zwar
anomal stark lokalisierte aber keine aus-
gedehnten Zustande auf.  Trotzdem
wurde in mehreren Arbeiten von ausge-
dehnten Zusténden und einem Metall-
Isolator-Ubergang dafiir berichtet [DE-
MOURAetal-98, DEMOURAetal-99, CAR-
PENAetal-02]. Der Grund ist, dass dabei
die Potenziallandschaften kinstlich sta-
tiondr gemacht wurden.

Bei der brasilianischen Gruppe [DE-
MOURAE€tal-98, DEMOURA€tal-99] ge-
schah das durch eine neue Normierung
fur jede SystemgrofRe. Durch die Trans-
formation € - ¢ /L* wurde die Stan-
dardabweichung o, (g,) aus Gl. (111.B.11)
fur ale betrachteten SystemgrofRen L
konstant gehalten, o (€,) = 1. Praktisch
erfolgte dieser Schritt implizit bei der
Erzeugung der Potenziallandschaften
mittels der Fourier-Filter-Methode (siehe
Abschnitt 11.A.1.c). Hier ist anzumer-
ken, dass [DEMOURAetal-98] den spek-
tralen Exponenten des Potenzials €, (des
Profils Y(n) in der Sprache der Zeitrei-

10r .
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0.6 héa o2
s L
0.4
0.2 s
K 2706 408 10 ?
0.0 L L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L U]
-20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20
E
Abb. 111.D.3: Phasendiagramm fir das Anderson-

Modell mit selbst-affinen, nichtstationdren Potenziaen.
Die Ubergange zu extrem lokalisierten Zustanden (oben
und am Rand), die aus Rechnungen mit der Transfer-
Matrix-Methode bestimmt wurden, sind in der E-a-
Ebene fir folgende Systemgréfen L und Inkrement-
Standardabweichungen A gezeigt: L = 2, A = 0.01 (=),
L=2% A=0.002( ), L=2%A=0.001(),L=2%A
= 0.001 (n), L =2% A =00002 (e) und L = 2% A =
0.0001 (a). Die entsprechenden theoretischen Kurven
nach Gl. (111.D.6) sind fiir L = 2*® durchgezogen und fiir
L = 2 gestrichelt gezeichnet. Zur Ermittelung der Kon-
stanten A; und A, wurde die Anzahl der Schritte bis zum
Uberschreiten einer vorgegebenen Schwelle durch Ran-
dom-Walk-Simulationen fur verschiedene a bestimmt
und im kleinen Bild halblogarithmisch aufgetragen, so
dass die Konstanten nach Gl. (111.D.4) aus der angepass-
ten Geraden folgen (nach [Ruretal-01]).

henanalyse) mit o bezeichnen, denich in

dieser Arbeit, wie bel der Zeitreihenanalyse tblich, 3 + 2 nenne, weil 3 der spektrale Exponent der
Inkrementreihe &, ist (siehe GI. (111.B.11)). Der Exponent Ogemoura VON [DEMOURAE€tal-98] ist mit
dem Fluktuationsexponenten a dieser Arbeit durch a = (1 + B)/2 = (Ogemoura — 1)/2 verknipft, so
dass inshesondere O gevoura = 1 hier a = 0 und Agevioura = 2 hier a = 1/2 entspricht.

Abbildung 111.D.4 zeigt, was die Reskalierung des Potenzials durch die Transformation €, — €, /L°

bedeutet: Durch die kinstliche Reskalierung wird die Potenziallandschaft mit zunehmender Sys-
temgroRe immer glatter, d.h. die lokalen Potenzial-Fluktuationen nehmen ab, obwohl die globalen
Potenzial-Fluktuationen konstant bleiben. Weil die Lokalisierungslénge im Wesentlichen von den
lokalen Fluktuationen bestimmt wird, solange die Werte von g, sich nicht um mehr als 2 von E un-
terscheiden, kann dadurch die Lokalisierungslange mit zunehmender Systemgrol3e anwachsen, was
ausgedehnte Zustande vortéauscht. Allerdings wird hier nicht Gleiches mit Gleichem verglichen,
denn man vergleicht die Lokalisierungslange eines kurzen Systems mit starken lokalen Fluktuatio-
nen mit der Lokalisierungslange eines langen Systems mit schwachen lokalen Fluktuationen.
Durch die gleichzeitige Variation von Systemgrof3e und Stérke der lokalen Fluktuationen werden so
ausgedehnte Zustande vorgetauscht.

In [DEMOURAetal-98] wurde ein numerisch bestimmtes, ungefahres Phasendiagramm fiir den Uber-
gang zu diesen scheinbar ausgedehnten Zusténden prasentiert (sehe Abb. 111.D.5 links), in dem fur
o < 1/2 (entsprechend dgemoura < 2) Nur lokalisierte Zusténde auftreten. Die Form dieses Phasendia-
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gramms lasst sich analytisch herlei- TN ' '
ten mit ahnlichen Argumenten wie 0 bt ‘..«--.—\(; .................. a =3/-4,‘..._
ich sie im vorhergehenden Abschnitt L =9x 10 s T ‘ Ntz J eSk al .'?r.t
fur nicht renormierte selbst-affine  &-20F  |L=3x10* T oo, 7
Potenziale gebraucht habe. Fir re- il —— epiainreei il
skalierte Potenziallandschaften mit A0 L=10 ™o
V2 < a < 1ig die mittlere Schritt- 0 20000 20000 6000 80000
weite A nicht mehr konstant, sondern n
sie hangt von L und dem nun fixier- Abb. 111.D.4: lllustration einer fir verschiedene System-
ten 0 = o.(g,) ab, wobei die Ran- grof3en L normierten (reskalierten) Potenziallandschaft €, mit
dom-Walk-Theorie analog zu Gl. o =0.75. _Die rr_lit breiten Li_nien gezei_chnaen Bereiche zei-
(111.D.4) ergibt gen _fUr die drel L-Werte dlg tatséchll_ch betrachteten Ab-
= schnitte. Man erkennt, dass die Potenziallandschaften durch
B, “ die Reskalierung mit zunehmender Systemgréf3e immer glat-
A=B,0 (—j (11.D.7) ter werden (nach [KANTELHARDTetal-00]).

Setzt man diesin Gl. (I11.D.6) ein, ergibt sich nun fur die kritische Energie E. des scheinbaren Me-

tall-1solator-Ubergangs

Eczi{z—oﬁ] (111.D.8)

A'A,

Abbildung I11.D.5 zeigt einen Vergleich des Phasendiagramms von [DEMOURAetal-98] mit dem aus
Gl. (111.D.8) resultierenden Phasendiagramm in der E-a-Ebene fur verschiedene Werte von o, wo-
bei fur A; und A, dieselben Werte verwendet wurden wie in Abb. 111.D.3 und B; und B, angepasst
wurden. Die numerischen Ergebnisse habe ich mit derselben Prozedur wie fur Abb. 111.D.3 erhal-
ten, nur diesmal mit reskalierten Potenzialen. Das Phasendiagramm ist wieder symmetrisch, a(E) =
a(-E), und die Breite des Bereichs scheinbar ausgedehnter Zusténde (um die Bandmitte fur a >
1/2) nimmt mit zunehmender Breite o ab. Auch hier erkennt man eine befriedigende Ubereinstim-
mung zwischen der analytischen Formel und den numerischen Werten, die anzeigt, dass die von
[DEMOURAEetal-98] gezeigte Asymmetrie nicht tatsachlich vorhanden ist.
Fur a < 1/2 gibt es keine scheinbar ausgedehnten Zusténde, weil in diesem Bereich die Reskalie-
rung des Potenzials durch die Transformation €, — € /L* zu schwach ist, um die Lokalisierungs-
lange A(L) ~w?~A2~1* (nach Abschnitt 111.B.2 und GI. (111.D.7)) schneller als linear mit L
anwachsen zu lassen. Ausgedehnte Zustéande erfordern mindestens ein lineares Anwachsen. Die
Grenze bei a = 1/2 ist kein Phaseniibergang, denn auf beiden Seiten der Linie gilt A(L) ~ L**, und
die Zusténde fur o < 1/2 sind streng genommen auch nicht lokalisiert, denn ihre Lokalisierungslan-
ge wird nicht konstant fir groRe L. Daher gehen die Ubergangslinien zu den echt lokalisierten Zu-
stéanden in der Nahe der Bandkante nach GlI. (111.D.8) auch fir a < 1/2 weiter.

[11.D.3. Diskussion nachfolgender Arbeiten

In nachfolgenden Arbeiten hat die brasilianische Gruppe ihre Untersuchungen von den Elektronen
in reskalierten selbst-affinen Potenzialen [DEMOURAetal-98, DEMOURAetal-99] auf Magnonen
(Spinwellen) in ferromagnetischen Ketten mit reskalierten selbst-affinen Kopplungskonstanten [LI-
MAetal-02] und auf Phononen in harmonisch schwingenden Ketten mit reskalierten selbst-affin kor-
relierten Massen [DEMOURAEetal-03] erweitert, die sich durch dieselben Gleichungen beschreiben
lassen. In beiden Féllen finden sie einen Ubergang zwischen (scheinbar) ausgedehnten Zustanden
bei kleinen Energien bzw. Frequenzen (am unteren Ende des Spektrums) und lokalisierten Zustan-
den am oberen Ende des Spektrums. Weil die Lokalisierungslange von Phononen und Magnonen
am unteren Ende des Spektrums divergiert, reicht hier schon eine infinitesimale Reskalierung der
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Abb. I11.D.5: Phasendiagramme fir das Anderson-Modell mit reskalierten selbst-affinen Potenzialen.
Links ist das Ergebnis von [DEMOURAetal-98] wiedergegeben und rechts sind unsere analytischen und nu-
merischen Ergebnisse gezeigt. Fir den Vergleich ist zu beachten, dass das a von [DEMOURAetal-98] (links)
mit dem a dieser Arbeit (rechts) durch o = (Qgemoura— 1)/2 verkniipft ist. Im rechten Bild sind die Ubergénge
zwischen scheinbar ausgedehnten (Mitte, oben) und lokalisierten Zustanden, die aus Rechnungen mit der
Transfer-Matrix-Methode bestimmt wurden, in der E-a-Ebene fiir folgende Potenzial-Varianzen o gezeigt:
0% = 0.05 (x), 0.1 (n), 0.2 (e), 0.3 (a), 0.5 (), 1.0 (). Die entsprechenden theoretischen Kurven firr a < 1
nach Gl. (111.D.8) sind gestrichelt gezeichnet. Die Konstanten A; und A, sind die gleichen wie fir Abb.
[11.D.4 und B; = 8.8 sowie B, = 1.83 wurden angepasst. Fir a < 1/2 gibt es keine scheinbar ausgedehnten
Zustande (nach [Ruretal-01]).

Kopplungskonstanten bzw. der Massen aus, um scheinbar ausgedehnte Zustande hervorzurufen.
Daher tritt der Ubergang nicht erst fiir o > 1/2, sondern schon fur o > 0 auf (entsprechend Odemoura =
1; siehe oben).
Kirzlich veroffentlichte die brasilianische Gruppe zusammen mit einer spanischen Gruppe eine
Arbeit zur Zeitentwicklung von Elektronen-Wellenpaketen in korrelierten und selbst-affinen Poten-
zialen [DOMINGUEZ-ADAMEetal-03]. Sie fanden dabei fir die selbst-affinen Potenziale mit o = 1
Blochwellen-artige Oszillationen der Wellenpakete, die einem Hin- und Herlaufen entsprechen,
wahrend fur die stationéren, langreichweitig korrelierten Potenziale mit y = 0.5 keine Oszillationen
auftraten. Wahrend die Autoren die Oszillationen bei a = 1 mit ausgedehnten Zustanden in Ver-
bindung bringen, kénnte ich mir eher ein Hin- und Herlaufen der Wellenpakete vorstellen zwischen
Bereichen, in denen die selbst-affinen Potenzialgebirge die Grenzen fir schwach lokalisierte Zu-
stéande Uberschreiten (vgl. Abb. I11.D.2).
Eine andere Mdglichkeit, die nichtstationdren selbst-affinen Potenziale stationér zu machen, haben
[CARPENAetal-02] verwendet. Sie betrachten anstelle der nichtstationdren €, die Reihe der entspre-
chenden Vorzeichen, €, — €,/|e,| =sign(e,) . Durch diese Transformation &ndert sich — anders als
bei der Reskalierung mit €, — € /L — der Fluktuationsexponent a, der die Reihen charakterisiert,
und der beispielsweise mit der DFA berechnet werden kann (siehe Abschnitt 11.A.2). Meine Analy-
sen zeigen, dass die bindren Potenziale aus den Vorzeichen der nichtstationdren selbst-affinen Sig-
nale durch einen Exponenten a' = min(a/2, 1) charakterisiert sind, wenn a nach GlI. (111.B.11) der
Skalenexponent des zugrunde liegenden selbst-affinen Signals ist. Hier ist anzumerken, dass [CAR-
PENAetal-02] die Selbstaffinitét numerisch durch eine DFA-Untersuchung der Potenziale bestim-
men, wobei die Reihe nochmals aufintegriert wird. Daher ist der dort angegebene Exponent o capena
um 1 groRRer alsdas a in dieser Arbeit.
Auch fr die binéren Potenziale aus den Vorzeichen der nichtstationdren selbst-affinen Signale gibt
es einen scheinbaren Ubergang zu ausgedehnten Zustanden, und zwar bei o . = 0.45 [CARPENAgtal-
02], aso ungefdhr an derselben Stelle wie bei den reskalierten Potenzialen, bei denen a. = 0.5 ist
[DEMOURAEetal-98, DEMOURAetal-99]. Der Grund fiir diesen Ubergang ist, dass die Vorzeichen-
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wechsel immer seltener werden, je hoher a (bzw. a') ist. Daher handelt es sich nicht um einen ech-
ten Metall-1solator-Ubergang, sondern vielmehr um einen Ubergang von einem ungeordneten Sys-
tem mit lokalisierten Zusténden zu einem praktisch geordneten System mit ausgedehnten Zustan-
den. Aus diesem Grund musste die Gruppe ihre Arbeit in Nature formal zurlickziehen [ CARPENA-
etal-03], aber sie halten weiter an den Ergebnissen und den Schlussfolgerungen fest. Die Erklarung
des scheinbaren Phaseniibergangs durch immer seltenere Vorzeichenwechsel kann auch zu einer
skalentheoretischen Bestimmung des Ubergangspunktes o' verwendet werden. Die Anzahl von
Vorzeichenwechseln (Nulldurchgéngen, ,,zero-level crossings*) in einem selbstaffinen Signal steigt
nicht linear mit der Signallénge L an, sondern ist, wie die Random-Walk-Theorie ergibt, proportio-
nal zu LY. Daher kann man erwarten, dass fiir a — 1 die Nulldurchgénge so unwahrscheinlich
werden, dass das bindre System mit den Vorzeichen-Potenzialen praktisch nicht mehr ungeordnet
ist. Demnach ist der Phaseniibergang bei o' = a/2 — 0.5 zu erwarten, in akzeptabler Ubereinstim-
mung mit dem numerischen Ergebnis a'c = 0.45 [ CARPENAEetal-02].

Eine dritte Moglichkeit fur ein selbst-affines aber trotzdem nicht divergierendes System berichtet
kirzlich [YAMADA-04]. Dabei wird die selbst-affine Potenziallandschaft nicht mit der Fourier-
Filter-Methode erzeugt, sondern mit einem deterministisch-chaotischen Generator, der so genannten
,Bernoulli Map“. Diese liefert Signale mit Wertebereich zwischen 0 und 1, die — bei geeignet ge-
wahlten Parametern (hier B > 2) — nichtstationar und selbst-affin sind entsprechend Gl. (111.B.11).
Obwohl dafurr ein exponentielles V erschwinden des Lyapunov-Exponenten (Anwachsen der Lokali-
sierungslange) mit ansteigendem B > 2 (entsprechend a > 0) beobachtet wird, bleiben doch ale
Zustande sogar fur schwache Unordnung im Limes unendlicher SystemgroRe lokalisiert. Damit
stehen diese Ergebnisse im Einklang mit unseren analytischen und numerischen Ergebnissen und
meiner Interpretation der anderen Resultate fir die renormierten selbst-affinen Potenziale und die
bindren Potenziale aus den Vorzeichen.
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IIl.LE. Anomale Lokalisierung und Fluktuationen in unkorrelier-
ten zweidimensionalen Systemen

In diesem Kapitel betrachte ich das in Abschnitt 111.B.2 eingefiihrte Standard-Anderson-Modell
ohne zusétzliche Wechselwirkungen oder Korrelationen auf dem Quadratgitter. Die Motivation
dafir hangt mit dem Metall-Isolator-Ubergang in zweidimensionalen Si-MOSFET-Proben zusam-
men, der im Widerspruch zur Ein-Parameter-Skaentheorie der Lokalisierung steht (siehe Kapitel
[11.A). Bisher wurden numerische Arbeiten zu Abweichungen von dieser Theorie fast ausschlief3-
lich fur eindimensionale Systeme durchgefiihrt. Die Giiltigkeit der Theorie fir zweidimensionale
Systeme wurde angenommen, weil frilhe Rechnungen mit der Transfer-Matrix-Methode sie besté
tigten [MACKINNON& KRAMER-83, KRAMER& MACKINNON-93]. In diesen Rechnungen wurde aber
nur die Lokalisierungslange fur lange, streifenférmige Systeme berechnet (Transfer-Matrix-
Methode, sieche Abschnitt 111.C.1), und eine Analyse der Fluktuationen erfolgte nicht. In Anbe-
tracht der experimentellen Ergebnisse erscheint eine sorgféltigere Uberpriifung der Guiltigkeit der
Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung anhand des einfachsten, daflir geeigneten Modells,
des Standard-Anderson-Modells, sinnvoll. Um den Einfluss der Quantenlokalisierung auf die Fluk-
tuationen genau untersuchen zu kénnen, verwenden wir das Modell weit im lokalisierten Bereich, in
dem die Systemgrofi3e L wesentlich groR3er ist als die Lokalisierungslénge A.  Die Ergebnisse dieses
Kapitels sind zu grofRen Teilen in [KANTELHARDT& BUNDE-02] publiziert.

lII.E.1. Ergebnisse zur Verteilung der Eigenzustandsamplituden und zur
Lokalisierungslange

Zum Test auf Abweichungen von der Ein-Parameter-Skalentheorie sollen wie fur das eindimensio-
nale Standard-Anderson-Modell, flr das sich diese Theorie auch in Bezug auf die Fluktuationen
bestétigt hat (sehe Abschnitt 111.C.3.€), Eigenfunktionen analysiert werden, genauer gesagt die Ver-
tellung der Eigenzustandsamplituden in festen Abstéanden r vom Lokalisierungszentrum (siehe Ab-
schnitt 111.C.3.d fur eine Definition der betrachteten Grofen). Abb. 111.B.1(b) zeigt ein typisches
Beispiel fur einen lokalisierten Eigenzustand. Die Berechnung der Eigenzustande erfolgt mit dem
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Abb. II1.E.1: Unskalierte Amplituden-Histogramm-Verteilungen H(A,r) fir das zweidimensionale Einteil-
chen-Anderson-Modell mit diagonaler Unordnung w = 8.5 und Randbedingungen mit harter Wand. H(A, r)
ist fir feste Abstéande r zum Lokalisierungszentrum (von r = 6 bisr = 128 mit Schrittweite-Faktor 1.2) Uber
dem negativen Logarithmus der Amplitude, A = —In|y(r)/|@(0)|, aufgetragen. Die Kurven sind in guter N&
herung Normalverteilungen, deren Positionen und Varianzen ungefahr proportional zu r sind. Es sind ca.
1000 Eigenfunktionen auf Systemen der Gréfde 300 x 300 nahe der Bandmitte E = 0 analysiert, die mit dem
Lanczos-Algorithmus berechnet wurden.
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Lanczos-Algorithmus  [LANCZOS-50,
CULLUM&WILLOUGHBY-85], weil Ei-
genvektoren diinn besetzter Matrizen zu
berechnen sind. Wir wahlen bewusst
im Gegensatz zur Transfer-Matrix-
Methode eine exakt quadratische Geo-
metrie und vergleichen die Ergebnisse
fur periodische Randbedingungen und
fur ein unendliches Potenzial am Rand
(harte Randbedingungen). Fir die nu-
merisch recht aufwendigen Rechnungen
mit vierfacher Genauigkeit (4*4 Byte,
ca. 30 Stellen) habe ich Zusténde in der
Néhe der Bandmitte (E = 0) und die
Unordnungsparameter w = 8.5 und 10.0
ausgewahlt, fur die die Lokalisierungs-
langen A deutlich kleiner sind als die
mit dem Stand der Computertechnik
erreichbaren SystemgréfRen von 300 x
300 Gitterplatzen. Dadurch fallen die
Amplituden der Eigenzustande in den
betrachteten Systemen vom Lokalisie-
rungszentrum bis zum Minimum um 13
bis 20 Grolzenordnungen ab, was die
vierfache  Genauigkeit  erforderlich
macht aber auch eine genaue Untersu-
chung der Form der lokalisierten Ei-
genzusténde ermdglicht. Im Vergleich
mit dem vorhergehenden Kapitel 111.D
ist zu erwdhnen, dass die Potenzial-
landschaften hier nicht korreliert sind
und dass die Wellenfunktionen in dem
zweidimensionalen System einzelne
Platze mit unglinstigem Potenzial stets
umgehen kdénnen. Darum kommt es
hier nicht zu der dort beobachteten ex-
tremen Lokalisierung, auch wenn ein-
zelne e,-Werte aullerhalb des Bandes

liegen.
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Abb. I11.E.2: Lokalisierungslange A(r) von Anderson-
Zustanden auf dem Quadratgitter (a) mit periodischen
Randbedingungen (PRB) fur w = 10.0 sowie (b) mit harten
Randbedingungen (HRB) fur w= 8.5. Die Werte von A(r)
wurden durch Anpassung von Gl. (l11.E.1) an die Ampli-
tuden-Histogramm-Verteilungen H(A,r) fir jeden Abstand
r vom L okalisierungszentrum bestimmt, wobei zur Defini-
tion des Zentrums zweimal das Maximums- und zweimal
das Schwerpunktskriterium verwendet wurde (siehe Le-
gende). Die gestrichelten Geraden haben die angegebene
logarithmische r-Abhangigkeit, (a) A(r) = 0.89 In(r/1.2)
und (b) A(r) = 1.56 In(r/2.6) und sind nur zur besseren
Sichtbarkeit etwas nach unten verschoben. In dem kleinen
Bild ist gezeigt, dass der ebenfalls durch Anpassung von
Gl. (I11.E.1) bestimmte Breite-Parameter weitgehend un-
abhangig von r und w ist, o(r) = 1.3 £ 0.2 (gestrichelte
Linie). Fir beide Unordnungsstarken ist Uber ca. 1000
Eigenzustdnde gemittdt, die mit dem Lanczos
Algorithmus mit vierfacher Genauigkeit berechnet wurden
(nach [KANTELHARDT& BUNDE-02]).

Abbildung I11.E.1 zeigt beispielhaft die Amplituden-Histogramm-V erteilungen H(A,r) nach Defini-
tion (111.C.21), mit A=-In|y(r)/y(0) | fir das Standard-Anderson-Modell mit w = 8.5 und harte
Randbedingungen. Man erkennt, dass die H(A,r) fur die verschiedenen festen (euklidischen) Ab-
stdnde r vom Lokalisierungszentrum (Maximum des Eigenzustands) — wie beim schon im eindi-
mensionalen Fall (siehe Abb. 111.C.1) — in guter N&herung Normalverteilungen sind, d.h. durch den

Ansatz (vgl. Gl. (111.C.25))
(D) exp{_[A—r/)\(r)]Z}

H(AD = To(r)r o(r)r/A(r)

(I.E.1)

154



[11. Fluktuationen und Lokalisierung in elektronischen Systemen

beschrieben werden. Anders als fir die
eindimensionalen Systeme habe ich hier
die beiden Parameter, die Lokalisierungs-
lange A(r) und den Breite-Parameter o(r),
als explizit vom Abstand r abhéangig ge-
schrieben, damit Abweichungen von der
Ein-Parameter-Skalentheorie erfasst wer-
den kdénnen. Durch Anpassung des Ansat-
zes (111.E.1) an die numerischen Ergebnis-
se H(A,r) fur verschiedene Absténde r
kann gepruft werden, ob A(r) und o(r) wie
beim eindimensionalen Modell konstant
sind oder nicht.

Abbildung 111.E.2 zeigt das Ergebnis die-
ser Bestimmung fir beide betrachteten
Unordnungsstarken, beide Arten von
Randbedingungen und beide Definitionen
des Lokalisierungszentrums.  Ahnliche
Ergebnisse erhalten wir auch fir die ande-
ren Kombinationen von wWerten und

w | Randbed. | Ena | Anzahl | ¢ o o

8.5 HRB 0.05 994 | 156 | 26| 1.35
8.5 HRB 0.005 359(154|25|134
8.5 HRB 0.001 76| 15324128
8.5 PRB 0.05 2271164 |31]|1.27
8.5 PRB 0.005 73168 |32 137
10.0 HRB 0.05 2881091 |13]132
10.0 HRB 0.005 971092 |14|134

10.0 PRB 0.05 10291 0.89 | 1.2 | 1.25

10.0 PRB 0.005 309|090 | 12| 124

10.0 PRB 0.001 6809214120

Tabelle 111.E.1: Die Werte der Parameter ¢, (w) und
¢:(w) aus der Anpassung von Gl. (111.E.2) an die Lokali-
sierungslangen A(r) sowie der Breite-Parameter ¢ flr
das Standard-Anderson-Modell auf dem Quadratgitter.
Die Resultate fur beide Unordnungsstarken w, beide
Arten von Randbedingungen (PRB = periodische Rand-
bed., HRB = harte Randbed.) sowie fiir unterschiedliche
Energie-Eigenwert-Intervalle E O [~Enx, Emax] Werden

verglichen; die jewellige Anzahl von betrachteten
Eigenzustanden ist auch angegeben. Der Anpassungbe-
reich fir die Parameter ist 30 < r < 120 (nach [KAN-
TELHARDT& BUNDE-02]).

Randbedingungen. Effekte durch die end-
liche Systemgrdl3e machen sich vor alem
in den Ergebnissen fur periodische Rand-
bedingungen bemerkbar (Kurven (@) in
Abb. I11.E.2), bei denen die A(r)-Kurve bei der halben Systemgrof3e einen Knick aufweist und of-
fensichtlich zu groRReren Werten abwandert. Das ist verstandlich, denn bei Absténden Gber der hal-
ben SystemgrdfRe kommt bei periodischen Randbedingungen das L okalisierungszentrum schon von
der anderen Seite (Uber den Rand) in Sicht, so dass die Eigenzustande einen scheinbar stérker aus-
gedehnten Charakter mit groRerem A bekommen. Bei harten Randbedingungen (Kurven (b) in Abb.
I11.E.2) ist das Verhalten von A(r) praktisch bis zur gesamten SystemgroRe r = L = 300 stabil. Die
Art der Definition des Lokalisierungszentrums spielt offensichtlich nur fir ganz kleine Abstande r <
10 eine Rolle. Auch wenn nur die Eigenzustande betrachtet werden, die ein lokales, d.h. auf jeden
einzelnen Gitterplatz bezogenes, relatives Genauigkeitskriterium erfillen, ergibt sich keine Ande-
rung in den Ergebnissen.

Die Ergebnisse in Abb. 111.E.2 zeigen, dass die Lokalisierungslange in dem numerisch zuganglichen
Systemgrofien-Bereich keineswegs konstant ist, sondern deutlich vom Abstand zum Lokalisie-
rungszentrum abhéngt. Fir Abstéande r > 10 lassen sich die A(r)-Kurven gut durch eine logarithmi-
sche Abhangigkeit annahern,

A(r) =, (w)In[r/c, (w)]

in der die beiden Parameter c¢,(w) und c;(w) Skalen fir die Lokalisierungslange A und den Abstand r
beschreiben. Nur fur r < 20 erscheint auch die Anpassung eines Potenzgesetzes moglich. Wir beo-
bachten die logarithmische A(r)-Abhangigkeit numerisch tber mehr als eine Dekade in r in allen
unseren Simulationen. Tabelle I11.E.1 fasst die durch Anpassung von Gl. (I11.E.2) an die numeri-
schen Ergebnisse bestimmten Werte fur ¢,(w) und ¢.(w) zusammen fir beide Unordnungsstarken w,
beide Arten von Randbedingungen und verschiedene Teillmengen von Eigenfunktionen, die ent-
sprechend der absoluten Energie ausgewahlt wurden, wobel E O [-Emax, Emax]. Die Tabelle zeigt,
dass beide Parameter eindeutig von w abhéngen, aber kaum von den Randbedingungen und prak-
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tisch Uberhaupt nicht von der
Breite des Energieintervalls. Das
gleiche Bild ergibt sich, wenn
nur die Zusténde mit |E| > Enmax
ausgewahlt werden. Daher kann
das anomale Lokalisierungsver-
halten mit der logarithmischen
Systemgrof3enabhangigkeit  der
Lokalisierungslange nicht auf
eine Anomalie in der Bandmitte
zurtickzufthren sein.
Diese Ergebnisse stehen nicht im
Widerspruch zu den alten Simu-
lationen mit der Transfer-Matrix-
Methode [MACKINNON&KRA-
MER-83, KRAMER& MACKINNON-
93], weil damit eine solche Ab- AS AS
hangigkeit prinzipiell nicht er- Abb. I11.E.3: Skalierte Amplitudenverteilungen Hy(A,r) entspre-
kannt werden kann. Es igt auch chend GlI. (I11.E.3) fur das zwe dimensionale Standard-Anderson-
. : : I Modell bei (a) w= 10.0 und periodischen Randbedingungen sowie
mogllch,.dass QIearelfenformlge (b) w= 8.5( and harten Rarrl)dbedingungen far dieganggegebenen
Geometrie bei der Transfer- g jigischen Abstande r vom Lokalisierungszentrum. Fur die
Matrix-Methode das System  Reskalierungsprozedur wurden hier die Lokalisierungslangen (a)
~eindimensionaler* macht, so A(r) =0.89 In(r/1.2) und (b) A(r) = 1.56 In(r/2.6) verwendet sowie
dass die A(r)-Abhangigkeit wie ~ o = 1.3. Fir jeden der beiden Teile wurden ca. 1000 Eigenzu-
bei eindimensionalen Systemen sténde analysiert (nach [BUNDE& KANTELHARDT-02]).
verschwindet.  Die logarithmi-
sche Abhangigkeit der Lokalisierungslange A(r) vom Abstand r (und damit auch von der System-
grofde L) gibt einen Grund fur die unterschiedlichen numerischen Ergebnisse fur A, die basierend
auf Skalen-Extrapolationen veréffentlicht wurden, siehe beispielsweise [MACKINNON& KRAMER-
83, ZHAREKESHEVetal-96]. Die logarithmische Abhéngigkeit in Gl. (111.E.2) passt auch gut dazu,
dass d = 2 die kritische Dimension fir Quanten-L okalisierungsphanomene ist, bei der gerade noch
keine ausgedehnten Zustande auftreten, denn in der kritischen Dimension gibt es haufig logarithmi-
sche Korrekturen, siehe z.B. [BELITzetal-01, JANSSEN& STENULL-03, STENULL& JANSSEN-03, Cos-
TA-SANTOS-03, JANSSEN& STENULL-04].
Im Gegensatz zur Lokalisierungslange A(r), die in dem numerisch zuganglichen Bereich eine deut-
liche Abhangigkeit vom Abstand r vom Lokalisierungszentrum zeigt, ist der Breite-Parameter o(r)
der Normalverteilung (I11.E.1) praktisch konstant. Wie schon auf dem kleinen Bild in Abb. I11.E.2
gezeigt und in Tabelle I11.E.1 angegeben ist, schwankt o(r) in dem brauchbaren r-Bereich unterhalb
von der halben Systemgrofe zwischen 1.0 und 1.5. Die Angabe eines (konstanten) Durchschnitts-
wertesvon o = 1.3 + 0.2 fur beide betrachteten Unordnungsstérken w, beide Arten von Randbedin-
gungen und alle betrachteten Energiebereiche erscheint angesichts der numerischen Genauigkeit
angebracht. Der Wert 0 = 1.3 £ 0.2 ist deutlich kleiner als die Vorhersage o = 2 der Standard-Ein-
Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung (siehe Gl. (I11.C.24)). Dies ist eine weniger dramati-
sche, aber vom logarithmischen Anstieg der Lokalisierungsliange A(r) vollkommen unabhangige
Abweichung von der Standard-Ein-Parameter-Skalentheorie.
Wenn man die logarithmische A(r)-Abhangigkeit und das konstante o verwendet, lassen sich die
Amplituden-Histogramm-Verteilungen H(A,r) fur verschiedene Absténde r wie beim eindimensio-
nalen Anderson-Modell skalieren. Dazu ist wieder die reskalierte Histogramm-V erteilung
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H.(A.r) =H(Ar)Tor/A(r) gegen A =[A-r/A(r)]/\Jor/A(r) (I11.E.3)

aufzutragen (vgl. Glgn. (111.C.26) und (I111.C.27)). Abbildung I11.E.3 zeigt, dass es fur beide Unord-
nungsstarken und fur r-Werte aus einem Bereich, der mehr als eine GrélRenordnung umfasst, gute
Daten-Kollapse gibt. Das bestétigt im Nachhinein den Ansatz (I11.E.1) einer (logarithmischen)
Normalverteilung auch fur die Amplituden der lokalisierten Eigenzustéande in festem Abstand r
vom Lokalisierungszentrum.

llI.E.2. Sublokalisierung und Superlokalisierung

Nachdem ich gezeigt habe, dass die Verteilung der Amplituden |y(r)| fir grofRe Absténde r vom
Lokalisierungszentrum fir das Anderson-Modell in guter Naherung eine logarithmische Normalver-
teilung ist, d.h. dass A=~In|(r)/(0) | nach GI. (I11.E.1) normalverteilt ist, kann jetzt der Abfall
der Uber alle Platze im Abstand r gemittelten Eigenzustdnde W(r) = (|W(r)/w(0) |, direkt aus
dem Ansatz fur die Verteilung H(A,r) berechnet werden. Der Index N bezeichnet hier die Anzahl
der Konfigurationen, tber die gemittelt wird, und auch die Abhéngigkeit des Mittelwerts von N soll
untersucht werden. Insbesondere kann man auf diese Art W\(r) in dem asymptotischen Bereich
bestimmen, der numerisch nicht zugénglich ist. Die Rechnung gilt fir ein- und zweidimensionale
Anderson-Eigenfunktionen, deren Werteverteilungen durch Gl. (111.E.1) mit den Parametern A bzw.
A(r) und o beschrieben werden.

Um das Lokalisierungsverhalten von Wy(r) zu charakterisieren, machen wir den Ansatz

InW,(r)~r%, (111.E.4)

in dem dy ein effektiver Lokalisierungsexponent ist, der Abweichungen von einer einfach exponen-
tiellen Lokalisierung charakterisieren kann. Ein Exponent dy < 1 zeigt dabei eine Lokalisierung an,
die schwacher als einfach exponentiell ist (, Sublokalisierung*) und ein Exponent dy > 1 zeigt eine
Lokalisierung, die stérker as einfach exponentiell ist (,, Superlokalisierung").

Wenn Uber alle mdglichen Konfigurationen gemittelt wird, ergibt sich

W, (1) = [ exp(-AH (A1) dA, (I11.E.5)

wobei A=-In|y(r)/w(0)|<0 nicht vorkommen kann, weil Y(0) das Maximum ist. Setzt man nun
die Normalverteilung (I11.E.1) fur H(Ar) ein, lasst sich der Mittelwert direkt ausrechnen. Dabei ist
allerdings zu beachten, dass der Ansatz (I11.E.1) nur fur grof3e Werte von r und fur grof3e A gut
stimmt. Daher soll ein Mittelwert Uber eine endliche Anzahl N von Konfigurationen betrachtet
werden, unter denen seltene Extremereignisse, wie besonders grof3e y-Werte (d.h. besonders kleine
A-Werte, A > 0), nicht vorkommen.

Fur eine endliche Konfigurations-Anzahl N ist die Gesamtzahl von Gitterplatzen im Abstand r vom
Lokalisierungszentrum gleich ar**N mit d = 1 (2) und a = 2 (2n) fir ein- bzw. zweidimensionale
Systeme. Die Werte von A, die eine zu kleine Wahrscheinlichkeit haben, kommen in dieser Stich-
probe nicht vor. Daher muss die Verteilung H(A,r) durch Abschneiden der Flache 1/(2ar®*N) an
beiden Schwanzen begrenzt werden. Der untere Abschneidepunkt Amin ergibt sich aus

1 o A 1 ry A
—= H(Ar)dA==:1+ef ==Lt [11.E.6
Sy = H(AD) 2{ KAW Aj Gr}} (I11.E6)
wobei erf (x) = 2rt*? I; exp(-t?) dt die Fehler-Funktionist. Mit deren Umkehrung inverf(x) gilt
r or .. 1
- (r,N) =max<0,— -, [—erfinv|1-——— | ¢, [.E.7
Au(r.N) { L JA ( ard_le} (ILET)

was die neue untere Integrationsgrenze in Gl. (111.E.5) wird,
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UNOE IAﬂn(r'N)exp(—A)H (Ar) dA. (I1.E.8)

Die Ausfihrung der Integration ergibt

W (r) = % exp{—(l—%)%} {1— erf N% - erfinv(l—ard—l_lNﬂ} . (111.E.9)

Der erste Term in dieser Gleichung scheint einen einfach exponentiellen Abfall anzuzeigen, wenn
der zweite Term vernachlassigbar ware und A konstant ist. Beides ist fir das zweidimensionale
Anderson-Modell nicht der Fall, und auch fur das eindimensionale Modell ist der zweite Term nur
asymptotisch vernachlassigbar. Darum zeigt W\(r) kein einfach exponentielles Skalenverhalten.
Gleichung (111.E.9) sollte fur grofRe Werte von r exakt sein. Der Abfall lasst sich durch den Ansatz
(I11.E.4) charakterisieren. In Abb. I11.E.4 ist die Abhangigkeit des effektiven Lokalisierungsexpo-
nenten dy von r/A gezeigt fur verschiedene Werte von N, wobei die Parameter A bzw. A(r) und o fir
das ein- bzw. zweidimensionale Anderson-Modell verwendet wurden. Die Werte von dy wurden
durch lokale Anpassung von Gl. (I111.E.4) an GI. (111.E.9) bestimmt. Wie man erkennt ist der Abfall
der gemittelten Eigenzusténde recht unterschiedlich.

Fur die eindimensionalen Systeme zeigt Wn(r) demnach auf3er fUr den typischen Mittelwert N = 1
zunachst einen Bereich mit Superlokalisierung, d.h. stérkerer als einfach exponentieller Lokalisie-
rung (dy > 1). In diesem Bereich hangt das Verhalten zudem von der Anzahl der gemittelten Kon-
figurationen ab, d.h. Wy(r) ist nicht selbstmittelnd. Nur asymptotisch fir extrem grof3e Abstande, r
= 10° A, konvergiert dy gegen 1, was die theoretisch vorhergesagte einfach exponentielle Lokalisie-
rung in Ubereinstimmung mit der Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung ergibt. Fir die
zweidimensionalen Systeme schliefdt sich an einen eher kurzen Bereich mit starker Sublokalisierung
(dy < 1) der asymptotische Teil an, in dem dy = 0.93 gilt, und zwar praktisch unabhéngig von der
Anzahl der gemittelten Konfigurationen.

Dieses gestreckte exponentielle Verhalten T
ist natdrlich kein Hinweis auf einen Me-
tall-1solator-Ubergang, aber es zeigt doch,
dass es bei den zweidimensionalen Syste-
men wesentliche Abweichungen von der
Ein-Parameter-Skalentheorie  gibt, und
dass man ein einfach exponentielles Ab-
klingen der Eigenzusténde nicht vorausset-
zen kann.

Das Abklingen der Mittelwerte Wy(r) lasst
sich auch numerisch aus den je 1000 Ei-

genfunktionen berechnen, die ich firr die - D
beiden Unordnungsstérken w = 10.0 und 07
8.5 im Anderson-Modell auf dem Qua 10 10 10° (/10 10
dratgitter berechnet habe. Dabei ist ein Abb. II11.E.4: Die theoretischen effektiven Lokalisie-
dreistufiger Mittelungsprozess nétig. Zu- rungsexponenten dy, die durch lokale Anpassung von Gl.

erst wird fir jeden Eigenzustand das Ma- (1.E.4) an Gl. (I11.E.9) bestimmt wurden, sind fir das
ximum bestimmt, das das Lokalisierungs- Anderson-Modell auf der linearen Kette (1d) und auf dem

. . uadratgitter (2 en r/\ aufgetragen fur verschiedene
z.entr_l.Jrr.] anze'gt' Dann werden — Weltef' gnzahle% gerrEitl('.jgltgeregKom‘iguratgi]ongng N. Fir 1d wurden
_h'n flr jeden Elggnzuaand v getrenn.t —fur die Parameter A = 105 und o = 2 verwendet und fir 2d
jedes r alle Eigenzustands-Amplituden  (r) = 0.89 In(r/1.2) und o = 1.3 (aus [KANTELHARDT&
|@™ | auf dem entsprechenden Kreis mit  BuNDE-02)).
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Radius r um das Maximum gemittelt,
was YM(r) ergibt. Im zweiten
Schritt werden diese Funktionen tiber
N Konfigurationen (Eigenfunktionen)
gemittelt, (W(r))y, =+ 2w (r).
Um den typischen Wert dieser unter
Umsténden (bei Versagen der Selbst-
mittelung) zwischen verschiedenen
Sdtzen von N Konfigurationen fluk-
tuierenden GroRRe zu erhalten, wird
schliefdlich logarithmisch Uber meh-
rere Sdtze von N Konfigurationen
gemittelt, W, (r) = exp(In((r)),,),
was eine Gléttung der fluktuierenden
Kurven bewirkt.

Dieser typische Mittelwert Uber N
Konfigurationen ist in Abb. Il1.E.5
fur die Anderson-Eigenzustande auf
dem Quadratgitter gezeigt. Man
erkennt deutlich den anfanglichen
Bereich mit starker Sublokalisierung,
dy = 0.33, in dem die Eigenzustands-
Amplituden bis auf etwa 10 abfal-
len. Daran schliefdt sich ein Bereich
mit steilerem Abfall (deutlich grofRe-
rem dy) an. Die numerisch zugang-
liche SystemgréRe ermdglicht nicht,

1

10- ] T T "“' T T -_.- T T T "“' T

10 T
@ (b)
w=10.0 | w=85
PRB Y HRB
10'20 | el N | | .
10° 10' r 10° 10'r 10°

Abb. I11.E.5: Der Abfall von Wy(r) gegenr flr dektronische
Eigenzustande im zweidimensionalen Anderson-Modell fiir N
=1, 8, 64 und 512 (von unten nach oben). Die vertikale Ach-
se ist doppdt logarithmisch, die horizontale Achse einfach
logarithmisch geteilt. In (@) ist die Unordnungsstérke w =
10.0 und die Randbedingungen sind persiodisch, wahrend in
(b) w = 8.5 mit harten Randbedingungen gewdhit ist. Fir
jeden Teil sind ca. 1000 Eigenzustdnde in der dreistufigen
Prozedur gemittdt, die mit dem Lanczos-Algorithmus bei E =
0 auf 300 x 300 Gittern berechnet wurden. Die geraden ge-
strichelten und gepunkteten Linien haben die Steigungen dy =
1 bzw. 0.33 und sind zum Vergleich gezeigt (aus [KANTEL-
HARDT& BUNDE-02]).

den asymptotischen Bereich mit dy =

0.93 ganz zu erreichen; fur die periodischen Randbedingungen sind die Randeffekte bei grofRen r
wieder stérker. In den numerischen Ergebnissen ist die Sublokalisierung sogar noch etwas stérker
ausgepragt als in der Vorhersage (I11.E.9) aus der Integration Uber die Verteilung H(A,r) (siehe Abb.
[11.E.4). Der Grund hierfir sind Abweichungen der tatsichlichen Verteilung von der Normalvertei-
lung (I11.E.1) bei kleinen Aund r.

lII.E.3. Diskussion nachfolgender Arbeiten und Anregungen

In einer nachfolgenden Arbeit [DEQUEIROZ-02] wurden deutlich kleinere Systeme mit nur bis zu
L x r = 64 x 64 Platzen (vgl. hier 300 x 300 Pléatze) betrachtet und die Wellenfunktionsamplituden
nicht direkt als Eigenvektoren der Hamilton-Operator-Matrix berechnet, sondern aus Ergebnissen
der Transfer-Matrix-Methode (sehe Abschnitt 111.C.1) abgeschétzt. Dabei wurde die Formel

A() =—%iln[i£mﬁ)

k=1 j=k i=1

(I11.E.10)

verwendet, in der die Yk die Komponenten des Vektors Wy aus der Iterationsgleichung (111.C.2)

bezeichnen. Fur diese logarithmischen Ersatz-Eigenzustands-Amplituden wurden dann ebenfalls

die Histogramm-Verteilungsfunktionen H(Ar) bestimmt. Beim eindimensionalen Anderson-

Modell (L = 1) sind die Ergebnisse praktisch dieselben wie ich sie fir echte Eigenzustands-

Amplituden in Abschnitt I11.C.3.e erhalten habe; die Parameter fir w= 1.0 sind A = 104 und ¢ =

2.08 im Vergleich zu A = 105 und 2.1 bei mir (vgl. Abb. 111.C.2). Beim zweidimensionalen Ander-
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Abb. II1.E.6: Links. Abhangigkeit der Lokalisierungdange A und (kleines Bild) des Breite-Parameters
o von der SystemgroRe L fur das Standard-Anderson-Modell mit w = 10.0 fir quadratische (r = L) bzw.
rechteckige (r = L/2) Systeme; die eingezeichnete Kurveist A(L) = 3.4 (log L)*™ Mitte: Abhéngigkeit der
Vertelungs-Asymmetrie (111.E.11) von L. Beide Bilder wurden fir Verteilungen von logarithmischen Qua-
si-Amplituden (111.E.10) aus Transfer-Matrix-Rechnungen erstellt (aus [DEQUEIROZ-02]). Rechts: Asym-
metrie der Amplituden-Verteilung H(Ar) fir meine echten Anderson-Wellenfunktionen in Abhangigkeit
vom Abstand r vom Lokalisierungszentrum fir das Standard-Anderson-Modell mit w = 10.0 und 8.5 und
periodische (PRB) sowie harte (HRB) Randbedingungen.

son-Modell gibt es allerdings Unterschiede. Der linke Teil von Abb. 111.E.6 zeigt, dass die Lokali-
sierungsléange A(L) fur die Verteilung der logarithmischen Quasi-Amplituden (111.E.10) nur unge-
fahr logarithmisch mit der Systemgréf3e L ansteigt und bei w = 10.0 etwas besser durch A(L) = 3.4
(log L)% beschrieben wird als durch den Ansatz (I11.E.2), A(r) = 0.89 In(r/1.2), wéhrend der Brei-
te-Parameter o etwas grol3er ist as bel mir (vgl. o = 1.3 £ 0.2). Damit bestétigt [DEQUEIROZ-02]
qualitativ die Abhangigkeit der Lokalisierungslange von der SystemgroRRe. Eine quantitative Uber-
einstimmung der Ergebnisse ist meiner Meinung nach nicht zu erwarten, weil [DEQUEIR0OZ-02] die
Quasi-Amplituden (111.E.10) betrachtet, bei denen Uber viele Komponenten ; x Sozusagen gemittelt
wird, was die Fluktuationen verandert. Weitere Unterschiede sind, dass in der neueren Arbeit keine
echten Eigenzustande betrachtet werden und dass die SystemgrofRen deutlich kleiner sind.

Als zusétzlicher Test fur den Normalverteilungs-Ansatz (111.E.1) fur die Amplituden-Histogramm-
Verteilungen H(A,r) wurde die Berechnung der normierten Asymmetrie (Schiefe, , skew") vorge-
schlagen [DEQUEIROZ-02]; siehe Glgn. (111.C.22) und (111.C.24) fur die Umformung:

Ar) = {A(r)) _ <[A(f) - If/7\('f)]3>
\/<A2(r) ~(AD)7) [o(r) r/2Am]*

Asymmetrie(r) = (11.E.11)

Fur kleine Werte von r ist eine gewisse Asymmetrie zu erwarten aus folgendem Grund: Weil (0)
das Maximum der Eigenzustande ist, kann A=—In|(r)/y(0) |<0 nicht vorkommen. Daher muss
die Verteilung H(A,r) bei A = 0 exakt verschwinden und somit auf ihrer linken Seite (fur kleine A)
steller als nach Gl. (111.E.1) abfallen. Das bedeutet, dass der rechte Schwanz der Vertellung langer
ist, und hat eine positive Asymmetrie zur Folge, denn im dritten Moment werden die groReren A-
Werte stérker gewichtet als im Mittelwert (A(r)). Wie das mittlere Bild in Abb. I11.E.6 zeigt, fin-
det [DEQUEIROZ-02] entgegen dieser Erwartung fir seine Verteilungen der logarithmischen Quasi-
Amplituden (111.E.10) eine negative Asymmetrie, die mit zunehmendem Abstand r = L bzw. r = L/2
ansteigt (er tragt mit dem umgekehrten Vorzeichen auf). Das zeigt, dass die Definition (111.E.10)
nicht vollkommen zu dem hier verwendeten A= —In|y(r)/W(0) | dquivalent sein kann.

Meine Ergebnisse der Asymmetrie (111.E.11) fir echte Anderson-Eigenzustande auf 300 x 300
Quadratgittern sind in dem rechten Teil von Abb. I11.E.6 dargestellt. Wie erwartet ist die Asymmet-
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rie zunachst postiv (~Asymmetrie ist 12—
negativ) und ndhert sich fir groRere Ab- |
stande r vom Lokalisierungszentrum
dem Wert 0 an, der einer guten Uberein-
stimmung der numerischen Verteilungen
mit der symmetrischen Normalverteilung
(I11.E.1) entspricht. Ein leichtes Hinaus-
schief3en Uber diesen Wert bis auf
Asymmetrie = 0.04 ist zu erkennen, be-
vor fur grofRe Absténde r > 150 stérende L
Randeffekte einsetzen. Diese Asym- 10 107 10° 10° 10°

gﬁ”;ﬁnn[ﬂ‘g fL%;TsTEZSS/hiaAlL;Z Abb. IIIE7:  Vergleich der beiden Ansitze (111.E.2)

. . (durchgezogen) und (111.E.12) (gestrichelt) fir die Abhan-
H(Ar) ist nicht nur nach oben hin be- gigkeit der Lokalisierungslange A vom Abstand r vom
grenzt durch A > O, sondern auch nach  Lokalisierungszentrum fiir das zweidimensionale Standard-
unten. Selbst in der Rechnung mit vier- Anderson-Modell mit Unordnung (a) w= 10.0 und (b) w =
facher Genauigkeit (ca 30 Stellen bei 8.5. Die gezeigten Kurven sind fur Ansaiz (I11.E.2) (a)
den verwendeten Computern) werden A(r) = 0.89 In(r/1.2) und (b) A(r) = 1.56 In(r/2.6) (wie in

ganz Kleine Werte der Eigenzustands- Abb. 111.E.2) und fir Ansatz (111.E.12) (@) A(r) = [1/5.29 —

. . : 1.09/r — 1.23 In(0.22/r)]™* und (b) A(r) = [1/9.13 — 1.24/r —
amplituden nicht mehr exakt ermittelt, 198 Irn(0.29/r)]n‘(1. N7 und (b) A(r) = [ r

d.h. durch zuféllige Werte in der Gro-

Renordnung eines ,Maschinen-Epsilons* ersetzt. Dadurch ist die Verteilung H(A,r) praktisch auch
far grofl3e A abgeschnitten, und das erklart die leicht negativen Werte der Asymmetrie flr grof3e
Abstéande r im rechten Teil von Abb. 111.E.6.

Eine logarithmische SystemgroRenabhangigkeit der Lokalisierungslange A(r), wie wir sie im Ab-
schnitt [11.E.1 gesehen haben, ist keineswegs vereinbar mit der Skalentheorie der Lokalisierung, die
einen endlichen asymptotischen Wert der Lokalisierungslange A fir r — o voraussetzt, wahrend
A(r) nach Gl. (I11.E.2) divergiert. Das hat zu Zweifeln an der Formel (111.E.2) gefthrt. Ein al-
ternativer Vorschlag lautet [MARKOS-03] (vgl. Gl. (111.C.22))

ST T g em(®) o ame[ i BBy (a)]
<A(r)>—)\(r) X B, Blln(r) A(r) L\ : rln(rﬂ (11.E.12)

mit vier Parametern, und zwar der asymptotischen Lokalisierungsiange A und den drei Konstanten
Bo, B1 und a;. Dieser Ansatz steht nicht im Widerspruch zur Ein-Parameter-Skalentheorie der Lo-
kalisierung, denn fir r — oo ist nur die asymptotische Lokalisierungslénge A wesentlich, wie man
am besten in der rechten Form sieht.

Ich habe Gl. (111.E.12) ebenfalls an meine numerischen Ergebnisse fur A(r) fur das Standard-
Anderson-Modell angepasst, was auch fast gleich gut funktioniert wie bei Gl. (111.E.2). Innerhalb
der numerischen Genauigkeit ist es nicht moglich, definitiv zwischen den beiden Ansdtzen zu un-
terscheiden. Allerdings hat Gl. (I11.E.12) doppelt so viele Parameter wie Gl. (I11.E.2), und alle Pa
rameter hangen unterschiedlich von w ab. Trotzdem ist die Anpassung eher leicht schlechter, denn
die angepasste Kurve ist stérker gekrimmt als die numerischen Daten. In Abb. 111.E.7 sind die an-
gepassten Funktionen fur beide Unordnungsstarken w gezeigt, und zwar nicht nur in dem Bereich
30 < r £ 120, in dem sie an die Daten angepasst wurden, sondern weiter bis zu viel groferen r-
Werten, die numerisch nicht mehr zu erreichen sind. Man erkennt deutlich, wie GI. (111.E.12) fir
grol3e r (auf dem logarithmischen Mal3stab) schnell konstant wird, wéhrend Gl. (111.E.2) weiter an-
steigt. Obwohl der Ansatz (111.E.12) nicht ausgeschlossen werden kann, mochte ich wegen der we-
nigen Parameter weiterhin GI. (111.E.2) den Vorzug geben.

161




I11.F. Lokalisierung wechselwirkender Elektronen in zweidimensionalen Systemen

lll.F. Lokalisierung wechselwirkender Elektronen in zwei-
dimensionalen Systemen

Wie in der Motivation (Kapitel 111.A) dargestellt, sind in den Messungen der elektrischen Leitfahig-
keit von zweidimensionalen Elektronensystemen, die den bislang unverstandenen Metall-Isolator-
Ubergang zeigen, die Energien der Elektron-Elektron-Wechselwirkungen groR im Vergleich zur
Fermi-Energie (Verhdltnisrs = 4 bis 20). Daher kann man weder die Unordnung, die fir die Quan-
ten-Lokalisierung verantwortlich ist, noch die Vielteilchen-Wechselwirkungen stérungstheoretisch
hinreichend behandeln. Beide sind so stark, dass sowohl eine ,,mean field“-Naherung fir die Un-
ordnung als auch der Ansatz eines effektiven Potenzials fur die Wechselwirkungen, das alle anderen
Elektronen pauschal beschreibt, problematisch sind. Alle stérungstheoretischen Behandlungen sind
im erforderlichen Parameterbereich nicht mehr voll gultig. Daher sollen in diesem Kapitel nume-
risch Eigenzustande des erweiterten Anderson-Modells (siehe Abschnitte I11.B.5 und 6) analysiert
werden, bei dem die Vielteilchen-Coulomb-Wechselwirkungen explizit berlicksichtigt sind. Zu-
sdtzlich werden auch die Auswirkungen eines Magnetfelds in diesem Modell untersucht, weil es zur
Magnetoleitfahigkeit mehrere aktuelle Experimente gibt (siehe Abschnitt [11.A.2). Die meisten in
diesem Kapitel beschriebenen Ergebnisse sind in [BERKOVITSetal-01, KANTELHARDTetal-01, BER-
KOVITS& KANTELHARDT-02a, BERKOVITS& KANTELHARDT-02b] publiziert.

llI.F.1. Analyse der Tunnelamplitude fir polarisierte Elektronen

Zuerst betrachten wir das erweiterte Anderson-Modell ohne Spin-Freiheitsgrad, Glgn. (111.B.13)
und (111.B.14), das fur polarisierte Elektronen gilt [BERKOVITSetal-01, KANTELHARDTetal-01].
Aufgrund der Vielteilchen-Coulomb-Wechselwirkungen ist exakte Berechnung von Eigenzusténden
numerisch wegen der grof3en Matrizen des Hamilton-Operators sehr aufwendig; siehe Gl. (111.B.12)
fur den Rang der Basis, d.h. der auftretenden Matrizen. Daher betrachten wir Systemevon N =4, 6
und 8 wechselwirkenden Elektronen auf Quadratgittern der GrofRen nxm = 6x6, 5x5 bzw. 5x4 mit
periodischen Randbedingungen (Torus-Geometrie; Basis-Rang 58905, 177100 bzw. 125970). Die
Ladungstragerdichten, d.h. die Flllungsfaktoren (die Anzahlen der Elektronen pro Gitterplatz),
betragen N/nm = 4/36 = 0.11, 6/25 = 0.24 bzw. 8/20 = 0.40. Wie in Abschnitt [11.C.4 begriindet
wurde, analysieren wir anstelle von Wellenfunktionen i(r) die normierte Vielteilchen-Tunnelamp-
litude @(r) ~(O" |&" |O"™) zwischen den Grundzustanden |O"™*) und |O™) mit N-1 und N Elek-
tronen, deren Betragsquadrat die Wahrscheinlichkeit fir das Erhalten des Grundzustands nach dem
Hinzufligen eines Elektrons auf dem Gitterplatz r ist. Da man in der numerischen Simulation die
Ladungstragerdichte N/nm nicht kontinuierlich verandern kann, sondern auf die drei angegebenen
Werte fixiert ist, wird die Verénderung des Parameters rs durch eine Variation der Stérke U der
Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen erreicht (siehe GI. (111.B.14)),

r, = iU /nm/4miN (111.F.1)

Fur elf Werte der (dimensionslosen) Coulomb-Wechselwirkungsstéarke U =0, 1, 2, ..., 10 und vier
Werte des Parameters w fir die diagonale Anderson-Unordnung, w =5, 10, 15, 20, haben wir je 100
Konfigurationen analysiert. Die Energieeinheit ist wieder durch t = 1 fur die Nichtdiagonalterme
des Anderson-Hamilton-Operators (111.B.13) festgelegt, die der kinetischen Energie entsprechen.

Abbildung I11.F.1 zeigt fUr vier Elektronen auf dem 6x6 Gitter und je sechs der 100 Konfiguratio-
nen (nebeneinander) die normierten Tunnelamplituden ¢(r) fur alle Coulomb-Wechselwirkungs-
stérken U (Ubereinander; entsprechend verschiedenen Werten von rs nach Gl. (111.F.1)) und zwei
Unordnungsstarken w.  Wenn man die Reihen Ubereinander liegender Bilder vergleicht, erkennt
man, dass sich die Verteilungen der Tunnelamplituden fir dieselbe Konfiguration dhneln, dass aber
eine systematische Verschiebung mit zunehmendem U dtattfindet. Ohne Coulomb-Wechselwir-
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Abb. I11.F.1: Graustufen-Darstelungen von Verteillungen der normierten Tunnelamplituden ¢(r) fir vier
Elektronen im erweiterten Anderson-Modell auf einem 6x6 Gitter mit anwachsender Coulomb-Wechselwir-
kung U (Ubereinander) und Unordnungsstarke () w =5, (b) w = 15. Essind jewells 6 Konfigurationen ne-
beneinander dargestellt. Die Graustufen-Kodierung ist linear, und schwarz entspricht der groften Tunnel-
Amplitude (q(r) = 1), weild der kleinsten (¢(r) = 0).

kung kann man bei w = 5 mehrere Lokalisierungsschwerpunkte (dunkle Bereiche) auf den 6x6 Git-
tern unterscheiden, wahrend es fir starke Wechselwirkung meist nur noch einen klaren Schwer-
punkt gibt (man beachte die periodischen Randbedingungen). Dies zeigt ein zunehmend lokalisier-
tes Verhalten der Tunnelamplituden mit zunehmender Wechselwirkung an. Die Verénderungen
erfolgen fur w = 15 von einem schon stérker lokalisierten Anfangszustand ohne Wechselwirkung
und sind schwécher, aber tendenziell in derselben Richtung.

Nun sollen verschiedene, von den Einteilchen-Eigenzustanden her bekannte Analysemethoden auf
die normierten Tunnelamplituden @(r) angewandt werden. Abbildung I11.F.2 zeigt —wieder flr vier
Elektronen auf dem 6x6-Gitter — die mittleren r&umlichen Autokorrelationsfunktionen

C(r) = (j@r)ar)|)

wobel die Mittelung fur jedes U und w Uber alle Gitterplatz-Paare im (Luftlinien-)Abstand r und
uber alle 100 Konfigurationen erfolgte. Ahnliche Ergebnisse haben wir fiir die anderen Systemgro-
Ben erhalten. Offensichtlich fallt die Autokorrelationsfunktion (111.F.2) mit r ab und zeigt wie zu
erwarten das Abklingen von Amplituden-Korrelationen an. Der Abfall wird wie bei nicht wech-
selwirkenden Elektronen fur stdrkere Unordnung w schneller, was eine stérkere Lokalisierung der
Eigenzusténde bei stérkerer Unordnung signalisiert. Dariber hinaus entwickelt sich der Abfall von
C(r) gleichmalZig mit ansteigender Coulomb-Wechselwirkung U, die nach GI. (I11.F.1) einem an-
steigenden Wert von rg entspricht. Wie Abb. I11.F.2 zeigt, fallt C(r) umso schneller ab, je starker
die Elektron-Elektron-Wechselwirkungen im Vergleich mit der Fermi-Energie sind. Also kann
man schon aus diesen Ergebnissen schlief}en, dass es in dem betrachteten Modell keinen Ubergang
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Abb. I11.F.2: De Abfal der raumlichen Autokorrelationsfunktionen C(r) fur die normierten Tunnelampli-

tuden o(r) fir vier Elektronen auf einem 6x6 Gitter im erweiterten Anderson-Modell mit Coulomb-Wechsel-

wirkung U und den Unordnungsstarken w = 5 (oben) und 15 (unten). Die Korrelationen fallen fir starke

Unordnung und starke Wechselwirkungen schneller ab (nach [BERKOVITSetal-01]).

zu einem metallischen Verhalten flr grof3ere Werte von rs gibt, denn die Zustdnde werden im Ge-
genteil mit anwachsendem rs immer stérker isolierend. Im Gegensatz dazu war in vorhergehenden
Arbeiten, in denen persistente Stréme analysiert wurden [BERKOVITS& AVISHAI-98, BENENTIetal-
99], ein Ubergang gefunden worden. Insbesondere zeigte sich, dass das Fluss-Schema der lokalen
persistenten Stréme geordnet und im Wesentlichen eindimensional wird. Das Ergebnis fir die
Tunnelamplitude zeigt nun, dass dies Verhalten der persistenten Stréme nicht als ein Anzeichen fir
einen Ubergang zu metallischem Verhalten interpretiert werden darf.

Ein ahnliches Verhalten offenbart das Anteils-Verhdltnis (Participation-Ratio) P der normierten
Tunnel-Amplituden ¢(r), Gl. (111.C.35), gemittelt tber alle Konfigurationenv. Abbildung I11.F.3(a)
zeigt den monotonen Abfall von P mit anwachsender Unordnung w und anwachsender Wechsel-
wirkung U. Auch hier gibt es kein Anzeichen fur eine metallische Phase.

Zusétzlich haben wir die Verteilungen der Participation-Ratios P fiir die je 100 einzelnen Konfi-
gurationen v untersucht [KANTELHARDTetal-01]. Eine dhnliche Untersuchung der Verteillungen
wurde fir das Standard-Anderson-Modell ohne Wechselwirkungen aber mit langreichweitigen
Nichtdiagonaltermen durchgefiihrt [EVERS& MIRLIN-00] im Zusammenhang mit der Behauptung,
dass verschiedene Eigenzusténde desselben Systems unterschiedliche mutlifraktale Eigenschaften
haben [PARSHIN& SCHOBER-99] (siehe auch Abschnitt 111.B.2). Wenn die Verteilungen sehr breit
sind, hangt der Mittelwert von P von der Mittelungsprozedur oder der Anzahl der gemittelten
Konfigurationen ab, wie bei den gemittelten lokalisierten Eigenzustdnden im Anderson-Modell oh-
ne Wechselwirkung (siehe Abschnitt 111.E.2). Daher ist es sinnvoll, zu Uberprifen, ob die Breite
der Verteillungen eine zuverlassige Berechnung des Mittelwerts ermdglicht. Daneben offenbaren
die Vertellungen Auswirkungen der kleinen betrachten Systemgroél3en, sofern es solche gibt. Fur
ein lokalisiertes Teilchen ohne Vielteilchen-Wechselwirkungen, erwartet man, dass die Werte von
log P normalverteilt sind, wahrend bei gutem metallischem Verhalten die Verteilung sehr eng sein
sollte [MIRLIN-00]. Wir erwarten daher ahnliche Verteilungen fiir die Participation-Ratios P der
normierten Tunnelamplituden bei den wechselwirkenden Vielelektronen-Zustanden.  Abbildung
I11.F.4 zeigt die Ergebnisse fur vier Elektronen auf dem 6x6-Gitter fir drei Unordnungsstarken w
und drel Wechselwirkungsstéarken U. In allen Féllen lassen sich logarithmische Normalverteilun-
gen in akzeptabler Weise an die numerischen Ergebnisse anpassen; es gibt hier also keine wesentli-
chen Storungen durch die kleine Systemgrof3e. Flr schwache Unordnung (w = 5, Abb. 111.F.4(a)),
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Abb. I11.F.3: (@) Anteils-Verhdltnis (Participation-Ratio) P der normierten Tunnelamplituden ¢(r) in Ab-
hangigkeit von der Wechsdwirkungsstarke U. Der monotone Abfall zeigt zunehmend isolierendes Verhal-
tenan. Die Teile (b) und (c) zeigen die multifraktalen Dimensionen D(=2) und D(2) als wesentliche Ergeb-
nisse der multifraktalen Analyse der normierten Tunnelamplituden @(r), deren monctone U-Abhangigkeit
ebenfalls kein Anzeichen eines metallischen Bereichs aufweist. Alle Ergebnisse sind im erweiterten Ander-
son-Modell mit Coulomb-Wechselwirkung U durch Mittelung Giber 100 Konfigurationen ermittelt fir vier
Elektronen auf einem 6x6 Gitter (W=15 (n), 10 (@), 15 (a), 20 (7)), sechs Elektronen auf einem 5x5 Gitter
(w=5(=), 15(2)) und acht Elektronen auf einem 5x4 Gitter (w=>5 (; ), 15 (v)) (nach [BERKOVITSetal-01]).

sieht man deutlich eine Verschiebung des Mittelpunkts und der Breite der Vertellung mit anwach-
sender Wechselwirkungsstéarke U. Dieses Ergebnis lasst sich als ein Ubergang von einem nahezu
metallischen (schwach lokalisierten) System fir den nicht-wechselwirkenden Fall (U = 0) zu einem
stérker isolierenden System bel starkerer Wechselwirkung interpretieren.  Fur mittlere und starke
Unordnung (Abb. 111.F.4(b) und (c)) bewegt sich das Zentrum der Verteilungen kaum mit steigen-
der Wechselwirkungsstérke. Die Breiten sind auch nahezu gleich und betragen ungeféahr das Drei-
fache des Wertes im Zentrum.

Da die Verteilungen in alen Féllen breit sind, stimmen der arithmetische Mittelwert, der typische
Mittelwert und der geometrische Mittelwert (vgl. dieselben Mittelungsprozeduren fir die Lokalisie-
rungslangen in Gl. (11.D.2))

Pan=(P), Py, =exp(logP) und P, =(P?)" (I11.F.3)

fur die Participation-Ratios nicht Uberein. In [EVERS& MIRLIN-00] wurden Pait, Ptyp und der Medi-
an unterschieden. Allerdings zeigen sich bei unseren Untersuchungen aller drei Mittelwert-Arten
(I1.F.3) keine qualitativen Unterschiede im Hinblick auf die Abhangigkeit von der Unordnungs-
stérke w oder der Wechselwirkungsstérke U. Da der typische Mittelwert Py, am schnellsten kon-
vergiert, d.h. schon fur die kleinste Anzahl von Konfigurationen stabil wird, haben wir schon in
Abb. I11.F.3(a) Py, aufgetragen, was den numerischen Aufwand etwas verringert.

Aufgrund der kleinen betrachteten Systeme ist es nicht moglich, die Lokalisierungslange A oder die
Fluktuationen der Tunnel-Amplitude in bestimmten Absténden r vom Lokalisierungszentrum zu
analysieren, beispielsweise durch Berechnung von H(A,r) wie beim zweidimensionalen Anderson-
Modell ohne Wechselwirkung — die Statistik reicht daftir nicht und fir diese GréRen sind auch erst
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Abb. 111.F.4: Histogramme der Logarithmen der Anteils-Verhéltnisse (Participation-Ratios) P der normier-
ten Tunnelamplituden «(r) fir (a) schwache Unordnung, w = 5, (b) mittlere Unordnung, w = 10, sowie (C)
starke Unordnung w = 15. An die numerischen Ergebnisse fiir 100 Konfigurationen des erweiterten Ander-
son-Modells mit Coulomb-Wechselwirkung fir vier Elektronen auf eéinem 6x6 Gitter sind Normalverteilun-
gen angepasst. Gezeigt sind die Ergebnisse fur drei Wechsdwirkungsstarken U = 0 (n, durchgezogene Li-
nien), U =5 (e, gestrichelt) und U = 9 (a, gepunktet) (nach [KANTELHARDTetal-01]).

bei Abstdnden r > 10 sinnvolle Aussagen moglich. Eine Charakterisierung der Fluktuationseigen-
schaften der Tunnelamplituden kann aber durch eine multifraktale Analyse erfolgen, bei der die
Verteilung als Ganzes ohne eine Bertcksichtigung des Lokalisierungszentrums betrachtet wird,
sieche Abschnitt 111.C.3.c. Der Grund ist, dass die Zustande in den kleinen Systemen quasi-
ausgedehnt sind, weil die Lokalisierungsléngen nicht oder nicht wesentlich kleiner als die System-
grole (maximal 6) sind. Daher haben wir die verallgemeinerten Zustandssummen Zy(s) ~ 5@
nach Gl. (11.A.36) berechnet und die Renyi-Exponenten t(q) bestimmt. Die Abbildungen I11.F.3(b)
und (c) zeigen die verallgemeinerten Dimensionen D(2) = 1(2) und D(-2) = —-1(-2)/3 (siehe Gl.
(111.C.19)), die fur elektronische Systeme normalerweise betrachtet werden. Man erkennt auch hier
weitgehend monotone Verdnderungen der beiden Dimensionen mit anwachsender Wechselwirkung
U und findet bei keinem der betrachteten Systeme einen Hinweis auf ein metallisches Regime.

Eine andere, nach Abschnitt 11.A.3.e &guivalente Mdglichkeit, die Ergebnisse der multifraktalen
Analyse zu présentieren, besteht in der Angabe des Singularitétsspektrums f(a), das nach Gl.
(11.A.42) die Legendre-Transformierte von 1(q) ist. Das Singularitétsspektrums wurde in Abschnitt
I1.A.3.c definiert und gibt fir jeden Holder-Exponenten (lokalen Fluktuationsexponenten) a die
(fraktale) Dimension f(a) des entsprechenden Tragers, d.h. der Menge der Gitterpunkte an, die je-
weils durch denselben Holder-Exponenten o = a(v) charakterisiert werden. Dabel ist der Holder-
Exponent definiert durch (vgl. Gl. (11.A.34))

p(v,s) ~s*™ (s - 0), (111.F.4)

wobel jeder Gitterpunkt v as Mittelpunkt von einem Kastchen der Kantenldnge s betrachtet wird
und die K&stchen-Wahrscheinlichkeiten p(v,s) nach Gl. (111.C.17) mit P(r) = ¢(r) definiert sind.
Abbildung 111.F.5 zeigt einige Beispiele dieser Singularitatsspektren fur vier Elektronen auf dem
6x6-Gitter. Da die Multifraktalitétsstérke, die sich in der Breite der f(a)-Spektren bei f = O nieder-
schlégt, offensichtlich nicht unabhéngig von der Wechselwirkung U ist, ist die Multifraktalitét kein
Anzeichen fur einen kritischen Punkt. Vielmehr werden die Spektren breiter, weil die Zustande mit
zunehmender Unordnung oder Wechselwirkung immer starker lokalisiert sind. Also gibt es auch
hier keine Anzeichen fur eine metallische Phase oder einen kritischen Punkt.
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Abb. I11.F.5: Singularitéts-Spektren f(a) fur die normierte Vidteilchen-Tunnedlamplitude ¢(r) im erweiter-
ten Anderson-Modell mit Wechselwirkung U und Unordnung (a) w =5 und (b) w = 15. FUr jeden Holder-
Exponenten a kann f(a) interpretiert werden als die fraktale Dimension der Teilmenge von Kastchen v, die
durch p(v,s) ~ s charakterisiert werden. Die Spektren werden mit zunehmender Wechselwirkung breiter,
was einen Ubergang zu starker lokalisierten Zustanden anzeigt (nach [BERKOVITSetal-01]).

llI.F.2. Die Kubo-Leitfahigkeit fur polarisierte Elektronen

Um die Ergebnisse fur die Tunnelamplitude und deren Interpretation als ein Fehlen einer metalli-
schen Phase unabhéngig zu Uberprifen, haben wir zusdtzlich Kubo-Leitfahigkeiten berechnet
[BERKOVITSetal-01]. Die Motivation fur diesen unabhangigen und numerisch sehr aufwendigen
Ansatz liegt in den abweichenden Ergebnissen von [BELLANIetal-99] begrindet, die basierend auf
Betrachtungen der persistenten Stérme fir dasselbe Modell auf ein metallische Phase zwischen
zwei isolierenden Phasen geschlossen hatten. Wahrend die Verwendung der Tunnelamplituden neu
ist, stellt die Kubo-Leitfahigkeit eine bereits seit langem bekannte GroRRe dar, deren Zusammenhang
mit den Transporteigenschaften unbestritten ist.

Die Kubo-Formel fur die elektrische Leitféhigkeit Iautet [BERKOVITS& AVISHAI-96]

(a" | (EN-EN)y
_LZ Z (EN EN)+V !

wobei der Jx der quantenmechanische Strom-Operator ist, L die Seitenlange des betrachteten Git-
ters, e die Elementarladung und h die Plancksche Konstante. Die inelastische Verbreiterung y wird
ungefahr gleich dem reskalierten Ein-Elektronen Niveau-Abstand B/N(L? — N) gesetzt, bei dem B
die Breite des Vielteilchen-Energiebands ist [BERKOVITS-99, SHEPELYANSKY-00]. Die Auswertung
von Gl. (111.F.5) ist sehr aufwendig, weil man nicht nur die N-Teilchen-Grundzustande |O") beno-
tigt, sondern auch die angeregten Zustande |a™) . Hier wird die Rechnung auf die 20 energetisch
niedrigsten Zustande beschrénkt, was trotzdem noch eine schwierige Aufgabe fr den verwendeten
Lanczos-Algorithmus darstellt.

Abbildung 111.F.6 zeigt als Ergebnis die Verteilungen der dimensionslosen Kubo-Leitfahigkeiten
g = (h/€®)o fir zwei Unordnungsstérken wund vier Wechselwirkungsstérken U. Firr die geringere
Unordnung, die ohne Wechselwirkung bei den betrachteten kleinen Systemen quasi-ausgedehnte
(nahezu metallische) Zustande zur Folge hat, ndhert sich die Verteilung mit anwachsender Wech-
selwirkungsstérke einer logarithmischen Normalverteilung an. Fur die stdrkere Unordnung, bei der

(I1.F.5)
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Abb. 111.F.6: Vertelungen des Logarithmus der dimensionslosen Kubo-L eitfahigkeiten g = (h/e€’)o fiir Un-
ordnung w = 5 und 15 und Wechsdwirkungsstéarken U = 0, 4, 7 und 10 fir vier Elektronen auf einem 6x6
Gitter. Das kleine Bild zeigt die logarithmischen Mittelwerte von g in Abhangigkeit von der Wechselwir-
kungsstéarke fur vier Elektronen auf einem 6x6 Gitter (gemittelt Uber 280 Unordnungs-K onfigurationen),
sechs Elektronen auf einem 5x5 Gitter (60 Konfigurationen) und acht Elektronen auf einem 5x4 Gitter (100
Konfigurationen) (nach [BERKOVITSetal-01]).

das System schon ohne Wechselwirkung isolierende Zustande aufweist, ergeben sich logarithmi-
sche Normalverteilungen bei allen betrachteten Wechselwirkungsstarken. Dadie Leitfahigkeitsver-
tellung nur fur ein isolierendes System eine logarithmische Normalverteilung ist [SHAPIRO-86],
wahrend fir ein metallisches System eine einfache Normalverteilung erwartet wird, zeigt dieses
Verhalten, dass die Elektron-Elektron-Wechselwirkungen den metallischen Charakter der Kubo-
Leitfahigkeiten verringern. Das ist konsistent mit @lteren Ergebnissen zur Kubo-Leitfahigkeit in
Verbindung mit Wechselwirkungen [BERKOVITS& AVISHAI-96, VOJTAetal-98]. Inshesondere wurde
gezeigt, dass die Leitfahigkeit im diffusiven Bereich durch Wechselwirkungen unterdriickt wird,
wahrend nur tief im lokalisierten Bereich, in dem die Leitfahigkeit sehr klein ist, eine leichte Erho-
hung moglich ist [V oJTAetal-98].

Derselbe Trend ist in Abb. 111.F.6 auf dem kleinen Bild zu erkennen, in dem die logarithmischen
Mittelwerte der Kubo-Leitfahigkeiten fur die verschiedenen betrachteten Elektronen-Anzahlen und
Systemgrofien gegen die Wechselwirkungsstérke U aufgetragen sind. Demnach zeigen weder die
Verteilung noch die Mittelwerte der Kubo-L eitfahigkeiten fir die polarisierten Elektronen irgendein
Anzeichen einer metallischen Phase und bestétigen voll die Ergebnisse aus der Untersuchung der
Tunnelamplituden im vorhergehenden Abschnitt.

llI.F.3. Der senkrechte Magnetowiderstand und sein Skalenverhalten

In diesem Abschnitt betrachte ich das erweiterte Anderson-Modell mit Coulomb-Wechselwirkung
und einem senkrecht zu dem zweidimensionalen Elektronensystem stehenden Magnetfeld, siehe
Abschnitt 111.B.5 und Glgn. (111.B.13), (111.B.14) und (111.B.15) [KANTELHARDTetal-01]. Das senk-
rechte Magnetfeld geht in die Nichtdiagonalelemente der Hamilton-Operator-Matrix ein, so dass
man schon ohne Berlicksichtung des Elektronen-Spins, d.h. fir polarisierte Elektronen, eine Aus-
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Abb. I11.F.7: Redative Abweichungen der Participation-Ratios P(H) von P(0) fur sehr schwache, senkrechte
Magnetfelder H (in Einheiten des Flussquantums pro Elementarzelle). Das erweiterte Anderson-Moddl mit
Coulomb-Wechsdwirkung und Magnetfeld wurde fir vier Elektronen auf einem 6x6-Gitter betrachtet fiir (a)
schwache Unordnung, w = 5, und (b) mittlere Unordnung, w = 10, sowie verschiedene Wechsdwirkungs-
starken U (siehe Legenden), gemittelt Gber 100 Unordnungs-Konfigurationen. Der Anstieg von P(H) signa-
lisiert einen negativen Magnetowiderstand (nach [K ANTELHARDTetal-01]).

wirkung erwarten kann. Die Universalitatsklasse der Matrix wechselt dabei vom orthogonalen En-
semble (GOE) zum unitdren Ensemble (GUE), well die Nichtdiagonalterme komplexe Zahlen wer-
den. So ist der Hauptunterschied zu den Rechnungen in Abschnitt 111.F.1, dass jetzt der tiefste Ei-
genzustand von unitéren Matrizen mit dem Lanczos-Algorithmus berechnet werden muss. Zwar
wird in den meisten Experimenten ein paralleles Magnetfeld verwendet (siehe Abschnitt [11.A.2),
weil dafir der Magnetowiderstand viel grof3er ist, aber es gibt fir ein senkrechtes Magnetfeld eine
Reihe von Vorhersagen zum Magnetowiderstand. Daher kénnen die hier durchgefiihrten Rechnun-
gen auch als ein Test der auf Analyse der normierten Tunnelamplitude basierenden neuen Methode
zur Untersuchung wechselwirkender Elektronensysteme dienen.

Fur ein Magnetfeld senkrecht zu einem zweidimensionalen System gilt ein schwacher negativer
Magnetowiderstand, d.h. ein leichter Abfall des Widerstands mit zunehmendem Magnetfeld, dbli-
cherweise als ein Anzeichen von schwacher Lokalisierung, obwohl es auch einen zusétzlichen posi-
tiven Beitrag durch eine Spin-Aufspaltung und durch Bahneffekte geben kann [LEE& RAMAKRISH-
NAN-85]. Der Grund fur den negativen Magnetowiderstand ist, dass das Magnetfeld zu einigen
ausgedehnten Zustanden in dem zweidimensionalen System fihrt, die auch beim Quanten-Hall-
Effekt eine wichtige Rolle spielen. Fur nicht wechselwirkende Systeme mit schwach lokalisierten
Elektronenzustanden wurde der Magnetowiderstand theoretisch berechnet. Asymptotisch fir ein
kleines senkrechtes Magnetfeld H ist er proportional zu H? [HikAMIetal-80]. Eine logarithmische
Abhéangigkeit wird hingegen fir grof3e Felder H erwartet [HIKAMIetal-80, ALTSHULERetal-80], sie-
he auch [LEE& RAMAKRISHNAN-85] fiir einen Uberblick.

Um aus den normierten Tunnelamplituden @(r) (siehe Abschnitt 111.C.4) ohne und mit zusétzlichem
Magnetfeld den Magnetowiderstand abzuschétzen, betrachten wir wieder die Anteils-Verhéltnisse
(Participation-Ratios) P nach GlI. (111.C.35). Um eine schnellere Konvergenz zu erreichen, wird der
typische Mittelwert Py, Uber die Unordnungs-Konfigurationen nach Gl. (111.F.3) berechnet. Ein
Anstieg von P(H) mit zunehmendem Magnetfeld H zeigt einen zunehmend metallischen Charakter
der Zustdnde an und entspricht daher einem Absinken des Widerstands, also einem negativen Mag-
netowiderstand. Um die Ergebnisse fur verschiedene Unordnungsstarken und verschiedene Wech-
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Abb. I11.F.8: Daten-Kollaps der schon in Abb. I1Il.F.7(a) gezeigten Ergebnisse fir die Abhéngigkeit des
Participation-Ratios der Tunnelamplitude vom Magnetfeld H bei schwacher Unordnung w = 5. Das Magnet-
fdd wird durch Division durch den U-abhéngigen Skalenparameter H,4(U) renormiert, der in dem kleinen
Bild gezeigt ist und der fur schwache Wechselwirkung durch Hig(U) = 1 + U/4 approximiert werden kann
(eingezeichnete Gerade). Die gestrichelte und punktierte Linie sind angepasste Kurven mit dem theoretisch
erwarteten asymptotischen Verhalten des Magnetowiderstands (nach [KANTELHARDTetal-01]).

selwirkungsstarken besser vergleichen zu kénnen, bei denen die Ausgangswerte P(0) ohne Magnet-
feld sehr verschieden sind, tragen wir P(H)/P(0) — 1 auf.

Abbildung I11.F.7 zeigt die Ergebnisse fur vier Elektronen auf einem 6x6 Gitter, gemittelt Gber 100
Konfigurationen; es sollen zuerst die Ergebnisse fur schwache Unordnung w = 5 (Abb. I11.F.7(a))
diskutiert werden. Man erkennt deutlich, dass der Participation-Ratio monoton mit dem Magnetfeld
ansteigt, dass also wie fur schwache Lokalisierung erwartet ein negativer Magnetowiderstand auf-
tritt. Die Ergebnisse fur die grofRere Unordnung, w = 10, die bei den betrachteten Systemgrofien
dem Ubergangsbereich zwischen schwacher und starker Lokalisierung entspricht, zeigt Abb.
[11.F.7(b). Im Allgemeinen finden wir auch daflir einen negativen Magnetowiderstand. Die Ergeb-
nisse sind allerdings weniger stabil, besonders bei starken Wechselwirkungen, siehe z.B. die Kurve
fur U = 9. Folglich wird der Magnetowiderstand im Ubergangsbereich komplizierter. Fir noch
stérkere Unordnung, w = 15, die dem lokalisierten Bereich entspricht, erwartet man einen nur sehr
kleinen Magnetowiderstand. Daher werden die Unterschiede von P(H) und P(0) numerisch schwer
auflosbar, denn das Magnetfeld fuhrt nur zu minimalen Veranderungen im Vergleich mit relativ
grof3en Unsicherheiten in der Mittelung Uber Unordnungs-Konfigurationen. Unsere hier nicht ge-
zeigten Berechnungen scheinen auch in diesem Fall einen schwachen negativen Magnetowiderstand
anzuzeigen, der praktisch unabhangig von der Wechselwirkungsstérke ist.

Der Magnetowiderstand im Bereich der schwachen Lokalisierung (Abb. I11.F.7(a)) ist einfacher zu
verstehen. Abbildung 111.F.8 zeigt, dass wir durch Reskalieren des Magnetfelds H einen Datenkol-
laps erhalten konnen. Wir haben dazu H durch von der Wechselwirkungsstarke U abhangige, ge-
eignet gewdahlte Faktoren H,q(U) dividiert. Wie im kleinen Bild in Abb. I11.F.8 gezeigt ist, gilt
Ha(U) > 1 flr U > 0. Die Wechselwirkung macht also fir denselben Effekt ein gréReres Magnet-
feld notig, oder — anders ausgedriickt — sie reduziert das wirksame (effektive) Feld auf den Wert
H/Ha(U). Das bedeutet, dass durch eine stérkere Wechselwirkung der Magnetowiderstand verrin-
gert wird, was wiederum einem weniger metallischen Verhalten entspricht. Die numerischen Werte
von H;q(U), die im kleinen Bild von Abb. I11.F.8 gezeigt sind, konnen durch H,q(U) = 1 + U/4 an-
gendhert werden. Dieses Verhalten ist &hnlich wie die reduzierte Empfindlichkeit der Hohen der
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Leitfahigkeits-Maxima gegeniiber einem magnetischen Feld, die fir Quantenpunkte im Coulomb-
Blockade-Bereich experimentell [FoLKetal-96, CHANGetal-96] und in Simulationen [BERKO-
VITS& SIVAN-98] beobachtet wurden. Fir grof3ere Wechselwirkungsstérken U séttigt das Reskalie-
rungsfeld H,q(U), d.h. wenn die Wechselwirkung eine gewisse Schwelle Ubersteigt, reduziert sie
den Magnetowiderstand nicht weiter.

Fur sehr kleine Magnetfelder U finden wir in I11.F.8 einen verzogerten Anstieg der Participation-
Ratios, der sich gut durch die theoretisch vorhergesagte Parabel ~ H? [HikAMIetal-80, LEE& RAMA-
KRISHNAN-85] beschreiben lésst. Andererseits kann dieses Verhalten auch eine Auswirkung der
Tatsache sein, dass das Verhalten bei kleinen Feldern hauptsachlich von grof3en Trajektorien beein-
flusst wird, deren Pfad Bereiche mit positivem und negativem Feld einschlief3en kann (siehe Ab-
schnitt 111.B.5 fir die verwendeten Randbedingungen), so dass sich die magnetischen Flisse effek-
tiv ausloschen und den Magnetowiderstand reduzieren. Fur groRere Magnetfelder, bei denen die
kleinen Trajektorien wesentlich sind, tendiert der Anstieg von P(H) zu einer Séttigung, was eine
Abnahme des Magnetowiderstands anzeigt. Unsere numerischen Ergebnisse stimmen mit dem the-
oretisch vorhergesagten logarithmischen Verhalten [HikAMIetal-80, ALTSHULERetal-80] Uberein.
Die Ubereinstimmung mit den Erwartungen demonstriert die Zuverlassigkeit der neuen Methode
der Analyse von Transporteigenschaften wechselwirkender Elektronen durch die Betrachtung von
Participation-Ratios der normierten Tunnelamplitude. Es wurde in diesem Abschnitt gezeigt, dass
die Methode durchaus auch erwartete Ubergange zu eher metallischen Zustanden anzeigen kann.
Da fur die wechselwirkenden polarisierten Elektronensysteme (ohne Beriicksichtigung des Spins)
aber kein Anzeichen eines Metall-1solator-Ubergangs zu erkennen ist (siehe Abschnitte I11.F.1 und
[11.F.2), soll nun das Lokalisierungsverhalten unter Berticksichtigung des Elektronenspins betrach-
tet werden. Dadurch wird auch ein Vergleich mit den Experimenten (siehe Abschnitt 111.A.2) zum
parallelen Magnetowiderstand (mit einem Magnetfeld, das in der Systemebene liegt) ermdglicht.

llI.F.4. Spinkanale fur die Tunnelamplitude

In diesem eher technischen (und zum Versténdnis nicht unbedingt notwendigen) Abschnitt wird das
Konzept der Tunnelamplitude (siehe Abschnitt 111.C.4) auf Elektronensysteme mit Spin verallge-
meinert und diskutiert, warum nicht periodische, sondern harte Randbedingungen in den Simulatio-
nen verwendet werden. Ein erweitertes zweidimensionales Anderson-Modell mit Berticksichtigung
des Elektronenspins wurde bereits in Abschnitt 111.B.6 vorgestellt, sieche Glgn. (111.B.16) bis
(111.B.20). Wesentlich ist dabei, dass sich zwei Elektronen (mit entgegen gesetztem Spin) auf ei-
nem Gitterplatz aufhalten dirfen. Die Abstol3ung zwischen zwei solchen Elektronen wird durch die
kurzreichweitige Hubbard-Wechselwirkung Uy, Gl. (111.B.17), beschrieben, die zu der schon in den
vorhergehenden Abschnitten verwendeten, langreichweitig mit 1/r abfallenden Coulomb-Wechsel-
wirkung U, Gl. (111.B.18), hinzukommt. Als erstes wird jetzt nur die Hubbard-Wechselwirkung Uy
verwendet (U = 0). Aufgrund des numerischen Aufwands, der noch stérker mit der Elektronenzahl
ansteigt als bei den polarisierten Elektronen, kdnnen Systeme mit vier Elektronen auf einem 6x6-
Gitter und mit sechs Elektronen auf einem 4x4-Gitter betrachtet werden. Um den Bereich der
schwachen Lokalisierung zu betrachten, verwenden wir die Unordnungsstarken w =5 bzw. 8.

Dadas Modell keinen Mechanismus fur ein Umklappen des Spins enthélt, kdnnen die Eigenzustan-
de |OV*%) fir jeden moglichen Gesamtspin S, der N Elektronen in z-Richtung getrennt berechnet
werden. Um die Tunnelamplituden (O™* |&* |O"™%) zwischen den Grundzusténden mit N - 1 und
N Elektronen zu bestimmen, muss als erstes gekléart werden, zwischen welchen Spin-Zustanden der
Ubergang erfolgt. Dabei gibt es verschiedene erlaubte Ubergange (Spinkanale) fir die Spinkompo-
nente S ; des N-1- und S, des N-Teilchen-Zustands. Bei N =4 sind vier Spinkanéle moglich,
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Abb. II1.F.9: Participation-Ratios fir die Tunnelamplituden verschiedener Spin-Kandle in Abhangigkeit
von der Stérke der Hubbard-Wechselwirkung Uy fir (@) 3 — 4 Elektronen auf einem 6x6-Gitter und (b) 5 -
6 Elektronen auf eénem 4x4-Gitter, beide ohne Coulomb-Wechsdlwirkung (U = 0). Die Symbole entspre-
chen den einzelnen erlaubten Spin-Ubergangen, siehe Legende. Die Ergebnisse wurden tiber 100 Konfigura-
tionen logarithmisch gemittet und die Fehlerbalken zeigen die Standardabwei chungen der Mittelwerte (nach
[BERKOVITS& KANTELHARDT-024]).
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Abbildung I11.F.9 zeigt die Abhangigkeit der Participation-Ratios P (Gl. (111.C.35)) der Tunnelamp-
lituden von der Hubbard-Wechselwirkungsstérke Uy fr alle vier bzw. sechs moglichen Spinkanale
[BERKOVITS& KANTELHARDT-024]; es ist wieder der logarithmische Mittelwert Py, Uber die Unord-
nungs-Konfigurationen nach GlI. (111.F.3) berechnet, weil der schneller konvergiert. Wahrend die
Tunnelamplituden ohne Wechselwirkung (Uy = 0) sehr @hnliche Werte von P aufweisen, steigen
einige fir Uy > 0 deutlich an, was eine schwéchere Lokalisierung, d.h. eher metallisches Verhalten
signalisiert. Fir vollstandig polarisierte Elektronen entsprechend dem Ubergang S, =2 - 2 in
Abb. I1I.LF.9(@) und S, =2 - 3 in Abb. I11.F.9(b) hat die Hubbard-Wechselwirkung Uy keine Aus-
wirkungen, da sie nur Elektronen mit unterschiedlichem Spin koppelt (siehe Gl. (111.B.17)).

Esist interessant, dass es zwei unterschiedliche Grade des Anstiegs gibt. Die Participation-Ratios
fur die Ubergange, bei denen ein Elektron mit Spin nach unten hinzukommt, S,(Ende) = S,(Anfang)
- 1/2, steigen verhaltnismaiig starker an als die Participation-Ratios fir die Ubergange, bei denen
ein Elektron mit Spin nach oben hinzukommt, S,(Ende) = S(Anfang) + /2. Der Grund dafr kénn-
te sein, dass das zusétzliche Elektron mit Spin nach unten zu mehreren Elektronen hinzukommt, die
einen Spin nach oben haben, was die Wirksamkeit der Hubbard-Wechselwirkung verstérkt. Ein
zusétzliches Elektron mit Spin nach oben, das zu mehreren anderen Elektronen mit Spin nach oben
hinzukommt, kann hingegen nicht oder kaum die Hubbard-Wechselwirkung ausnutzen, die nur
Elektronen mit entgegen gesetztem Spin koppelt. Es fallt auch auf, dass P fir die sechs Elektronen
auf dem 4x4-Gitter bei starker Hubbard-Wechselwirkung Uy = 5 wieder leicht abfallt, wéahrend der
Wert fur vier Elektronen auf dem 6x6-Gitter nur séttigt. Wir schreiben dieses Verhalten den stark
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Abb. I11.F.10: (@) Participation-Ratios fir die normierten Tunnelamplituden verschiedener Spin-Kanéle
(siehe Legende) in Abhéngigkeit von der Stérke der Hubbard-Wechsdwirkung Uy flr periodische Randbe-
dingungen (dinne Linien) und harte Randbedingungen (dicke Linien), fir 3 — 4 Elektronen im erweiterten
Anderson-Modell mit Hubbard-Wechselwirkung und schwacher Unordnung w = 5 auf einem 6x6-Gitter. (b)
und (c): Mittlere Participation-Ratios fir je 1000 Einteilchen-Eigenzustande auf einem 6x6-Gitter im Stan-
dard-Anderson-Modell (U = Uy = 0) fur w= 1 (oberste Kurve) bis w = 10 (unterste Kurve) fir (b) periodi-
sche und (¢) harte Randbedingungen (nach [BERKOVITS& KANTELHARDT-02b]).

unterschiedlichen Landungstragerdichten v = 3/8 = 0.38 bzw. 1/9 = 0.11 zu, wobei die grof3ere La-
dungstrégerdichte schon zu einem Anzeichen fir einen Mott-Hubbard-Ubergang fiihrt, der bei der
kleineren Ladungstrégerdichte noch nicht in Erscheinung tritt.

Hier ist anzumerken, dass es einen erstaunlich grof3en Unterschied macht, ob periodische Randbe-
dingungen oder harte Randbedingungen, d.h. ein unendliches Potenzial am Rand, verwendet wer-
den [BERKOVITS& KANTELHARDT-02b]. Die eben diskutierten Ergebnisse gelten fur harte Randbe-
dingungen und erscheinen uns physikalisch sinnvoller. Wie Abb. 111.F.10(a) zeigt, ist insbesondere
der Participation-Ratio fir die Tunnelamplitude des Ubergangs vom vollstandig polarisierten Zu-
stand in den nicht vollstandig polarisierten Zustand, |0**2) . |0**) fiir periodische Randbedingun-
gen deutlich groRer als alle anderen Participation-Ratios. Bei harten Randbedingungen sind die
Werte hingegen vergleichbar. Die Uy-Abhéngigkeit von |0*¥2) . |0**) ist bei beiden Randbedin-
gungsarten sehr @hnlich, da die beiden gestichelten Linien in Abb. 111.F.10(a) fast parallel verlaufen,
und der Unterschied ist schon ohne Hubbard-Wechselwirkung (Uy = 0) zu beobachten. Daher han-
delt es sich nicht um einen Effekt der Wechselwirkungen, sondern um einen Einteilchen-Effekt.

Die Abbildungen 111.F.10(b) und (c) zeigen die Uber 1000 Konfigurationen gemittelten Participati-
on-Ratios der 36 entsprechend ihrer Energie-Eigenwerte geordneten Einteilchen-Zustande des Sys-
tems mit 6x6 Gitterplétzen fir verschiedene Unordnungsstarken w. Man erkennt, dass die Zusténde
mit der kleinsten und der gréften Energie (Nr. 1 und 36) bei periodischen Randbedingungen (Abb.
[11.F.10(b)) einen Uberaus grofRen Participation-Ratio haben. Das liegt daran, dass die entsprechen-
den Eigenfunktionen fast konstant sind und nur sehr wenig von der Unordnung beeinflusst werden.
Bei harten Randbedingungen (Abb. [11.F.10(c)) kdnnen keine fast konstanten Zusténde vorkommen,
und alle Zustande haben einen dhnlichen Participation-Ratio. Wenn man nun zu den 3- bzw. 4-
Elektronenzustanden tibergeht, so kommit fir den Spinkanal |0**'?) —|0*') gerade ein Elektron mit
Spin nach unten zu drel Elektronen mit Spin nach oben. Fir die Grundzustdnde wird dieses Elek-
tron ndherungsweise in den energetisch tiefsten unbesetzten Zustand mit Spin nach unten gehen,
und das ist hier der tiefste Einteilchenzustand, fir den der Participation-Ratio bei periodischen
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Randbedingungen so ungewohnlich (unphysikalisch) grof3 ist. Daher liegt die Kurve fir
|0*¥2y L 10*) bei periodischen Randbedingungen unphysikalisch hoch. Aus diesem Grund be-
trachten wir fur die Elektronen mit Spin harte Randbedingungen. Im Unterschied zu den Elektro-
nen ohne Spin muss dann Ubrigens in dem Term fur die Coulomb-Wechselwirkung eine Hinter-
grund-Ladung berticksichtigt werden, damit die Elektronen nicht an die harte Wand gedriickt wer-
den (siehe GI. (111.B.18)).

Fur die Transporteigenschaften ohne thermische Anregungen (im Limes T — 0) sind nicht alle nach
den Regeln (I11.F.6) bzw. (I11.F.7) erlaubten Spinkandle wirklich mal3geblich. Tatsachlich ist im-
mer der Ubergang zwischen dem energetisch tiefsten N-1-Teilchen-Zustand und dem energetisch
tiefsten N-Teilchen-Zustand entscheidend, falls dieser Ubergang nach den Regeln erlaubt ist. Wenn
die entsprechenden Eigenenergien entartet sind, betrachten wir immer den Zustand mit dem grofdten
S, als Grundzustand; das entspricht der Annahme eines infinitesimalen polarisierenden Magnet-
felds. Gibt es zwischen den so gefundenen Grundzustanden keinen erlaubten Ubergang, sind die
Tunnelamplitude und auch der Participation-Ratio P fir die betreffende Konfiguration Null. Da
aber nicht nur die Eigenzustande, sondern auch die Eigenwerte von Modell-Parametern wie Uy ab-
hangen und fur verschiedene Konfigurationen schwanken, wird nicht fir jede Konfigurationen und
alle Uy der gleiche Spinkanal den Grundzustandsiibergang darstellen [BERKOVITS& KANTELHARDT-
02a]. Abbildung I11.F.11 zeigt die Mittelwerte S(Anfang) vom Spin im 3-Elektronen- (Anfangs-)
zustand und S(Ende) vom 4-Elektronen- (End-) Zustand. Man erkennt, dass ohne Wechselwirkung
(Uy = 0) nur Ubergange zwischen den tiefsten Spin-Werten S,(Anfang) = 1/2 und S(Ende) = 0 er-
folgen, wahrend bei Uy > 0 auch manchmal ein hdherer Wert S{Ende) vorkomnt.

lII.F.5. Auswirkungen der Hubbard-Wechselwirkung und eines parallelen
Magnetfelds auf Elektronen mit Spin

Abbildung I11.F.11 zeigt fur das erweiterte Anderson-Modell mit Spin und (kurzreichweitiger Hub-
bard-) Elektron-Elektron-Wechselwirkung die drei Mittelwerte der Participation-Ratios P der Tun-
nelamplitude nach GI. (111.F.3) in Abhangigkeit von der Stérke der Hubbard-Wechselwirkung Uy.
Die verschiedenen Mittelwerte weisen zwar quantitativ leicht verschiedene Werte auf, haben aber
qualitativ fur beide betrachteten Systeme, (a) vier Elektronen auf einem 6x6-Gitter und (b) sechs
Elektronen auf einem 4x4-Gitter, dasselbe Verhalten. Das bedeutet, dass die Breite der Verteilung
der PM)-Werte fiir die einzelnen Konfigurationen keine Rolle spielt. Mit anwachsender Hubbard-
Wechselwirkung Uy steigen auch die Participation-Ratios P fur den Transport bei T = 0 deutlich an
solange Uy < 5, und fur gréRere Uy hangen sie nur noch schwach davon ab. Das bedeutet, dass der
Transport im zweidimensionalen System durch Hubbard-Wechselwirkungen verstérkt wird; das
Verhalten wird etwas metallischer. Die Verstérkung ist im Vergleich mit den experimentellen Er-
gebnissen allerdings eher schwach und erreicht maximal 50% fur das 6x6-Gitter mit vier Elektro-
nen und 70% fUr das 4x4-Gitter mit sechs Elektronen. Der Bereich von Uy, in dem die Verstérkung
auftritt, kann nicht direkt mit experimentellen Ergebnissen verglichen werden, weil der daftr rele-
vante Parameter rs mit der Coulomb-Wechselwirkung U zusammenhéngt, die hier O ist, und nicht
mit der Hubbard-Wechselwirkung Uy; siehe GI. (I11.F.1).

Als néchstes soll untersucht werden, wie der Transport bel T = 0 von einem parallelen Magnetfeld
B, einem Feld in der Ebene des Elektronensystems, beeinflusst wird [BERKOVITS& KANTELHARDT-
02a]. Wahrend es fur ein senkrechtes Feld zu Veradnderungen der Bahnen kommt (siehe Abschnitt
I11.F.3), wechselwirkt das parallele Feld nur mit den Elektronenspins, siehe Glgn. (111.B.16) bis
(111.B.20). Dadie Vielteilchen-Eigenfunktionen |O"*) bereits als Eigenzusténde des entsprechen-
den Spinoperators S, berechnet wurden, bleiben sie auch mit Magnetfeld Eigenfunktionen. Das
einzige, was das Magnetfeld verandert, sind die Vielteilchen-Eigenwerte E*, die sich nach Gl.
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Abb. II1.F.11: Mittlere Participation-Ratios der normierten Tunnelamplituden fir T = O-Transport (ausge-
flllte Symbole und linke Skala) und mittlere Spins vor (S{Anfang), v) und nach (S(Ende), <) dem Tunnel-
prozess (rechte Skala) in Abhangigkeit von der Stérke der Hubbard-Wechselwirkung Uy fir () 3 — 4 Elekt-
ronen auf dem 6x6-Gitter und (b) 5 — 6 Elektronen auf dem 4x4-Gitter im erweiterten Anderson-Modell mit
Hubbard-Wechselwirkung, ohne Coulomb-Wechsalwirkung (U = 0) und mit schwacher Unordnung. Die
Resultate fur verschiedene Mittelwerte der Participation-Ratios, arithmetischer Mittelwert (n), typischer Mit-
telwert (o) und geometrischer Mittelwert (a) sind qualitativ gleich. In der Mittelungsprozedur fur 100 Kon-
figurationen wurden die Spinkandle gewahlt wie im Text beschrieben; bei allen Konfigurationen war die
Tunnelamplitude nicht null (nach [BERKOVITS& KANTELHARDT-02a]).

(111.B.19) um den Wert —gusBS, verschieben, also auf EM* - gu,BS,. Dadurch werden mogli-
cherweise andere Eigenzustande zum Grundzustand, und die Bestimmung der mal3geblichen Spin-
kandle zwischen dem energetisch tiefsten N-1-Teilchen-Zustand und dem energetisch tiefsten N-
Teilchen-Zustand muss fir jedes Feld B wiederholt werden. Esist zu erwarten, dass mit wachsen-
dem B ein hdherer Polarisationsgrad der Elektronen energetisch ginstiger wird [KURLANDetal-01].
Die Ergebnisse fur S(Anfang) und S(Ende) fir 3 - 4 Elektronen auf dem 6x6-Gitter in Abb.
[11.F.12 bestétigen diese Erwartung klar. Gezeigt ist der Mittelwert des Spins vom 3-Elektronen-
Grundzustand (S(Anfang), Abb. I11.F.12(a)) und vom 4-Elektronen-Grundzustand (S{Ende), Abb.
[11.F.12(b)) in Abhangigkeit vom parallelen Magnetfeld B flr vier Werte von Uy; man sieht in bei-
den Teilen einen monotonen Anstieg bis auf die maximalen Werte S,(Anfang) = 3/2 und S,(Ende)=
2 bei hohen B.

Jetzt kann — unter zusétzlicher Bertlicksichtigung der Regel S(Ende) = S,(Anfang) + 1/2 — auch der
Mittelwert der Participation-Ratios P der entsprechenden normierten Tunnelamplituden fur ver-
schiedene Magnetfelder berechnet werden, um die Frage nach der B-Abhéngigkeit des T = O-
Transports zu kléren [BERKOVITS& KANTELHARDT-02a]. Die Ergebnisse dieser B-abhangigen Mit-
telungsprozedur sind in Abb. 111.F.12(c) fur 3 - 4 Elektronen auf dem 6x6-Gitter und in Abb.
I11.F.12(d) fir 5 - 6 Elektronen auf dem 4x4-Gitter gezeigt, wieder flr verschiedene Werte der
Hubbard-Wchselwirkung Uy. Im Fall ohne Wechselwirkung gibt es nur eine schwache, nicht mo-
notone Feldabhéngigkeit des mittleren Participation-Ratios. Fir Uy > 0 beobachten wir zuerst ei-
nen Abfall von P im Bereich gusB < A, wobei A dem mittleren Niveauabstand der Einteilchen-
Zustdnde entspricht; A = 4/(66) = 0.11 fur das 6x6-Gitter und A = 4/(4[4) = 0.25 fir das 4x4-
Gitter). Dieses Verhalten ist das Ergebnis eines groReren Participation-Ratios fur die Ubergange
S(Ende) = S(Anfang) — 1/2 verglichen mit dem Ubergang S,(Ende) = S(Anfang) + 1/2. Wie die
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Abb. I11.F.12: Links: Mittlere Spins S, (a) vor und (b) nach dem Tunnel prozess zwischen Grundzustanden
in Abhéangigkeit vom skalierten Magnetfeld B fir 3 — 4 Elektronen auf dem 6x6-Gitter. Mit steigendem
Feld treten Grundzustande mit immer starkerer Polarisierung auf. Die unterschiedlichen Linien entsprechen
verschiedenen Starken der Hubbard-Wechselwirkung Uy (siehe Legende), wahrend keine Coulomb-
Wechselwirkung vorhanden ist (U = 0). Rechts sind die mittleren Participation-Ratios Pgi, der T = 0 Tun-
nelamplituden ebenfalls in Abhangigkeit vom skalierten Magnetfeld B gezeigt fir (c) 3 — 4 Elektronen auf
dem 6x6-Gitter und (d) 5 — 6 Elektronen auf dem 4x4-Gitter. In der Mittdungsprozedur fir 100 Konfigura-
tionen wurden die Spinkandle gewahlt wie im Text beschrieben; Konfigurationen mit verbotenem Grundzu-
stands-Ubergang wurden in der Prozedur nicht berticksichtigt (nach [BERKOVITS& KANTELHARDT-024]).

Abbildungen I11.F.12(a) und (b) zeigen, entspricht der Grundzustand fir gusB < A/2 dem Wert
S(Anfang) = 1/2 wahrend im Endzustand mit ansteigendem B mehr und mehr Konfigurationen von
S(Ende) = 0 auf S(Ende) = 1 umschwenken; das Umschwenken einzelner Konfigurationen verur-
sacht die kleinen Spriinge in den Kurven. Die Verdnderung des Spins im Zielzustand ist der Grund
far den Abfall des mittleren P in Abb. I11.F.12(c) und (d), was einer Abnahme der Leitfahigkeit
entspricht. Dieser anfangliche Abfall wird gefolgt von Zwischenmaxima und —minima, da die Mit-
telwerte von S, mit wachsendem B ansteigen und abwechselnd S(Ende) = S, (Anfang) — 1/2 und
S(Ende) = S(Anfang) + 1/2 Uberwiegen. Es tritt immer ein lokales Maximum auf, wenn S,(Ende)
= S(Anfang) — 1/2 Uberwiegt; generell ist eine fallende Tendenz zu beobachten. Sobald fir einen
groReren Anteil der Konfigurationen Anfangs- und Endzustand vollstandig Spin-polarisiert sind,
S(Anfang) = 3/2 (5/2) und S(Ende) = 2 (3), fur vier (sechs) Elektronen, d.h. fir grof3e Felder B,
fallt die Leitfahigkeit fur alle Stérken der Hubbard-Wechselwirkung Uy auf denselben Wert. Der
Grund ist, dass der vollsténdig polarisierte Spinkanal nur Elektronen mit derselben Spinrichtung
enthdlt, die die Hubbard-Wechselwirkung nicht koppelt. Die Werte des Séttigungs-Magnetfelds
Bst, fUr die das System vollstéandig Spin-polarisiert wird, sind fur beide betrachteten Systemgrofien
in Abb. 11.F.13(a) gezeigt. Man erkennt, dass B mit zunehmender Hubbard-Wechselwirkung Uy
abnimmit, aber fUr keinen der betrachteten Werte verschwindet.

Die Ergebnisse dhneln einigermal3en den experimentellen Resultaten (siehe Abschnitt I11.A.2, ins-
besondere Abb. I11.A.4). Der spezifische Widerstand eines zweidimensionalen Halbleiterbauele-
ments, das eine metallische Phase aufweist, steigt mit zunehmendem parallelen Magnetfeld an, bis
fir B > Bs ein konstanter spezifischer Widerstand erreicht ist. Dem entspricht das Abfallen der
Participation Ratios in Abb. I11.F.12(c) und (d) bis zu dem konstanten Nivau. Trotz dieser qualita-
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Abb. I11.F.13: (a) Das Sattigungsfeld Bs, flr das das System vollsténdig Spin-polarisiert wird und der mitt-
lere Participation-Ratio P der T = O-Tunnelamplitude seinen asymptotischen Wert erreicht, aufgetragen ge-
gen die Stérke der Hubbard-Wechsdlwirkung Uy ohne Coulomb-Wechselwirkung U (= fur 3 — 4 Elektronen
auf dem 6x6-Gitter, n fir 5 — 6 Elektronen auf dem 4x4-Gitter), gegen Uy = U (; fir 3 - 4 Elektronen auf
dem 6x6-Gitter) und gegen U bei Uy, = 10 (a fir 3 - 4 Elektronen auf dem 6x6-Gitter). Die Werte von B
sind Uber 100 Konfigurationen gemittelt. (b) Die Werte der mittleren Austauschenergie J in Abhéangigkeit
von Uy bel U = 0 fir 6x6-Gitter (offene Symbole) und 4x4-Gitter (ausgefillte Symbole). Es werden zwei
Arten der Berechnung von J verglichen: (i) J bestimmt aus den Eigenwerten von Gl. (I11.F.8) fir B=0 (=, n)
und (ii) J bestimmt aus By (iber die diskrete Version von Gl. (111.F.9) (; , @). Das Bild zeigt eine gute Uber-
einstimmung, die den Ansatz bestétigt, B mit Uy in Verbindung zu bringen (nach [BERKOVITS& KANTEL-
HARDT-024d]).

tiven Ahnlichkeit mit unseren Simulationsergebnissen, ist die Starke der von uns beobachteten Re-
duktion deutlich geringer alsin den Experimenten. Fir Silizium-Bauelemente wurde ein Abfall der
Leitfahigkeit um zwei Grélenordnungen gemessen (abhéngig von der Temperatur) [ SIMONIANetal-
97, PubALovetal-97], wahrend fir GaAs-Bauelemente nur ein Faktor von 3 berichtet wurde [SIM-
MONSetal-98, YooNetal-00]. Ein weiteres Problem bei der Verbindung unserer Simulationen mit
Experimenten ist die Abhéngigkeit des Séttigungsfeldes von Uy. In einigen Experimenten wurde
Bet (= Ho) ~ (Ns—ne)® mit & = 1 fiir einen breiten Bereich von Ladungstragerdichten ns und die kriti-
sche Dichte des Metall-1solator-Ubergangs ns gefunden [ SHASHKINetal-01a], wahrend andere Expe-
rimente eher ein Potenzgesetz mit & = 0.6 nahe legen [VITKALOVetal-01] (siehe Abschnitt 111.A.2).
Da unsere Simulationen keinen Metall-1solator-Ubergang zeigen, ist nicht klar, wie sich diese expe-
rimentellen Ergebnisse damit vergleichen lassen. Aul3erdem ist der experimentell relevante Para-
meter, die Ladungstrégerdichte ns, Uber rs nach GI. (111.F.1) mit der Coulomb-Wechselwirkungs-
stérke U verknipft und nicht mit der Hubbard-Wechselwirkungsstérke Uy.

Dennoch ist es durch folgende Betrachtung moglich, eine Verbindung zwischen B« und Uy herzu-
stellen: Die niedrigste mittlere Energie des Hamilton-Operators (111.B.20) fir einen gegebenen
Spin-Wert Skann angenadhert werden durch [KURLANDetal-01]

E(S) - E(0) = AS* - JS(S+1) - gu,BS, (I11.F.8)

wobel J die mittlere Austausch-Energie ist, die von U und Uy abhéngt, und A wieder den mittleren
Niveau-Abstand der Einteilchen-Zusténde bezeichnet. Abbildung I11.F.13(b) zeigt die damit aus
E(Snax) und E(0) berechneten Werte von J fir B = 0 und U = 0. Ein Potenzgesetz J ~ (Uy)® mit
einem Exponenten a zwischen 0.25 und 0.5 kdnnte aus unseren Simulationsergebnissen abgelesen
werden, und diese Relation ist konsistent mit Ergebnissen aus einer vorhergehenden Studie des un-
geordneten Hubbard-Modells [FoLKetal-01]. Das Séttigungsfeld Bsy entspricht dem Feld, fir das
die Energie des vollstandig polarisierten Zustands minimal wird, 0E(S)/0S=0 mit S= Syx; dies
fahrt auf
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Abb. II1.F.14: Mittlere Participation-Ratios der normierten Tunnelamplituden fir T = O-Transport (ausge-
flllte Symbole und linke Skala) und mittlere Spins vor (S{Anfang), v) und nach (S(Ende), <) dem Tunnel-
prozess (rechte Skala) in Abhangigkeit von der Stérke der Coulomb-Wechselwirkung U fur (a) Hubbard-
Wechsdlwirkung Uy = U und (b) Uy = 10 (in Einheiten der Nichtdiagonalelemente des Hamilton-Operators,
was der kingtischen Energie entspricht). Betrachtet wurden 3 — 4 Elektronen auf dem 6x6-Gitter. Die Re-
sultate fUr verschiedene Mittedlwerte der Participation-Ratios, arithmetischer Mittelwert (n), typischer Mit-
telwert (o) und geometrischer Mittelwert (a) sind qualitativ gleich. Die Mittelungsprozedur ist dieselbe wie
far Abb. 111.F.11 (nach [BERKOVITS& KANTELHARDT-024d]).

OB, =2AS_ - J(2S, +1). (I11.F.9)

Fur kleine Werte von Sist es besser, die Ableitung, die auf Gl. (111.F.9) fuhrt, durch einen diskreten
Differenzenquotienten zu ersetzen, was zu gugBy =A(2S,, —1) —-2JS,, fuhrt. In Abb.
[11.F.13(b) sind die Mittelwerte von J berechnet aus Bs Uber diese Gleichung mit den nach Gl.
(111.F.8) aus den Eigenwerten berechneten Werten verglichen. Das Bild zeigt, dass die Gleichungen
das Verhalten von B in zufrieden stellender Weise beschreiben konnen. Damit ist gezeigt, dass
dieselbe Physik einer vollstandigen Spin-Polarisierung beim Séttigungsfeld sowohl die experimen-
tellen [SHASHKINetal-01a, DoLGOPOLOV& GOLD-00] als auch unsere numerischen Ergebnisse be-
schreiben kann. Allerdings ist anzumerken, dass die mittlere Austausch-Energie J fir Uy — oo
kleiner als A bleibt [KURLANDetal-01] und dass es darum in dem betrachteten Modell keinen ferro-
magnetischen Ubergang geben kann. Darum bleibt By stets > 0 und das Modell kann das experi-
mentell beobachtete V erschwinden des Séttigungsfelds nicht beschreiben.

lll.F.6. Das Wechselspiel von Hubbard- und Coulomb-Wechselwirkung

Da sich die kurzreichweitigen Hubbard-Wechselwirkungen Uy im vorhergehenden Abschnitt als
nicht ausreichend erwiesen haben, um das Verhalten der Elektronen in der Nahe des Metall-
Isolator-Ubergangs in zweidimensionalen Systemen realistisch zu beschreiben, sollen nun auch
noch die langreichweitigen Coulomb-Wechselwirkungen U berlicksichtigt werden, deren Auswir-
kungen fur polarisierte Elektronen schon in Abschnitt 111.F.1 untersucht wurden. Wie unter Gl.
(111.B.18) in Abschnitt 111.B.6 diskutiert wurde, gibt es keinen fUr Halbleiter etablierten Zusammen-
hang zwischen U und Uy. Wir beginnen mit dem grofdten moglichen Wert der Coulomb-
Wechselwirkung, U = Uy. Abbildung 111.F.14(a) zeigt — wie fur U = 0 in Abb. 111.F.11(a) — die
Spin-Mittelwerte S(Anfang) und S(Ende) sowie die Participation-Ratio-Mittelwerte P der normier-
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Abb. 111.F.15: Mittlere Participation-Ratios Py, der T = O-Tunnelamplituden in Abhangigkeit vom skalier-
ten Magnetfeld B fir 3 — 4 Elektronen auf dem 6x6-Gitter. Die unterschiedlichen Linien entsprechen ver-
schiedenen Stérken der Coulomb-Wechselwirkung U (siehe Legende), wahrend die Hubbard-Wechsel-
wirkung (a) minimal gesetzt ist (Uy = U) bzw. (b) auf Uy = 10 fixiert ist. Séttigung der Participation-Ratios
tritt auf, sobald die Zustdnde alle vollstéandig polarisiert sind. Die Mittelungsprozedur ist wie fiir Abb.
[11.F.12 (nach [BERKOVITS& KANTELHARDT-024a]).

ten Tunnelamplituden fir den T = O-Transport von 4 Elektronen auf einem 6x6-Gitter. Wiederum
weisen die verschiedenen Mittelwerte von P qualitativ dasselbe Verhalten auf, so dass die Verte-
lung der Participation-Ratios offensichtlich nicht wesentlich ist. Aber jetzt gibt es in Abb.
I11.F.14(a) einen kurzen anfanglichen Anstieg der Participation-Ratios fir U = Uy < 2, an den sich
ein deutlicher Abfall anschliefit.

Dieses Verhalten ist auf das Wechselspiel von kurzreichweitiger Hubbard- und langreichweitiger
Coulomb-Wechselwirkung zurtickzufihren [BERKOVITS& KANTELHARDT-02a]. Kurzreichweitige
Wechselwirkungen erhéhen die Participation-Ratios der Tunnelamplituden, wahrend langreichwei-
tige Wechselwirkungen sie verringern, indem sie die Lokalisierung verstarken. Die Erhdhung
durch die Hubbard-Wechselwirkung geschieht dabei vor allem im Bereich kleiner Wechselwir-
kungsstarken Uy (siehe Abb. 111.F.11(a)), wahrend Abb. 111.F.14(b) zeigt, dass die Verringerung
durch die Coulomb-Wechselwirkung auch noch bei grofReren Wechselwirkungsstérken U erfolgt.
Fur Abb. I11.F.14(b) ist die Hubbard-Wechselwirkung auf den konstanten Wert Uy = 10 gesetzt (in
Einheiten der Nichtdiagonalelemente des Hamilton-Operators, was der kinetischen Energie ent-
spricht). Eine Kombination der Effekte von Hubbard- und Coulomb-Wechselwirkung fuihrt dann zu
dem in Abb. 111.F.14(a) erkennbaren Verhalten mit Maximum. Bei kleinen Wechselwirkungsstar-
ken Uberwiegt der delokalisierende (P erhthende) Einfluss der Hubbard-Wechselwirkung und bei
grolRen Wechselwirkungsstéarken Uberwiegt der lokalisierende (P verringernde) Einfluss der Cou-
lomb-Wechselwirkung.

Abbildung I11.F.15 zeigt die Abhangigkeit des Participation-Ratios P vom parallelen Magnetfeld in
Gegenwart langreichweitiger Elektron-Elektron-Wechselwirkungen. Die Haupteffekte aus Abb.
[11.F.12, die Verringerung von P durch das Magnetfeld und die Séttigung bei grofl3en Feldstérken
sind kaum veréndert. Das Séttigungsfeld By, das in Abb. 111.F.13(a) gezeigt ist, fallt auch mit zu-
nehmender Coulomb-Wechselwirkungsstdrke U monoton ab wie bei der schon diskutierten Uy-
Abhéangigkeit fir U = 0. Aber esgibt auch ein paar Unterschiede. Der Séttigungswert von P nimmt
mit wachsendem U deutlich ab; das entspricht der vorhergehenden Beobachtung, dass die lang-
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reichweitigen Wechselwirkungen die Lokalisierung verstéarken. Weiterhin kann bei der U-Abhéan-
gigkeit des Séttigungsfelds B in Abb. 111.F.13(a) anders als bei der Uy-Abhéngigkeit nicht ausge-
schlossen werden, dass Bg; fur einen endlichen Wert von U verschwinden kdnnte. Falls wirklich
B« = 0 eintreten kann, wére die daftir notwendige Coulomb-Wechselwirkungsstarke U viel groRer
als die hier betrachteten Werte. Daher ist auch hier kein direkter Vergleich mit den Experimenten
maglich.

Allerdings kann man wegen U # 0 mit Gl. (111.F.1) nun eine Beziehung zu den rs-Werten der Expe-
rimente herstellen. Wegen nnVN = 36/4 = 9 entspricht der Bereich von U = 0 bis 10 in Abb.
[11.F.14 Werten zwischen rs = 0 und 8.5. Es wére verlockend, das Maximum in dem Participation-
Ratio P, das Abb. I11.F.14(a) fur U = 2, d.h. r¢= 1.7 zeigt, as ein Anzeichen fir den Metall-Isolator-
Ubergang zu interpretieren, aber eine solche Interpretation bringt einige Schwierigkeiten mit sich
und ist daher ziemlich zweifelhaft. Zuerst ist der Wert rs = 1.7 sehr klein verglichen mit dem Be-
reich rs = 4 bis 20, den die Experimentatoren fiir den Metall-1solator-Ubergang angeben (siehe Ab-
schnitt 111.A.1). Weiterhin wird das Maximum bei U = 2 in Abb. I11.F.14(a) fast ausschliefdlich
durch die Hubbard-Wechselwirkung verursacht, wie ein Vergleich der Kurven mit Abb. I11.F.11(a)
und I11.F.14(b) beweist. Sobald die Erhéhung von P durch die kurzreichweitigen Wechselwirkun-
gen schwacher wird, fuhren die langreichweitigen Wechselwirkungen zu einer monotonen und per-
sistenten Verringerung bis hin zu groRen Werten von rs. Eigentlich wird der Maximums-Punkt von
Uy bestimmt, wahrend rs aber von U und nicht von Uy abhangt. Fur ein groReres Verhaltnis Uy/U
als das minimal Mégliche Uy/U = 1 wirde das Maximum bei noch kleineren rs auftreten. Der klei-
ne Wert von rs und die Tatsache, dass die langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung immer die
Lokalisierung verstérkt, lassen uns schlief3en, dass das Maximum nicht als Anzeichen fur einen Me-
tall-1solator-Ubergang gewertet werden sollte.

Andererseits reproduziert das Modell den experimentell gefundenen positiven Magnetowiderstand
(vgl. Abb. 111.A.4) und die Sattigung des Widerstands bei bestimmten Feldern. Die physikalische
Ursache der Séttigung ist Spin-Polarisierung der Vielteilchen-Zustande, wie sie auch fur die Expe-
rimente vorgeschlagen wurde [SHASHKINetal-01a, DOLGOPOLOV& GOLD-00]. Man musste noch
stérkere Coulomb-Wechselwirkungen untersuchen, um zu sehen, ob das Séttigungsfeld vielleicht
auch in der Simulation bei hinreichend starken Wechselwirkungen verschwindet. Selbst wenn die
Verstérkung der Leitfahigkeit, die Abb. I11.F.11 zeigt, nicht fir die bisherigen Experimente zum
Metall-Isolator-Ubergang in zweidimensionalen Halbleiter-Bauelementen relevant ist, sollte sie fiir
Doppel-Gate Bauelemente gelten, bei denen der langreichweitige Anteil der Elektron-Elektron-
Wechselwirkungen abgeschirmt ist. Dadurch kénnten diese Bauelemente eine hdhere Leitfahigkeit
haben als mit nur einem Gate.

lII.F.7. Diskussion nachfolgender Arbeiten

Das Hauptergebnis unserer Simulationen [BERKOVITSetal-01, KANTELHARDTetal-01, BERKOVITS&
KANTELHARDT-02a, BERKOVITS& KANTELHARDT-02b] von wechselwirkenden Elektronen in unge-
ordneten, kleinen, zweidimensionalen Systemen ist, dass auch bei Bertcksichtigung des Spin-
Freiheitsgrads die Behandlung ohne stérungstheoretische Naherungen nicht zu einer metallischen
Phase und einem Metall-lsolator-Ubergang fuihrt. Zwar kann die (kKurzreichweitige) Hubbard-
Wechselwirkung eine gewisse graduelle Erhéhung der Leitfahigkeit bewirken, aber die (langreich-
weitige) Coulomb-Wechselwirkung verstérkt stets die Lokalisierung und Gberwiegt im relevanten
Parameterbereich. Das Verhalten des Magnetowiderstands und seine Séttigung sind hingegen kon-
sistent mit experimentellen Ergebnissen.

Ausgehend von dem gleichen Modell ohne auf3eres Magnetfeld wurde kirzlich mit Hartree-Fock-
Naherung ein effektiver Ein-Teilchen Hamilton-Operator aufgestellt und die spontane Spin-
Magnetisierung untersucht [NiTAetal-04]; dabei konnten Systeme bis zur Grofde 9x10 betrachtet
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werden. Das Ergebnis war, dass die spontane Mag-

netisierung mit zunehmender Anderson-Unordnung 0.6+
und zunehmender Wechselwirkungsstérke ansteigt g

und ein ferromagnetischer Zustand erreicht werden de [
kann. Eine mit unserer Tunnelamplitude verwandte 0.4+

Grol3e haben [ SRINIVASANetal-03] untersucht, indem
sie die Ladungsverteilungen in den Grundzusténden
mit N und N + 1 Elektronen mit der Projektions- 0.2+
Quanten-Monte-Carlo-Methode berechnet und ver-

glichen haben. Allerdings verwendeten sie nur kurz- I £, =2.0
reichweitige Elektron-Elektron-Wechselwirkungen. 0 : ' '
Fur bis zu 25 Teilchen auf Gittern mit bis zu 6x8 0.0 0.2 T/t 0.4

Pléatzen zeigten ihre Simulationen deutlich den delo- T
kalisierenden Einfluss der Hubbard-Wechselwir- ~ Abb. I11.F.16: Temperaturabhéngigkeit der

: : : dimensionslosen L eitfahigkeit aus Quanten-
kung. Trotzdem konnten sich die Autoren nicht zu Monte Carlo Simulationen eines Hubpard-

einer Aussage pro oder kontra die Existenz eines Modells; Daten fir 16 Konfigurationen und
Metall-Isolator-Ubergangs in ihren Systemen durch- ein 8x8-Gitter. Filr parallde Magnetfelder

ringen. B, < 0.2 erkennt man metallisches Verhal-
Die Magnetoleitfahigkeit in einem Hubbard-Modell ten (aus [ DENTENEER& SCALETTAR-03]).
mit ebenfalls ausschliefdlich kurzreichweitiger Wech-
selwirkung wurde kirzlich mit temperaturabhangigen Quanten-Monte-Carlo Simulationen auf ei-
nem 8x8-Gitter untersucht, indem die Leitfahigkeit aus dem Fluktuations-Dissipations-Theorem
berechnet wurde [DENTENEER& SCALETTAR-03]. Die in Abb. I11.F.16 gezeigten Resultate wurden
als Anzeichen fiir einen Metall-1solator-Ubergang in Abhangigkeit vom parallelen Magnetfeld in-
terpretiert, wobei die metallische Phase fur kleine Felder auftritt und mit einer nicht vollstandigen
Spin-Polarisierung einhergeht ist. Zu einem ahnlichen Ergebnis kommen [GOLDSTEIN& BERKO-
VITS-03] mit analytischen und numerischen, auf der Zufallsmatrix-Theorie basierenden Betrachtun-
gen. Diesist auch in Ubereinstimmung mit neusten experimentellen Ergebnissen zur Magnetoleit-
fahigkeit von p-dotierten GaAs-Doppel-Quanten-Wells, in denen zwei zweidimensionale (Locher-)
Ladungstrager-Schichten tbereinander angeordnet sind [PILLARISETTY etal-03].
Weitere neue experimentelle Ergebnisse deuten darauf hin, dass der Metall-Isolator-Ubergang in
den zweidimensionalen Systemen mdglicherweise nicht wesentlich von der Unordnung bestimmt
ist. In Silizium-Bauelementen mit geringer Unordnung erfolgt der Ubergang immer ungefahr bei
der kritischen Ladungstragerdichte n. = 9 x 10'%m™ (siehe auch Abschnitt 111.A.1), und nur fir
stérker ungeordnete Proben erhdht sich dieser Wert [KRAVCHENKO& SARACHIK-04].  Analogie-
betrachtungen zwischen einem Fluissigkeits-Kristall-Ubergang in der Tieftemperaturphysik von *He
und dem Metall-Isolator-Ubergang in den zweidimensionalen Halbleitersystemen [SPIVAK-01, SPi-
VAK-03] passen gut hierzu, weil darin bisher die Unordnung aufRer Acht gelassen wurde. Dabel
entspricht die ,metallische® Phase der zweidimensionalen Halbleitersysteme einem gemischten
Zustand aus einer Fermi-Flissigkeit und einem Wigner-Kristall, der entsteht, weil der Phasentiber-
gang erster Ordnung ist [SPIVAK-03].
Schliefidlich gibt es neue, meiner Ansicht nach fur die Interpretation der in diesem Kapitel beschrie-
benen Simulationen wesentliche, experimentelle Ergebnisse zur Natur des Phasenlibergangs. Ab-
bildung I111.F.17 zeigt die Veranderung der effektiven Elektronenmasse m und des g-Faktors durch
Vielteilchen-Effekte fur Elektronen in Silizium-MOSFETSs im Bereich metallischer Ladungstrager-
dichten. Die Werte wurden unter Verwendung einer Theorie von [ZALAetal-01] aus Messungen der
Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit gewonnen [ SHASHKINetal-02, KRAVCHENKO& SARACHIK-
04]. Man erkennt, dass das Verhaltnis der effektiven Vielteilchen-Masse m zur effektiven Einzel-
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Elektronenmassen m, in Silizium im metallischen
Bereich mit hohen Ladungstrégerdichten ns nahe 1
ist, aber in der N&he des Metall-lsolator-Uber- J3- I .
gangs bei n. = 9 x 10°cm™? sehr groR wird und ’
madglicherweise sogar divergiert, wahrend der g- Of \

Faktor konstant bleibt. Die Ergebnisse wurden c° o
kirzlich durch eine unabhéngige Bestimmung der o

effektiven Massen aus Messungen der Tempera- E
turabhangigkeit von Shubnikov-de-Haas Oszilla-
tionen bestétigt [SHASHKINetal-03a, SHASHKIN- o . 1
etal-03b]; eine weitere unabhangige Bestétigung 0 2 . » 6_2 8 10
ergibt sich aus der Magneto-Kapazitéts Spektros- n (107 em™)

kopie [KHRAPAletal-03].  Ein anderes Ergebnis,  Abb. 111.F.17: Veranderungen der effektiven
namlich einen gleichzeitigen Anstieg von m und Elektronenmasse m und des g-Faktors durch
g auf endliche Werte, berichten nur [PUDALOV- Vielteilchen-Effekte fir Elektronen in Silizium-

etal-02]; Messungen an GaAs wurden noch nicht MOSFETs im Beraich metallischer L adungsira-
gerdichten ns, bestimmt aus Messungen der

veréffentlicht“. . . Temperaturabhangigkeit von Leitfahigkeit und
Der Grund fur die Bedeutung dieser Messergeb- M agnetowiderstand (aus [SHASHK INetal -02] ).

nisse ist, dass die Erhdhung m'/m, der effektiven

Masse als zusétzlicher Faktor in den Zusammenhang zwischen der Ladungstragerdichte ns und dem
Parameter rs, Gl. (111.A.1), eingeht. Aus diesem Grund entspricht nc = 9 x 10"°%cm™ beim Metall-
Isolator-Ubergang firr die Silizium-Bauelemente tatsichlich nicht rs = 18, sondern einem vielfach
hoheren, moglicherweise divergierenden Wert von rs. Darum kann man inzwischen nicht mehr
sagen, dass der Metall-Isolator-Ubergang im Bereich rs = 4 bis 20 erfolgt. Praktisch wirden die
Ergebnisse zu m'/m, bedeuten, dass die relative Starke rs der Elektron-Elektron-Wechselwirkung
am Metall-1solator-Ubergang extrem grof3 wird oder sogar divergiert. Aus dieser Perspektive ist
klar, dass Simulationen mit einer endlichen Hubbard- und Coulomb-Wechselwirkung diesen Uber-
gang nicht zeigen kénnen. In die fur die Simulationen in diesem Kapitel verwendete Gleichung
(111.F.1) geht der Faktor m /my, nicht ein.

Die neuen experimentellen Ergebnisse kénnten daher bedeuten, dass die ,, metallische” Phase der
zweidimensionalen Elektronensysteme in Wirklichkeit eher dem normalen, bei geringer Unordnung
und kleinen Systemen nur sehr schwach lokalisierten (quasi ausgedehnten) Zustand entspricht. Die
Verringerung der Leitfahigkeit in der Isolator-Phase wéare dann nicht durch unordnungsbedingte
Quanten-Lokalisierung (Anderson-Lokalisierung) verursacht, sondern durch einen anderen Effekt,
der mit extrem starken Elektron-Elektron-Wechselwirkungen in Zusammenhang steht. Dann wére
auch verstandlich, warum unsere Simulationen das Verhalten des Magnetowiderstands im ,, metalli-
schen* Bereich ungefahr beschreiben, obwohl sie andererseits keine metallischen Zusténde und
keinen Phasentibergang reproduzieren kdnnen.
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I1l.G. Lokalisierungsibergange in Quantenpunkten mit Dréahten

Nachdem die vorherigen Kapitel hauptsachlich zweidimensionale homogene Systeme (diinne Lan-
dungstrager-Schichten) zum Thema hatten, soll es hun um (quasi-) null- und eindimensionale Sys-
teme gehen, die in Wechselwirkung miteinander treten. FUr die Nano-Technologie ist ein verbes-
sertes Verstandnis dieser kleinen Systeme wesentlich, bei denen Quanteneffekte die Transportpro-
zesse wesentlich bestimmen, und die beispielsweise fir Einzel-Elektronen-Transistoren eingesetzt
werden [KASTNER-92]. Quantenpunkte sind weitgehend isolierte (nur schwach mit der Auf3enwelt
gekoppelte) Cluster von gleichen Atomen (oder Atomgruppen) innerhalb oder auf der Oberflache
von Festkorpern. Der wesentliche Aspekt ist dabei, dass es in den Quantenpunkten kein kontinuier-
liches Band von elektronischen Zustanden gibt, sondern dass einzelne Energieniveaus aufgeltst
werden kdnnen. In diesem Sinne kann man die Quantenpunkte auch als kiinstliche Atome mit nahe
beieinander liegenden Niveaus auffassen. Im Gegensatz zu atomaren Niveaus ist die Lage der
Quantenpunkt-Niveaus empfindlich von der genauen Anordnung der Atome und auch von der Um-
gebung abhangig, so dass eine exakte Berechnung wie in der Atomphysik nicht moglich ist. Statt-
dessen kann man die statistischen Eigenschaften der Niveau-Spektren von Quantenpunkten gut mit
der Zufallsmatrix-Theorie beschreiben, die schon in den 60er Jahren bei der Beschreibung der Ni-
veaus von Atomkernen erfolgreich war (siehe Abschnitt 111.C.2).

Die konkrete Fragestellung in diesem Kapitel ist, wie sich die Niveaus eines Quantenpunkts veran-
dern, wenn dieser in Kontakt mit sehr diinnen (quasi-eindimensionalen) Zuleitungen gebracht wird.
Dabei werden wir einerseits die Frage nach einer Veranderung der Anzahl der Quantenpunkt-
Niveaus kléren [BERKOVITSetal-04] und dann auch auf Verénderungen in der Niveaustatistik und
Ubergange zwischen den verschiedenen Universalitatsklassen eingehen (bisher nicht publiziert).

[11.G.1. Einfihrung und Modell fir Quantenpunkte mit Drahten

Es ist gut bekannt, dass sich die Anzahl von Elektronen in einem schwach gekoppelten Quanten-
punkt bei hinreichend tiefen Temperaturen in diskreten Spriingen in Abhangigkeit vom chemischen
Potenzial andert. Dies ist die Basis fur die Anwendung der Quantenpunkte in Ein-Elektronen-
Transistoren [KASTNER-92]. Solange die Kopplung an die externen Zuleitungen (Dréhte) schwach
ist, kann sie stérungstheoretisch behandelt werden und fiihrt zu einer Verbreiterung ™ = TiNv|VJ? der
diskreten Zustande im Quantenpunkt, d.h. durch die Kopplung an die Drahte werden aus den ein-
zelnen Zustdnden schmale Bénder der Breite I'. Hier bezeichnet v die Zustandsdichte in den Dréh-
ten, N die Anzahl der Dréhte und V das (kleine) Kopplungs-Matrixelement zwischen einem typi-
schen Zustand im Quantenpunkt und einem typischen Zustand in den Drahten. Normalerweise er-
wartet man, dass die diskrete Struktur der Energieniveaus im Quantenpunkt verloren geht, wenn I
grofder wird als der typische Niveau-Abstand A im Quantenpunkt. Das entspricht dem Kriterium,
dass die dimensionslose Leitfahigkeit durch den Quantenpunkt, g = I'/A, grofler as 1 wird [MAT-
VEEV-95]. Dann sollte auch das Phénomen der Coulomb-Blockade keine Rolle mehr spielen. Die
Coulomb-Blockade wird durch die Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen im Quantenpunkt
verursacht [ALEINERetal-02] und sorgt bei schwach gekoppelten Quantenpunkten dafiir, dass die
Energie fiir das Hinzufiigen eines weiteren Elektrons nicht ungefahr A, sondern A + €/C betragt,
wobel C die Kapazitét des Quantenpunkts bezeichnet [ALHASSID-00].

Wahrend es also unumstritten ist, dass der Quantenpunkt fir g = I'/A < 1 diskrete Energieniveaus
aufweist, gibt es fur den anderen Extremfall g > 1 nur wenige Untersuchungen, die kein klares
Bild geben. Man kann aufgrund des Dicke-Effekts, der Beobachtung, dass neue scharfe Resonan-
zen auftreten, wenn Atome sehr stark an ein Strahlungsfeld koppeln [DICKE-53, DICKE-54, SHAH-
BAZYAN&ULLOA-98], vermuten, dass es auch bel stark an Dréhte gekoppelten Quantenpunkten
(moglicherweise andere) scharfe Niveaus geben sollte. Tatséchlich wurde eine solche Resonanz
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auch fur einen Quantenpunkt mit urspringlich zwei Niveaus beobachtet, der stark an einen [KONIG-
etal-98] bzw. zwei Dréhte [SHAHBAZYAN& RAIKH-94] gekoppelt ist. Bei zwei Drahten scheint das
Verhalten von den Werten der Kopplungs-Matrixelemente Vi zwischen dem i-ten Quantenpunkts-
Zustand und dem k-ten Draht abzuhéngen, wobei eine Resonanz nur auftritt, wenn keines der vier
Elemente ein umgedrehtes Vorzeichen hat [SILVAetal-02]. Weiterhin wurde fUr einen Quanten-
punkt mit urspringlich Nop Zusténden gezeigt, dass bei starker Ankopplung eines Drahts genau Nop
— 1 diskrete Niveaus verbleiben [PASCAUD& MONTAMBAUX-99].

Die beschriebenen Ergebnisse fir einige Spezialfélle sollen hier durch eine generelle Regel verall-
gemeinert und zusammengefasst werden. Dazu betrachten wir ein System aus einem Quantenpunkt
mit urspringlich Ngp Zusténden, der an N Dréhte gekoppelt ist,

N
H = HQP+Z(HI§raht+HIEopplung)' (”lGl)
k=1
Der Hamilton-Operator des Quantenpunkts,
Ngp jin Ngp Nop jin Ara
Ho=D (g —W)&'4 +UD > 4'aaa,, (111.G.2)
i=1 i=1 j=i+l

entspricht einem erweiterten Anderson-Modell mit Elektron-Elektron-Wechselwirkung U (vgl.
Glgn. (111.B.13) und (111.B.14)), geschrieben mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren &  und
a fur die Quantenpunkt-Zusténde. Zusétzlich tritt hier das chemische Potenzial p auf, weil das
System nicht abgeschlossen ist und die Teilchenzahl, d.h. die Anzahl der besetzten Zustande im
Quantenpunkt, nicht fest ist, sondern durch ein an die Drahte angelegtes auleres Potenzial variiert
werden soll. Der Unterschied zum normalen Anderson-Modell entspricht etwa dem Unterschied
zwischen einem grof3kanonischen und einem kanonischen Ensemble in der Statistischen Physik.
Weiter im Gegensatz zum ublichen Anderson-Modell bezeichnen die €; hier nicht die lokalen Po-
tenziale einzelner Atome, sondern die Eigenenergien des Quantenpunkts. Die mit den Operatoren
&' und & verbundenen Zustande sind hier schon die Eigenzustéande des Quantenpunkts, darum
sind keine Nichtdiagonalterme in Hop N6tig. Der Grund fir diesen Ansatz ist, dass es auf die raum-
liche Struktur des Quantenpunkts nicht ankommt. Praktisch erhdlt man die Energieniveaus ¢; fur
Simulationen als Eigenwerte einer Zufallsmatrix aus dem passenden Ensemble (siehe Abschnitt
[11.C.2 fur die Zufallsmatrix-Theorie). Die Wechselwirkung U koppelt alle Quantenpunkt-Niveaus
in gleicher Weise — es gibt keine ,, Abstéande” innerhalb des Quantenpunkts — und sie entspricht di-
rekt der Coulomb-Blockade-Energie, U = €?/C.

Die Hamilton-Operatoren der einseitig unendlichen Dréhte,

H e =1 (c)cl =t [ () ek, +(ch)'cr ], (111.G.3)
j=1 j=1

entsprechen dem normalen Tight-Binding Hamilton-Operator ohne Unordnung in den Diagonal-
oder Nichtdiagonalelementen. Man beachte, dass die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
(€)' und € sich hier auf atomare Zustande im j-ten Atom vom k-ten Draht beziehen. Die Nicht-
diagonalelemente werden wieder auf t = 1 gesetzt, um die Energieeinheit festzulegen. Die Kopp-
lung zwischen dem Quantenpunkt und den Drahten ist schlief3lich in

Nop

Hlizopplung - ;Vk,i a'er +Vv,, (@)'4 (111.G.4)

enthalten, wobei das Ende des Drahts (j = 1) Uber die Kopplungs-Matrixelemente Vy; an alle Quan-
tenpunktszustande koppelt. Die N Drahte kénnen zusétzlich auch noch durch transversale Nichtdi-
agonalelemente, 235> () ™ + (/™) ¢!, gekoppelt werden, so dass sie dann zusammen brei-
tere Drahte mit mehr als einem L eitfahigkeits-Kanal ergeben.
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Abb. 111.G.1: Zustandsdynamik in einem Quantenpunkt, an den (a) enzelne Drahte bzw. (b) en breiter
(quasi-zweidimensionaler) Draht angekoppet werden. Die Zuwéchse An(,N) der Besetzung des Quanten-
punkts mit Nop = 16 urspriinglichen Zusténden ist in Abhéngigkeit vom chemischen Potenzial 1 und von der
Anzahl bzw. Breite N der Drahte dargestellt. Die Stérke der auftretenden Zuwéchse ist farbkodiert (siehe
Balken). Nicht-ganzzahlige Werte von N entsprechen [N] vollsténdig gekoppelten Drahten bzw. Kandlen
und einem zusétzlichen, schwacher gekoppeten Draht bzw. Kanal. Der Anstieg der Kopplungsstarke des
zusétzlichen Drahts bzw. Kanals erfolgt logarithmisch. Die Lange der Dréhte ist M = 100 > Ngp, SO dass
deren Zustande hinreichend dicht liegen. Die Kreise zeigen die Eigenwerte des vereinfachten Systems, bel
dem die Drahte durch einzelne Gitterpunkte ersetzt sind, und entsprechen dem Grenzfall unendlicher Kopp-
lungsstarke (nach [BERKOVITSetal-04]).

[11.G.2. Zustandsdynamik in Quantenpunkten ohne Coulomb-Wechsel-
wirkung

Als erstes soll das Modell ohne Coulomb-Wechselwirkung im Quantenpunkt (U = 0) betrachtet
werden, in dem numerische Simulationen durch eine exakte Diagonalisierung der Matrizen des
Hamilton-Operators (111.G.1) einfach sind. Zwar kann man damit keine wirklich unendlich ausge-
dehnten Drahte betrachten, aber solange die Zustands-Verbreiterung I' im Quantenpunkt viel grofer
ist als der Abstand der Energieniveaus in den Drahten, ist die Beschreibung trotzdem hinreichend
genau. Die Diagonalisierung liefert die Eigenwerte Er, und die Eigenzusténde |m) des Systems aus
Quantenpunkt und Dréhten. Da eine Verénderung des chemischen Potenzials 1 einer Verschiebung
des Energienullpunkts entspricht, muss diese Berechnung nur fir p = 0 durchgefihrt werden. Die
Eigenwerte fur p # 0 sind dann E,, — 1 und die Eigenzustande bleiben unverandert. Die Anzahl der
Elektronen auf dem Quantenpunkt fir ein gegebenes chemisches Potenzial 1 betrégt

Ep<p Nop e 2
n(p) = >’ Z‘(m|afa |m>‘ . (111.G.5)
m=1 i=1
Zustande, die nur auf den Dréhten einen wesentlichen Anteil haben, tragen zu n(u) nicht bei, denn

es werden nur die Quantenpunkt-Niveaus berticksichtigt. Abbildung 111.G.1(a) zeigt — in Abhan-
gigkeit von p und der Anzahl N der gekoppelten eindimensionalen Drahte — die diskreten Zuwéchse

u+0.001 '
An(u,N) = | %du' (111.G.6)
p-0.001 M
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in der Besetzung eines ungeordneten Quantenpunkts mit Nop = 16 urspriinglichen Zustanden, die
als Eigenwerte einer Zufallsmatrix mit Gauf3-verteilten Elementen mit der Verteilungsbreite w = 0.1
erzeugt wurden. Ohne Drahte (N = 0) treten alle Zuwéachse An(u,N) > 0 bei den urspringlichen
Eigenniveaus des Quantenpunkts auf, d.h. fir p = En, = & mit passenden Indizesmund i. Die ganz-
zahligen Punkte auf der N-Achse in Abb. 111.G.1(a) entsprechen exakt N Dréhten, deren Kopplungs-
Matrixelemente Vi; Gaul3-verteilt sind mit Mittelwert O und Varianz 1. Die nicht-ganzzahligen
Werte von N entsprechen logarithmisch anwachsenden Werten der Kopplungskonstanten Vinj+1,i fur
einen zusétzlichen, [N]+1-ten Draht, der erst bei der ndchsten ganzen Zahl N voll verbunden ist.
Fir N — [N] zwischen 0.04 und 1 steigen die V|nj+1,; dabei von 0.007 bis auf die vollen Werte mit
Varianz 1. So kann man erkennen, wie sich die Anzahl und Lage der Zusténde im Quantenpunkt
mit zunehmender Anzahl von Drahten dynamisch verandert; in diesem Sinne zeigt Abb. [11.G.1 die
»Zustandsdynamik” des Quantenpunkts. Es werden nur Zuwéchse An > 0.3 gezeigt, damit die viel
zahlreicheren Zustande mit Aufenthaltswahrscheinlichkeit primér in den Drahten das Bild nicht
storen.

Fir ganzzahlige N erkennt man klar, dass Nop — N Spriinge auftreten in der Besetzung des Quanten-
punkts, entsprechend der Anzahl von Nop — N gebundenen Niveaus im Quantenpunkt bei N Drah-
ten. Mit zunehmender Ankopplung eines weiteren Drahts verdndern sich diese Quantenpunkt-
Niveaus kontinuierlich, bis — fur eine mittlere Kopplungsstérke — eine gréRere Verénderung eintritt,
sich einige Zustande teilen und einige verschwinden. Fur stérkere Kopplung des zusétzlichen
Drahts, d.h. nah an dem néchsten ganzzahligen Wert von N, taucht die eindeutige Struktur der Ni-
veaus wieder auf, aber mit anderen Energiewerten und einem Zustand weniger als vorher.

Die Kreise bei den ganzzahligen Werten von N in Abb. 111.G.1 zeigen die Niveaus, die im Grenzfall
sehr starker Kopplung auftreten. Daflr kdnnen die eindimensionalen Dréhte durch einzelne Gitter-
platze mit lokalem Potenzial 0 und sehr grof3er Kopplung V; an alle Quantenpunkt-Zustande ersetzt
werden. Jeder zusétzliche, auf diese Weise stark angekoppelte Platz fuhrt zu zwei Eigenwerten, die
nicht im Bereich der Quantenpunkt-Zustande liegen und die zu an diesem Platz lokalisierten — und
damit nicht auf dem Quantenpunkt gebundenen — Zusténden gehéren. Damit wird durch jeden sol-
chen Platz ein Niveau des Quantenpunkts eliminiert; das Hinzufligen eines Platzes erhdht die Ge-
samtanzahl der Eigenwerte nur um 1.

Wie Abb. 111.G.1(b) zeigt, beobachten wir praktisch das gleiche Verhalten wenn zwischen den N
Drahten eine zusétzliche transversale Kopplung eingefiihrt ist, d.h. es sich nicht um getrennte Dréh-
te handelt, sondern um einen breiteren (quasi-zweidimensionalen) Draht mit N Leitfahigkeits-
Kanélen (dimensionslose Leitfahigkeit g = N). Der einzige Unterschied ist, dass das Erweitern des
quasi-zweidimensionalen Drahts grof3ere Schwankungen der Zusténde mit sich bringt als das Hin-
zufligen eines getrennten Drahts. Offensichtlich kommt es fur die Verringerung der Anzahl vonim
Quantenpunkt gebundenen Niveaus nicht auf die Anzahl der Drahte, sondern vielmehr auf deren
dimensionslose Leitfahigkeit g an. Die Anzahl der verbleibenden Zustdnde betragt Nop — 0.

Wichtig fur dieses Ergebnisist alerdings, dass die Kopplungs-Matrixelemente Vi nicht gleich sind.
Sobald zwei Drahte k und k' mit gleichen Kopplungskonstanten verbunden werden, Vi = Vi fur
ale Quantenpunkt-Zusténde i, sind diese beiden Drahte keine unabhangigen Kandle mehr und sie
konnen die Anzahl der gebundenen Niveaus im Quantenpunkt nur noch um 1 verringern. Wie Abb.
I11.G.3 zeigt, kommt es beim Hinzufligen von Dréhten mit gleichen Kopplungskonstanten Vy; =
Vi i nur einmal zu einer Verschiebung der im Quantenpunkt gebundenen Energieniveaus und die
Anzahl wird insgesamt nur um 1 reduziert.

[11.G.3. Simulation unter Berticksichtigung der Coulomb-Wechsel-
wirkung
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(b)

Abb. 111.G.2: Besetzung eines Quantenpunkts mit drei schwach wechselwirkenden Zustdnden, an den zwei
Drahte mit zunehmender Stérke angekoppelt werden. Die gebundenen Niveaus im Quantenpunkt zeigen
sich als Spriinge in der Besetzungszahl n bei Verdnderung des chemischen Potenzials . Die Quantenpunkt-
Zustande sind €; = 1.1, &, = —=1.2 und &3 = —1.3, die Wechsalwirkungsstérke betragt U = 0.2 und die
Kopplungs-Matrixelemente lauten fur (a) V1, = 0.01p, Vi, = 0.09p, Vi3 = 0.01p, V,; = 0.09p, V., = 0.01p
und V3 = 0.01p, sowie fir (b) einheitlich V = 0.05p, wobei p = 0 (schwarz), 1 (violett), ..., 6 (rot), ..., 11
(hellblau), 12 (gelb) den verschiedenen Kurven entsprechen (aus [BERKOVITSetal-04]).

Wenn entsprechend Gl. (111.G.2) zusétzlich eine repulsive Wechselwirkung zwischen den Zu-
standen im Quantenpunkt bertcksichtigt wird, missen wieder Vielteilchen-Zusténde berechnet
werden. Daher ist die erreichbare Systemgroi3e stérker beschrankt. Trotzdem missen die Dréhte
weiterhin so lang gemacht werden, dass ihr Spektrum im Vergleich mit den Quantenpunktniveaus
kontinuierlich erscheint. Darum betrachten wir hier numerisch nur Quantenpunkte mit drei
Niveaus. Die Frage ist, ob sich durch die Vielteilchen-Wechselwirkungen etwas an den Ergeb-
nissen fur die Anzahl der Niveaus im Quantenpunkt andert, oder ob nur der bekannte Coulomb-
Blockade-Effekt [ALHASSID-00] hinzukommnt.

Abbildung I11.G.2 zeigt die Simulationsergebnisse fir 0.2 _-' An':O'S 0'4 0'5 0'6 0'7 0'8 0'9 1'0 '-_
einen Quantenpunkt mit Nop = 3 schwach (U =0.2) [ I
wechselwirkenden Zustanden und N = 2 Dréahten, = g4l ] o
deren Ankopplung Vi, schrittweise erhtht wird. Man ke P %
erkennt in Abb. I11.G.2(a), dass bei sehr schwach § o~ ]
angekoppelten Drahten drei diskrete Stufen in der L 00po=—"" >
Quantenpunkt-Besetzung n als Funktion des che- §  Cmam— o]
mischen Potenzials (1 auftreten, die den drei Niveaus B 0.1 [o==m=S 0
& entsprechen. Bei stark angekoppelten Drahten gibt 5 e o]
es hingegen nur noch eine einzige deutliche Stufe — 5 o= o]
wie im Fall der nicht-wechselwirkenden Quanten- 0.2 o]
punkt-Zustande wird durch die zwei eindimensiona- [ O™ °]
len Drahte die Zahl der gebundenen Zustande um o 1 2 3 4 s
zwei reduziert auf Nop — g = 1. Wenn allerdings bei- Anzahl der Drahte N

de Dréhte mit_ gleichen Kopplungs—l\/l_atrixelementen Abb. 111.G.3: Zustandsdynamik in einem

angekoppelt sind (Abb. 111.G.2(b)), gibt es auch bei Quantenpunkt, an den einzelne Drahte mit

starker Kopplung noch zwei gebundene Niveaus im gleichen Kopplungs-Matrixelementen V; =

Quantenpunkt. Der Abstand dieser beiden Niveaus V angekoppelt werden; siehe Abb. 111.G.1

betragt A + U anstelle von dem normalen Niveauab-  fur aufgetragene Grof3en und Parameter.
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stand A (siehe Abschnitt 111.G.1), womit auch das 3
Auftreten der Coulomb-Blockade demonstriert ist. 2 |
Damit ist gezeigt, dass Wechselwirkungen in dem =
Quantenpunkt keine qualitativen Veranderungen
verursachen, solange sie hinreichend klein sind.
Ein &hnliches Verhalten wurde kirzlich bei einem
Kondo-System gesehen [LEBANONetal-03].

Das Verhalten der Quantenpunkte andert sich aller-
dings bei sehr starker Wechselwirkung zwischen
den Zustanden, U > TwNgpV %, wobei V? die Vari-
anz der Kopplungs-Matrixelemente Vi, bezeichnet.
Dann Uberwiegt der Coulomb-Blockade-Effekt
selbst bei einer starken Ankopplung der Drahte.
Abbildung 111.G.4(a) zeigt, dass nun wieder Nop
statt Nop — g Stufen in der Besetzung n des Quan-
tenpunkts in Abhangigkeit vom chemischen Poten- Abb. 111.G.4:
zidl p auftreten. Die Breite dieser Coulomb-
Blockade-Stufen ist sehr grof3 im Vergleich zur Stu-

@

Besetzung eines Quanten-
punkts mit drel stark wechsdwirkenden Zu-
standen, an den ein Draht angekoppelt ist.

fenbreite ohne Coulomb-Wechselwirkung. Abbil-
dung 1I1.G.4(b) zeigt, dass diese Stufen einer
gleichzeitig und kontinuierlich ansteigenden Beset-
zung der drei urspringlichen Quantenpunkt-
Niveaus mit n;, n, und nz entsprechen. Daher sind
diese urspringlichen Zusténde keine gute Basis zur
Darstellung des Besetzungsprozesses. Verwendet
man stattdessen die Zustdnde im Grenzfall einer
starken Kopplung als Basis (siehe Abb. 111.G.4(c)),
so erkennt man eine oszillierende Besetzung n," des
einzigen, im Quantenpunkt ohne Wechselwirkung

Die Quantenpunkt-Zustande sind €; = —1.39,
€, = =14 und &3 = -1.41, die Wechsdwir-
kungsstérke betrdgt U = 0.6 und die
Kopplungs-Matrixelemente sind alle V = 0.2.
Als Funktion des chemischen Potenzials sind
aufgetragen (a) die gesamte Besetzung n des
Quantenpunkts, (b) die Besetzung dargestd It
in der Basis der drei urspriinglichen Zustéande
(ny + Ny + n3 = n) und (c) die Besetzung dar-
gestellt in der Basis von Zusténden bei sehr
starker Kopplung (ny’ + ny’ + ng' = n), wobel
n, (durchgezogene Linie) sich auf den ge-
bunden blelbenden Zustand bezieht (aus

noch gebundenen Zustands (durchgezogene Linie).  [BERKOVITSetal-04]).

An den Sprungstellen der gesamten Besetzungszahl
n=m+n+n3=n’+n +ns erfolgt eine Ubertragung der Besetzung auf andere Zustande (n,'
und n3"), so dass sich fur hthere y wieder ein Anstieg der Besetzung n;' des einzigen, im Quanten-
punkt ohne Wechselwirkung noch gebundenen, Zustands anschlief3en kann. Ein dhnlicher Mecha-
nismus, bei dem ein Zustand in einem Quantenpunkt flr mehrere Niveaus verantwortlich ist, wurde
kirzlich in einem anderen Zusammenhang betrachtet [ SILVESTROV& IMRY-00].
Die Frage ist nun, wie die einfache Vorstellung und die analytischen Rechnungen [MATVEEV-95,
ALEINERetal-02], nach denen ein gut angekoppelter Quantenpunkt keine gebundenen Zustéande hat,
sich mit diesen numerischen Ergebnissen vereinbaren lassen. Dazu betrachten wir in einem Gedan-
kenexperiment einen Abschnitt aus Nop Gitterplétzen eines ungestorten (eindimensionalen) Quan-
ten-Drahts als ,,Quantenpunkt mit zwei angekoppelten Drahten®. Ohne Ankopplung sind die Ei-
genwerte dieses , Quantenpunkts® Ej = —2 cos(2m/Ngp) und die Eigenvektoren sin(2rjx/Ngp)/
(NQp)l’Z, wobei x der Gitterplatz-Index ist und j die Eigenwerte und -funktionen nummeriert. Ohne
eine Barriere, also wenn der letzte Platz des Quantenpunkts mit einem Nichtdiagonalelement von 1
an den ersten Platz des Drahts angebunden ist, sind die ,, Quantenpunkt-Zustande” im Durchschnitt
effektiv mit V; = 1/(NQP)1/2 an den Draht angebunden, weil so die mittlere Amplitude auf dem letz-
ten Platz des Quantenpunkts mit Nop Skaliert. Das bedeutet, dass der als Quantenpunkt aufgefasste
Abschnitt des Drahts nicht stark (Vk; = 1), sondern nur mit mittlerer Stérke angekoppelt ist. Eine
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»gute’ Ankopplung entspricht demnach einem mittleren Kopplungs-Matrixelement Vy; ~ 1/(NQP)1/2.
Die starke Ankopplung mit Vi; = 1 ist stérker als fur ein homogenes System und fahrt darum zu im
Quantenpunkt lokalisierten Zustanden. Man kann sich das durch eine Separation der Energie- und
Zeitskalen in einem mechanischen System aus mit schwachen Federn verbundenen Massen (Quan-
tenpunkt) und mit starken Federn daran angeknupften Ketten (Drahten) veranschaulichen: Bei
niedrigen Frequenzen (niedriger Energie) werden die starken Federn nur wenig ausgelenkt, die da-
mit verbundenen Massen erscheinen als starre Blécke, und die Bewegungen beschranken sich auf
die schwachen Federn, d.h. den Quantenpunkt. Bei hohen Frequenzen beschranken sich die Bewe-
gungen hingegen auf die starken Federn, weil die schwachen zu langsam sind. Tatséchlich zeigt
Abb. 111.G.2, dass es fir Kopplungen mittlerer Starke keine scharfen Spriinge und damit keine im
Quantenpunkt gebundenen Zustande gibt, wahrend bei schwacher und starker Kopplung, wenn sich
die Energieskalen separieren lassen, eindeutig gebundene Zustande vorliegen.

Dennoch lasst sich wahrscheinlich auch der Grenzfall einer starken Kopplung eines Quantenpunkts
an Drahte experimentell realisieren. Eine Moglichkeit daflir wére eine quasi-eindimensionale Me-
tallspitze, die in ein Molekul gedrickt wird, und die so einen engeren Kontakt zu den Atomen des
Molekils (des Quantenpunkts) hat als viele der Quantenpunkt-Atome untereinander. Eine andere
Maoglichkeit wére, die Zustandsdichte in dem Quantenpunkt lokal an der Stelle zu erhéhen, wo der
Draht angeschlossen wird, beispielsweise durch eine Symmetrie-Entartung. Alternativ konnte der
Draht an mehrere Quantenpunkte angeschlossen werden, deren Niveaus kiinstlich durch Einstellung
geeigneter Gate-Spannungen nahezu zur Entartung gebracht sind.

[11.G.4. Eigenwert-Statistik fur Quantenpunkte mit gekoppelten Drahten

In diesem Abschnitt sollen die Veranderungen in der Niveau-Statistik untersucht werden fir einen
Quantenpunkt, der an Dréhte gekoppelt ist. Es ist aus den obigen Ergebnissen klar, dass bei sehr
schwacher oder sehr starker Ankopplung der Dréhte die Energieniveaus des Quantenpunkts nur
unwesentlich von den Drahten beeinflusst werden, und dass man daher eine Niveau-Statistik mit
der Universalitétsklasse des Quantenpunkts erwarten kann. Fir eine Ankopplung mittlerer Starke
gibt es dagegen keine eindeutig auf dem Quantenpunkt lokalisierten Eigenzustande mehr, denn
dann tragen sehr viele Zusténde jeweils ein wenig zur Besetzung des Quantenpunkts bei, und der
Verlauf der Besetzung n in Abhéngigkeit vom chemischen Potenzial p wird kontinuierlich (siehe
Gl. (I11.G.5) und Abb. 111.G.2). Man kann dennoch eine Eigenwertstatistik bestimmen, wenn man
nur die Zusténde berilicksichtigt, die eine vorgegebene minimale Besetzungsanderung An (siehe Gl.
(111.G.6)) des Quantenpunkts hervorrufen (fur Abb. 111.G.1 und I11.G.3 war dieses Minimum An >
0.3). Dann ellt sich die Frage unter welchen Bedingungen die so aufgestellte Eigenwertstatistik
nicht nur eine Mischung aus der Eigenwert-Statistik des Quantenpunkts und der Eigenwertstatistik
der Dréhte ist, sondern eine eigene Universalitét aufweist.

Da die Eigenwertstatistik Einteilchen-Zustdnde voraussetzt, wird jetzt die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung weggelassen, und auch das chemische Potenzial muss nicht mehr im Hamilton-
Operator stehen, weil die Eigenwertspektren als Ganzes betrachtet werden. Anstelle von Gl.
(111.G.2) verwenden wir jetzt wieder einen normalen Anderson-Hamiltonoperator fur den Quanten-
punkt, bei dem die Nichtdiagonalelemente t;; die Universalitatsklasse bestimmen (siehe auch Gl.
(111.B.13) und (111.B.15)),

Nop Nop

Hoe ZSQT??HJ—ZZ[.JM [ +1,818 ] (11.G.7)
Nop |

=1 j=i+l

Die Diagonalelemente g; sind reelle, Gaul3-verteilte Zufallszahlen mit einer Standardabweichung w,
die kleiner als die Breite des Bandes der Drahte sein muss. Hier verwende ich w = 0.1, wéhrend die

Breite des Draht-Bands durch die Wahl der Energieeinheit t = 1 in Gl. (111.G.3) auf 2 festgelegt ist.
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Abb. 111.G.5: Ergebnisse der Eigenwertstatistik fir an N = 2 Drahte gekoppelte Quantenpunkte mit Ngp =
50 Zustanden aus dem (a) orthogonalen bzw. (b) unitdren Ensemble. Der gegen die Kopplungsstérke V zwi-
schen Quantenpunkt und Drahten aufgetragene Parameter | ist das halbe zweite Moment der Eigenwertab-
standsverteilung P(s) und erreicht theoretisch im Wigner-Grenzfall fir ein unendliches, homogenes System
die unten durch waagerechte Linien markierten Grenzwerte. Die unterschiedlichen Kurven entsprechen ver-
schiedenen minimalen Besetzungszahlanderungen An, und es sind in der Eigenwertstatistik immer nur die
Zustande des Systems aus Quantenpunkt und Draht berticksichtigt, deren Anteil im Quantenpunkt An Uber-
steigt. Man erkennt Wigner-artiges Verhalten fir ganz kleine und ganz grof3e Kopplungsstérken V sowie im
Zwischenbereich bei , guter* Kopplung V = 0.4/(Ngp)"’?; letzteres nur, wenn die Grenze An nicht zu groR ist.

0.3 o

Die Nichtdiagonalelemente t;; mussen fur das orthogonale Ensemble ebenfalls reelle, fir das unitéare
Ensemble komplexe Zufallszahlen sein, deren Real- und I maginérteile Gaul3-verteilt sind, und zwar
ebenfalls mit der Standardabweichung w. Der Vorfaktor 1/(NQP)1/2 vor den Nichtdiagonaltermen ist
notwendig, welil jeder Gitterplatz im Quantenpunkt mit jedem anderen wechselwirkt. Ohne den
Vorfaktor wirde die Unordnung mit der Systemgrof3e zunehmen. Alternativ habe ich auch zwei-
dimensionale Quantenpunkte betrachtet, bei denen die Plétze auf einem Quadratgitter angeordnet
sind, und die Elektronen nur zwischen néchsten Nachbarn springen kdnnen wie in Gl. (111.B.13);
dann braucht man keinen Vorfaktor 1/(NQF>)1’2 vor den Nichtdiagonalelementen. Der gesamte Ha-
milton-Operator besteht aus Gl. (111.G.7) fur den Quantenpunkt, Gl. (111.G.3) fur die Dréahte und Gl.
(111.G.4) fur die Kopplung zwischen beiden. Die Kopplungs-Matrixelemente V; sind auch Zufalls-
variable aus einer Gaul3verteilung, und da sie jeden Draht an alle Quantenpunkt-Zustéande koppeln,
muss wie fur die Nichtdiagonalelemente der Vorfaktor 1/(NQP)1/2 hinzugefligt werden, um eine Un-
abhangigkeit von der Systemgrol3e zu erreichen.

Abbildung I11.G.5 zeigt die numerischen Ergebnisse der Eigenwertstatistik fir verschiedene mini-
male Besetzungsanderungen An (nach Gl. (111.G.6)); d.h. es wurden jeweils nur die Eigenwerte be-
rucksichtigt, deren Zustande die kontinuierliche Besetzung n des Quantenpunkts um mehr als An
erhohen. Die Eigenwertabstandsverteilungen P(s) (siehe Abschnitt 111.C.2) werden durch die Hélfte
ihres zweiten Moments I nach Gl. (111.C.10) charakterisiert, die im idealen Wigner-Grenzfall, d.h.
fur Eigenwerte einer Zufallsmatrix, die Werte |4 [10.6366 fir das orthogonale Ensemble und
lowige 10.5890 flr das unitare Ensemble annimmt (waagerechte Linien in Abb. I11.G.5). Bei lo-
kalisierten Zustanden, die einem zufélligen Eigenwertspektrum ohne Niveauabstol3ung entsprechen,
gilt stattdessen der Poisson-Grenzfall 1, pye, = 1. Man erkennt, dass wie erwartet fir sehr kleine
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und sehr grofRe Kopplungsstarken V die Ei-
genwertabstandsverteilung ungefahr dem
Wigner-Grenzfall fur die jeweilige Symme-
trie-Klasse entspricht. Wie immer bei Sys-
temen endlicher Grole werden diese
Grenzwerte nur naherungsweise erreicht.
Die starksten Abweichungen gibt es, wenn
die Grenze An sehr klein gewahlt ist, weil
dann einige Zustande aus den Drahten, die
etwas in den Quantenpunkt vordringen,
schon mitgerechnet werden und das Eigen-
wertspektrum zufélliger, d.h. eher Poisson-
artig machen. Man kann auch sagen, dass
die Eigenwertabstol3ung durch diese zusétz-
lichen, zufélligen Eigenwerte verringert ist.
Aus diesem Grund steigt der lo-Wert zu-
néchst an, wenn man die sehr schwache An-
kopplung der Drahte etwas verstérkt (von
links zur Mitte hin) bzw. die sehr starke An-
kopplung etwas abschwécht (von rechts zur
Mitte hin).

Bei einer mittleren Kopplungsstéarke V =
0.4/(Nop)™? kommt es iiberraschenderweise
zu einer teilweisen Wiederherstellung der

0.80] ——GOE, N, =50

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Grenze fur An

Abb. I11.G.6: SystemgriRenabhéngigkeit der Ei-
genwertstatistik fir an 2 Drahte gekoppelte Quanten-
punkte im orthogonalen (GOE) und unitdren (GUE)
Ensemble bei , guter* Kopplung V = 0.4/(Nop). Der
gegen die Grenze fur den Antell im Quantenpunkt An
aufgetragene Parameter |y ist das halbe zweite Mo-
ment der Eigenwertabstandsverteilung P(s) und er-
reicht theoretisch im Wigner-Grenzfall fir ein unend-
lich grof3es homogenes System die unten durch
waagerechte Linien markierten Grenzwerte. Die
Kurven entsprechen verschiedenen Systemgrofen
(siehe Legende) und liegen nahezu libereinander.

urspringlichen  Wigner-Verteilung, und

zwar wie Abb. 111.G.5 zeigt in gleicher Weise beim orthogonalen wie auch beim unitéaren Ensemble.
Bei dieser mittleren Kopplung kann man im Sinne des vorhergehenden Abschnitts von einer ,,guten
Kopplung“ sprechen, die fir eine gute Mischung von Quantenpunkts-Zustanden und Draht-
Zustanden sorgt. Fur die gemischten Zusténde erscheint das System aus Quantenpunkt und Drahten
bei mittlerer Kopplungsstérke nicht mehr inhomogen. Dadurch wird eine Eigenwertabstandsvertei-
lung wiederhergestellt, bei der eine Eigenwertabstol3ung vorliegt, wie bei den Eigenwerten einer
vollig zufélligen Matrix. Abbildung 111.G.6 zeigt, dass diese Eigenwertabstandsverteilung fur V =
0.4/(NQP)1/2 néherungsweise unabhéngig von der Systemgrofie Nop ist. Aber etwas merken die Zu-
sténde doch noch von der Inhomogenitét des Systems, denn mit zunehmender Systemgrofie kommt
es zu leicht zunehmenden Abweichungen von den Wigner-Grenzwerten.

Es sind zwei einschrénkende Bemerkungen angebracht: Erstens dirfen keine zu strengen Bedin-
gungen an die fur die Eigenwertstatistik verwendeten Niveaus gestellt werden in Bezug auf ihren
Beitrag An zur Besetzung des Quantenpunkts. Nur wenn Zustande mit An = 0.25, d.h. Zustéande, die
nur zu einem Viertel im Quantenpunkt gebunden sind, noch berticksichtigt werden, tritt die Wigner-
Verteilung im Zwischenbereich auf. Zweitens hangt das Auftreten der Wigner-Verteillung in dem
Zwischenbereich auch empfindlich von der Unordnung im Quantenpunkt und ggf. einer zusétzli-
chen Unordnung in den Drahten ab, ist also nicht universell. Bei einer Kopplung von ungeordneten
Dréhten an den ungeordneten Quantenpunkt bleibt o im Zwischenbereich bel guter Kopplung tber
dem Wigner-Grenzwert. Insgesamt bestétigt die Betrachtung der Eigenwertstatistik aber klar, dass
im Zwischenbereich die Kopplung zwischen Quantenpunkt und Dréhten am besten ist im Sinne
einer guten Durchmischung der Zustande, die sogar zu einem nahezu homogen erscheinenden Sys-
tem fihren kann.
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IV.A. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden komplexe Systeme unterschiedlicher Art betrachtet und anhand der bei
verschiedenen MessgroRen auftretenden Fluktuationen charakterisiert. Verbindendes Element der
beiden Teile der Arbeit ist, dass die modellierten und analysierten Systeme eine Dynamik mit we-
sentlichen Fluktuationen aufweisen.

Der erste Tell hatte die Analyse komplexer biomedizinischer und geophysikalischer Systeme an-
hand von Zeitreihen zum Thema. Mit Hilfe der trendbereinigenden Fluktuationsanalyse (DFA) und
ihrer hier eingeftihrten multifraktalen Verallgemeinerung (MF-DFA) kann das Langzeit-Korrela
tionsverhalten trotz Nichtstationaritéten und Trends in den Zeitreihen zuverlassig charakterisiert
werden. Die MF-DFA ist der etablierten WTMM-Methode mindestens gleichwertig, aber einfacher
zu implementieren und anzuwenden. Mit der PRSA-Methode kann man Quasiperiodizitéten in
nichtstationaren Reihen empfindlicher detektieren als mit der konventionellen Spektralanal yse.

Die Untersuchung der Fluktuationsdynamik des menschlichen Herz- und Atemrhythmus getrennt
nach verschiedenen Aktivitats- und Schlafphasen zeigte, dass sowohl die Herz- als auch die Atem-
frequenzen im Leicht- und Tiefschlaf praktisch unkorreliert fluktuieren, wenn man von leichten,
durch die Sinus-Arrhythmie verursachten, Kurzzeitkorrelationen absieht. |m REM-Schlaf sind hin-
gegen Langzeitkorrelationen zu finden, die denen in der Wachphase dhneln. Diese Langzeitkorrela-
tionen sind wahrscheinlich kortikalen Ursprungs, und sie sind im Wachen bei der Atmung abge-
schwécht, weil sich der Atemrhythmus im Gegensatz zum Herzrhythmus bewusst beeinflussen
lasst. Beim Atemantrieb dominieren im Gegensatz zum Atemrhythmus Kurzzeitkorrelationen, was
auf eine andersartige Regelung unabhéngig von Schlafstadien hinweist. Die Regelung des Herz-
rhythmus im REM-Schlaf und in den Wachphasen ist stérker nichtlinear als im Leicht- und Tief-
schlaf. Bei der Abschdtzung des Risikos fir plotzlichen Herztod von Herzinfarktpatienten konnte
die Uberlegenheit des aus PRSA-Kurven abgeleiteten Parameters CWA gegeniiber dem heutigen
,Goldstandard” -Parameter LV EF nachgewiesen werden.

Die Zeitreihenanalyse hydroklimatischer M essdaten ermdglichte eine Charakterisierung der Wetter-
und Klimadynamik der Erde sowie der Abflussdynamik von Flussen. In langjahrigen Temperatur-
Zeitreihen liegen weitgehend universelle Langzeitkorrelationen aber keine Multifraktalitdten vor.
Niederschlagszeitreihen sind hingegen nahezu unkorreliert, weisen aber Multifraktalitdt auf. Am
starksten multifraktal (aber nicht universell) sind Abflusszeitreihen, wobei die Speicherwirkung des
Bodens und anderer Wasserspeicher bei der Regen-Abfluss-Dynamik eine wichtige Rolle spielt.
Die Langzeitkorrelationen in den hydroklimatischen Zeitreihen, die auch in langen historischen und
rekonstruierten Datenreihen auftreten, haben wesentliche Auswirkungen auf die Statistik der Wie-
derkehrintervalle zwischen Extremereignissen. Die Wiederkehrintervalle sind ebenfalls langreich-
weitig korreliert, so dass sich nach einer langeren Pause zwischen zwei Extremereignissen auch das
néchste Ereignis im Mittel verzogert, wahrend in anderen Bereichen der Zeitreihe die Extremereig-
nisse gehauft auftreten. Daher sollte bei der Abschétzung von Eintrittswahrscheinlichkeiten fur
Extremereignisse nicht nur die Gesamtverteilung und die seit dem letzten Ereignis vergangene Zeit,
sondern auch der Zeitabstand zwischen den beiden vorhergehenden Extremereignissen beriicksich-
tigt werden. Die Haufungen von Extremereignissen, die auch in den langjahrigen rekonstruierten
Datenreihen auftreten, wurden in jingster Zeit oft in Zusammenhang mit der globalen Klimaer-
wéarmung gebracht; die Langzeitkorrelationen sind ein alternativer Erklérungsansatz.

Bei der Untersuchung der zeitlichen Fluktuationen kohé&rent gebeugter Synchrotron-Rontgenstrah-
lung wurde die Aktivierungsenergie der Diffusionsdynamik von Antiphasendoménen in einer Ein-
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phasen-Legierung bestimmt und — durch einen Vergleich der Ergebnisse der Fluktuationsanalyse
mit den Ergebnissen von Monto-Carlo-Simulationen — nachgewiesen, dass beim Wachstum von
Ausscheidungen in verschiedenen metallischen Zweiphasen-Legierungen unterschiedliche Diffusi-
ons-Mechanismen dominieren.

Der zweite Teil der Arbeit beschaftigte sich mit komplexen elektronischen Systemen in Festkor-
pern. Hier interessierten wir uns zunachst fir die Auswirkungen einer ungeordneten Potenzialland-
schaft und fir die Frage, ob die Ein-Parameter-Skalentheorie der Lokalisierung wie in eindimensio-
nalen unkorrelierten Systemen gilt. Die Fluktuationen der Wellenfunktionen, die die komplexe
Dynamik verursacht, ermdglichen einen Test der theoretischen Konzepte anhand numerischer Si-
mulationen. Bei zweidimensionalen, unkorrelierten Systemen wurde gezeigt, dass entgegen der
algemeinen Uberzeugung zwei Abweichungen von der Ein-Parameter-Skalentheorie vorliegen,
wobei die starken logarithmischen Korrekturen zu der einfach exponentiellen Form der lokalisierten
Eigenfunktionen die wesentlichere Abweichung darstellen, weil dadurch die Lokalisierungslange
madglicherweise fur grolRe Systeme logarithmisch divergiert. Selbstaffin fluktuierende Potenzial-
landschaften weisen bereits in einer Dimension entweder einen Ubergang zwischen lokalisierten
und scheinbar ausgedehnten Zustanden auf oder einen Ubergang zwischen stark und schwach loka-
lisierten (quasi ausgedehnten) Eigenzusténden — je nachdem ob die Potenziale kiinstlich renormiert
werden oder nicht. Im Ubergangsbereich treten so starke Fluktuationen auf, dass die Lokalisie-
rungslange keine selbstmittelnde GrolReist und die Ein-Parameter-Skalentheorie nicht gilt.

Zum Verstandnis der Phasenlibergange, insbesondere der bisher noch weitgehend unverstandenen
experimentellen Ergebnisse zum Metall-1solator-Ubergang in zweidimensionalen Elektronensyste-
men, sind neben der Unordnung Wechselwirkungseffekte von besonderem Interesse. Hier wurde
gezeigt, dass die normierte Vielteilchen-Tunnelamplitude das Aquivalent zur Einelektronen-
Wellenfunktion ist fir das Studium der Transporteigenschaften wechselwirkender Elektronen. Bei
vollstéandiger Beriicksichtigung aller Elektron-Elektron-Wechselwirkungen wurde fir Systeme ohne
und mit Spinfreiheitsgraden nachgewiesen, dass die langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung
immer den Transport behindert, aso die Zusténde stérker isolierend macht. Nur die Hubbard-
Wechselwirkung in Systemen mit Spin kann fur kleine Wechselwirkungsstérken eine Tendenz zu
einem weniger isolierenden Verhalten verursachen, aber diese Anderung liegt nicht in dem experi-
mentell relevanten Parameterbereich und ist vergleichsweise schwach. Durch Mitnahme von Un-
ordnung und Elektron-Elektron-Wechselwirkungen lasst sich also kein Phaseniibergang in den
zweidimensionalen Systemen reproduzieren. Die simulierte Magnetoleitfahigkeit der Systeme ver-
lauft in senkrechten und parallelen Magnetfeldern weitgehend im Einklang mit experimentellen
Ergebnissen aus dem metallischen Bereich, was wiederum darauf hindeutet, dass es sich um einen
Bereich mit (sehr) schwacher Lokalisierung handelt. Die isolierende Phase kdnnte mit dem kiirz-
lich entdeckten Divergieren der Elektronenmasse am Metall-1solator-Ubergang zusammenhangen.

Den Abschluss des zweiten Teils bildete eine Analyse von Lokalisierungstibergangen und Fluktua-
tionen in Quantenpunkten bei einer Kontaktierung mit idealen Drahten. Es wurde gezeigt, dass die
scharfen Niveaus nur verschwinden, wenn die Drahte mit mittlerer Stérke angekoppelt sind. Dann
kann das System in bestimmten Energiebereichen nahezu homogen erscheinen. Bei starker Kopp-
lung treten wieder scharfe Niveaus auf, aber ihre Anzahl ist verringert.
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IV.B. Ausblick

Eine Fortsetzung der hier vorgestellten Arbeiten erscheint mir in mehreren Richtungen aussichts-
reich: Das unterschiedliche Korrelationsverhalten des Herzrhythmus in den verschiedenen Aktivi-
téts- und Schlafstadien bildet die Grundlage fur eine automatische Unterscheidung der verschiede-
nen Phasen, die wir durch eine zusétzliche Berticksichtigung des Atemrhythmus und einer — noch
im Einzelnen zu klarenden — Altersabhangigkeit der Fluktuationsdynamik weiter verbessern wollen.
Da Herz- und Atemrhythmus ein dhnliches Korrelationsverhalten aufweisen, erscheint mir tUber die
durchgefuihrten Arbeiten hinaus eine grindliche Untersuchung der Synchronisation und der Kreuz-
korrelationen zwischen den beiden Signalen lohnend, denn damit kann die bisher nur andeutungs-
weise beantwortete Frage nach der Wechselwirkung zwischen den beiden Regelungssystemen néher
beleuchtet werden. Es stellt sich fir mich auch die Frage, ob langsamere, quasiperiodische Rege-
lungsprozesse, wie beispielsweise Mayer-Wellen, die in den Herzrhythmus eingehen, mit den in
dieser Arbeit behandelten Methoden und mit der Synchronisationsanalyse charakterisiert werden
koénnen. Als Alternative zur konventionellen Phasen-Synchronisationsanalyse fur quasiperiodische
Signale sehe ich vor alem die hier nur kurz erwéhnte Verallgemeinerung der PRSA-Methode mit
Triggerung auf ein zweites Signal als sehr viel versprechend an. Eine konkrete klinische Anwen-
dung der PRSA-Ergebnisse zur diagnostischen Risikoabschdtzung bei Herzinfarktpatienten liegt
bereits nahe. Die Ergebnisse zum Fluktuationsverhalten von Herz- und Atemrhythmus bei Gesun-
den kdnnen durch einen Vergleich mit entsprechenden Ergebnissen bel Patienten mit verschiedenen
Erkrankungen, wie Parkinson, Schlafstérungen, Herzrhythmusstérungen, Depression und Diabetes,
fir eine verbesserte Diagnostik der Erkrankungen und eine Abschéatzung des Risikos fur ernsthafte
Herz-Kreislauf-Storungen genutzt werden. Konkret kann man so voraussichtlich einfacher als bis-
her Parkinson von Multisystem-Atrophie (MSA), einer peripheren autonomen Stérung, unterschei-
den und die beiden Schlafstérungen Schlafapnoe und periodische Beinbewegungen, die verschiede-
ne Ursachen aber dhnliche Symptome haben, leichter diagnostizieren.

Die Ergebnisse zum Korrelationsverhalten von hydroklimatischen Zeitreihen legen als Anwendung
einen weiter gehenden Vergleich mit den Simulationsergebnissen von Klimamodellen und Regen-
Abfluss-Modellen nahe, der eine Verbesserung der Modelle zum Ziel hat. Meiner Meinung nach ist
es dartber hinaus sinnvoll, die Vorgehensweise bei der Rekonstruktion von langjahrigen Datenrei-
hen, bei der teilweise Interpolationen eingesetzt werden, sowie die Bestimmung von Uberregionalen
Mittelwerten und Hemisphéaren-Mittelwerten unter dem Gesichtspunkt der Fluktuationen zu Uber-
prifen, um zu verstehen, warum diese Reihen oft unrealistische Langzeitkorrelationen oder sogar
nichtstationares Verhalten aufweisen. Die Frage ist, wie sich Korrelationen und Nichtstationaritd
ten in einem Teilsystem auf Mittelwerte des Gesamtsystems auswirken oder Ubertragen. Die Er-
gebnisse zur Extremwertstatistik sollten meiner Ansicht nach an weiteren konkreten Beispielen
Uberprift und dann den mit der Abschédtzung von Eintrittswahrscheinlichkeiten betrauten Ingenieu-
ren nahe gebracht werden. Um die Kluft zur praktischen Anwendung weiter zu verengen, erscheint
es mir hilfreich, zusétzlich zur Statistik der Wiederkehrintervalle auch die Statistik der Extremwerte
in festen Perioden und ihre Beeinflussung durch Langzeitkorrelationen ndher zu untersuchen.

Die Analyse von Rontgen-Speckle-Fluktuationen zur Kléarung der Diffusionsdynamik in zwei Arten
von Legierungen legt entsprechende Experimente und Analysen bel weiteren harten und weichen
Festkorper-Systemen nahe. Mir erscheint dartiber hinaus eine Ausweitung auf spektroskopische
Untersuchungen in anderen Energie- bzw. Wellenlangenbereichen, insbesondere auf die Laser-
spektroskopie, als durchaus machbar und viel versprechend.

Bei den komplexen Elektronensystemen sehe ich Méglichkeiten fur eine lohnende Fortsetzung der
hier vorgestellten Arbeiten durch einen weiteren Test der theoretischen Modellvorstellungen in Sys-
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temen mit anderer Raumdimension oder zusatzlichen Wechselwirkungseffekten. | nsbesondere soll-
te die von uns flr unkorrelierte zweidimensionale Systeme gefundene logarithmische Abhangigkeit
der Lokalisierungslange vom Abstand zum Lokalisierungszentrum dabei Uberprift werden, da sie
eine sehr wesentliche Abweichung von der Ein-Parameter-Skalentheorie ausmacht. Fur mich stellt
sich die Frage, ob diese Abhangigkeit charakteristisch nur fur exakt zweidimensionale Systeme,
d.h. nur an der kritischen Dimension der Quanten-Lokalisierung, ist, oder ob ahnliche Abweichun-
gen auch beispielsweise fur dreidimensionale Systeme oder Systeme mit nicht ganzzahliger (frakta-
ler) Dimension auftreten, so z.B. flr Perkolationssysteme bei der kritischen Konzentration. Dar-
Uber hinaus sind die Auswirkungen kurz- und langreichweitiger Korrelationen in zweidimensiona-
len Systemen ein lohnendes Thema.

Zur Klarung der Natur des Metall-1solator-Ubergangs in Halbleiter-Bauelementen mit zweidimen-
sionaler Elektronenstruktur sind meiner Meinung nach zunéachst Experimente bei tieferen Tempera-
turen sinnvoll, die zeigen, ob wirklich metallische Zusténde vorliegen oder ob diese vielleicht doch
sehr schwach lokalisiert sind. Fir eine Beschreibung des isolierenden Bereichs sind wegen der am
Ubergang divergierenden effektiven Elektronenmasse andere Modelle notwendig, bei denen die
Lokalisierung nicht primar unordnungsinduziert ist. Als Fortsetzung der hier vorgestellten Arbeiten
erscheint mir daher vor allem eine Simulation der parallelen und senkrechten Magnetoleitfahigkeit
dunner (quasi zweidimensionaler) Schichten viel versprechend, die mittlerweile auch aus anderen
Materialien als den traditionellen Halbleitern in guter Qualitét hergestellt werden konnen. In Sil-
berselenid-Schichten wurde kirzlich ein starker, mit abnehmender Schichtdicke von positiv auf
negativ wechselnder Magnetowiderstand gefunden. Bei diinnen Schichten und tiefen Temperaturen
gibt es einen zusétzlichen positiven Beitrag, der schon bei kleinen Magnetfeldern séttigt. Hier stellt
sich fur mich die Frage, durch welche Ergénzungen in den betrachteten Modellen fir wechselwir-
kende zweidimensionale Elektronensysteme sich diese experimentellen Ergebnisse reproduzieren
und erkléren lassen.

Die Ergebnisse unserer Untersuchungen von mit Drahten gekoppelten Quantenpunkten harren einer
experimentellen Uberpriifung; Vorschlage fiir eine Realisierung haben wir gegeben. Eine Fortset-
zung der theoretischen Arbeiten erscheint mir vor allem in Richtung auf gekoppelte Quantenpunkte
aussichtsreich. Dabei ist zu klaren, wie sich die Niveaus der Quantenpunkte gegenseitig bei unter-
schiedlicher Kopplungsstérke beeinflussen und ob sich entsprechende Effekte moglicherweise bei
Einzel-Elektronen-Transistoren ausnutzen lassen. In Zukunft kdnnten auch die Auswirkungen von
magnetischen Feldern und — im Hinblick auf die Spin-Elektronik — ein spinpolarisierter Transport
durch Quantenpunkte mit angekoppelten ferromagnetischen Drahten studiert werden.
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V.D. Tabellenanhang

Tabelle IV.D.1: Ubersicht iber die rekonstruierten Niederschlags- und Abflussreihen, die ich in Abb.
[1.D.20 und Abb. 11.D.21 analysiert habe. Neben Referenz, Angaben zur Datenart, zum Ort und zur Daten-
guelle, sowie der Dauer der Reihen sind (soweit zur Beschreibung erforderlich) zwel Skalenbereiche ange-
geben, in denen die betrachteten DFA2-Fluktuationsfunktionen skalieren. Die entsprechenden, durch lineare
Regression bestimmten Steigungen a; und a, sind ebenfalls angegeben, sowie die Steigungen a fir die ge-
samte Lange der Reihen. Die a-Werte, die das Skalenverhalten am besten reprasentieren, sind durch Fett-
druck hervorgehaoben, und die gesamten a-Werte, die das Skalenverhalten nicht reprasentieren, sind einge-
klammert. Die Reihe [PrROCTORetal-02] soll einem Quotienten aus Temperatur und Niederschlag entspre-
chen. Die Nil-Reihe [ToussoN-25] habe ich zusétzlich in gekiirzter Form (ab dem Jahr 722) analysiert, well
nach [WHITCHERetal-02] im Jahr 722 wahrscheinlich das Messprinzip verbessert wurde.

Originalpubl. Datenart, Ort Quelle Lange |Ber.1 | oy Ber.2 | a, |a

[STAHLE& CLE- Niederschlag, Sud- Baumringe | 1053a | 10— 050 | 70— | 0.25] (0.4

AVELAND-92] west USA 70a 250a

[HUGHES& Niederschlag, Neva- | Baumringe | 7997 a | 10— 0.55

GRAUMLICH-96] | da, USA 2000 a

[GRISSINO- Niederschlag, New Baumringe | 2131a| 6— 0.80

MAYER-96] Mexico, USA 530a

[PROCTOR Temperatur / Nieder- | Stalagmiten | 3669a | 6 — 112

etal-02] schlag, Schottland 300a

[TOUCHAN Frihlingsregen, Baumringe | 660a | 10— 0.45

etal-03] Sudwest-Tlrkei 160 a

[TOUSSON-25] MinimadesNilsab | Historische | 663a | 6— 0.85
622, Roda bei Kairo | Dokumente 160 a

[TOUSSON-25] MinimadesNilsab | Historische | 563a | 6 — 0.93
722, Roda bei Kairo | Dokumente 140 a

[GLASER-01] Hochwasser der Historische | 701a | 10— 05 | 75— |10 |(0.6)
Pegnitz, Deutschland | Dokumente 75a 170 a

[ISDALEetal-98] Burdekin River, Korallen 337a | 6-— 0.67
Australien 80a

[WOODHOUSE- Clear Creek, Colora- | Baumringe | 303a | 6-— 051 25— |0.74 | (0.6)

00] do, USA 25a 70 a

[CLEAVELAND- White River, Arkan- | Baumringe | 963a | 6— 0.59 | 30— |043]0.50

00] sas, USA 30a 200 a

[MEKOetal-01] Sacramento River, Baumringe | 1109a | 6 — 0.60
Kalifornien, USA 270 a

[GRAUMLICHetal- | Yedlowstone River, Baumringe | 294a | 6-— 0.85

03] Montana, USA 75a
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TabelleV.D.2: Ubersicht tiber die rekonstruierten Temperaturreihen der nérdlichen Hemisphére, dieichin
Abb. 11.D.17 gezeigt und in Abb. 11.D.18 analysiert habe, wie in Tabelle IV.D.1. In der neuesten Reihe
[MANN& JONES-03] sind offensichtlich nur die niederfrequenten Fluktuationen enthalten, so dass die DFA
auf Skalen unter 240 Jahren nur die Sattigungssteigung zeigt.

Originalpublikation Lange | Bereichl |a; |Bereich2 |a, |a Bemer kung
[OVERPECKetal-97] 391a | 10-30a |1.65[30-95a |1.05]| (1.8) | starker Ubergang
[JONESetal-98] 992a |[6—-80a |[0.78|80-210a |1.00|0.82

[MANNetal-99] 98la |6—30a |[0.85|30—240a |1.05|0.95

[BRIFFA-0Q] 994a |6-100a | 0.95|100-250a | 0.65| 0.90
[CROWLEY&LOWERY-00] | 988a | 6—30a 1.85|30-240a | 1.20| (1.5) | starker Ubergang
[CROWLEY-00] 9%6a |6-—30a 1.85|30-240a | 1.20| (1.5) | starker Ubergang
[BRIFFAetal-01] 550a | 6-50a 0.92|50-140a | 0.52 | (0.8)

[EsPeRetal-02] 1163a| 10—-70a | 1.20 | 70—210a | 0.80 | 1.07

[MANN& JONES-03] 1781a| 80—240a| 1.30 | 240—-440a | 0.45 | (2.1) nur Trends
[JONES& MOBERG-03] 148a | 6-15a 0.83|15-30a 0.45 | 0.68 Messwerte

TabelleV.D.3: Ubersicht iiber die rekonstruierten lokalen Temperaturreihen, dieich in Abb. 11.D.19 analy-
siert habe, wiein Tabdle |V.D.1. Be den Eishohrkern-Daten [PeTITetal-99] und den Temperaturen in Chi-
na [BAoetal-02] handdlt es sich nicht um jahrliche Daten, und die Lange sowie die Bereichsangaben bezie-
hen sich auf die Indizes. Beim Eisbohrkern gilt jeder der 1300 betrachteten Messwerte fir etwa 78 Jahre, bel
den chinesischen Temperaturen jeder Wert fiir genau 10 Jahre. Beim Eisbohrkern habe ich einen Bereich
ausgewahlt (Messwerte Nr. 300 - 1600), in dem die Werte ungefahr linear mit der Zeit gehen (Index ~
Zeit®®); der Rest der 3310 Werte ist wegen stark nichtlinearem Zusammenhang nicht einfach auszuwerten
(hierzu siehe auch [ASHKENAZY etal-03]).

Originalpubl. Datenart, Ort Quelle Lange |Ber.1 | a; Ber.2 |a; |a

[PETITetal-99] Temperatur Vostok | Eisbohr- 1300 | 10- 10 | 40- 14 | 125
(Sibirien) kern 40 300

[Cooketal-00] Sommertemperatur | Baumringe | 3592a | 6 — 13 | 60- 0.68 | (0.85)
Tasmanien 20a 850 a

[KIRCHHEFER- KUstentemperatur Baumringe | 636a | 6— 0.58

01] Norwegen 160 a

[MOOREetal-01] | Sommertemperatur | See- 1241a | 6-— 0.725
Baffin (Kanada) Sedimente 300a

[BAoetal-02] Temperatur China Diverse 200 6-20 |15 |20-50|0.78 | (1.3)

[HANTEMIROV& | Sommertemperatur | Baumringe | 4061a | 6 — 0.53|120- | 0.22 | (0.43)

SHIYATOV-02] Yamal (Sibirien) 120a 800 a

[Cooketal-03] Pre-Monsun-Tempe- | Baumringe | 446a | 6— 13 | 30- 0.8 | (11
ratur Nepal 30a 120a

[Cooketal-03] Post-Monsun- Baumringe | 387a | 6-— 12 | 30- 0.65 | (1.05)
Temperatur Nepal 30a 120a

[TANetal-03] Temperatur Beijing | Stalagmi- | 2650a | 6 — 0.85|100— |11 |0.95
(China) ten 100 a 650 a
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